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VOORWOORD. 

Sinds    de   jaren,    dat    ik   —    nu   voor  ruim   dertig  jaar  —  mijn 
eerste  onderricht  in  de  Lagere  Algebra  ontving,  is  er  op  dit  gebied 
heel    wat    veranderd   en  verbeterd.    De  doode  wetenschap,  die  toen 
ter    tijde    in  de  meeste  Algebra-boekjes  werd  onderwezen,  hoofdza- 
kelijk   bestaande    in    het    leeren    gebruiken    van    het     algebraïsch 
teekenschrift,    en  uitloopende   in    levenloos  formalisme,  had  weinig 
gemeen    met    de    Levende    Algebra,    die   ook  toen  reeds  een  hooge 
\  ontwikkeling    en    bloei    had    bereikt.    Eerst    door    de    uitgave   van 
'  betere   Leerboeken,   waarvan  in  ons  land  in  de  laatste  jaren  onder 
^r  meer   die   van    Bos.   maar   vooral   van   Derksen   eii,   de  Laice    dienen 
''i  te    worden    onderscheiden,   is   er  in   dien   voorhistorischen    toestand 
jgroote   verbetering    gekomen.    Ook    ik    meen    in    die   richting   een 
^  steentje  te  hebben  bijgebracht  [Leerboek  der  Algebra  in  twee  deelen 
(1889 — 1890),  uitgegeven  door  £.  J.  BrlU  te  Leiden*)],  en  zoo  is 
bg  ons  de  Lagere  Algebra  langzamerhand  weer  een  levend  organisme 
geworden,    waaruit    veel   onbruikbare  rudimenten  van  vroeger  tijd, 
en   veel  fossiele  hoofdstukken  zijn  verwijderd.    Een  frisschere  wind 
is  er  door  het  oude  vaderlandsche  gebouw  gewaaid,   nieuwere  be- 
schouwingen  zijn   er  in  opgenomen,  en  zoo  kunnen  wij  ons  weder 
zonder  schaamte  aan  onze  naburen  vertoonen,  en  kunnen  vele  onzer 
Leerboeken  een  vergelijking  met  de  beste  buiten landsche  doorstaan. 
Maar  nog  is   niet  alles  gedaan;    er  blijft  nog  altijd  iets  te  ver- 
beteren   over.    Heb    ik  in  mijn  genoemd  Leerboek  reeds  meer  dan 
toen    gebruikelijk    was    de    aandacht    gevestigd    op  het  verband  en 
het  wezen  der  verschillende  eiijen schappen^  die  den  grondslag  vormen 
der  algebraïsche  bewerkingen,  en  den  band  tusschen  AUjemeene  Re- 
kenknnde  en  Algebra  nauwer  toegehaald  —  ik  ben  overtuigd,  dat  er 

•)  Dit  L<jerboek,  volgens  oen  geheel  undcre  methode  bewerkt  dan  deze  Lessen,  en 
waarin  de  Rekenkunde  geheel  met  de  Algebra  tot  een  geheel  is  samengeweven,  kan 
nog  altijd  naast  dit  uicuwe  werk  worden  geraadpleegd,  voornamelijk  wat  het  reketi'^ 
kundig  gedeelte  betreft. 
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in    die    richting    nog  meer  kan  gedaan  worden,  en  vooral,  dat  nog 
veel  moet  vei'eenvoiulujd  worden.  Dit  is   trouwens  geheel  in  overeen- 
stemming met  den  geest  des  tijds:  Vereenvoudiging  van  het  Onder- 
icijs,    vereenvoudiging    van    het    Leven.    Vereenvoudiging,    en    toch 
verdieping.  Alleen  het  belangrijke,  essentieele  moet  behouden  blijven 
dat    wat    noodig  is  voor  de  voortgezette  studie  der  Algebra,  voor  de 
toepassingen  in  andere  Wetenschappen.    En  zoo  dienen  noodzakelijk 
onderwerpen  te  worden  opgenomen,  die  men  in  maar  weinig  Leer- 
boeken   vindt,    en    die  toch  van  het  hoogste  belang  zyn.    Ik  noem 
bv.  de  meer  uitvoerige  behandeling  der  Factoren-ontbinding  en  wat 
daarmede    samenhangt;    verder   bij    de    behandeling  der  Vierkants- 
vergelijkingen    de   beschouwingen    over   het    verloop   van   een  vorm 
van   den   tweeden   graad,  over  maxima  en  minima:  een  allerbelang- 
rijkst   hoofdstuk,    van    het    grootste  nut  voor  iedereen,    die  in  een 
andere    wetenschap  wel  eens  algebraïsche  beschouwingen  gebruikt, 
een   inleiding  tot  het  zoo  belangrijke  functie-hegrip.   Ook  meen  ik, 
dat  eenige  hoofdzaken  op  het  gebied  der  convergentie  en  divergentie 
van  reeksen  niet  mogen  buitengesloten  blijven.    Zelfs  geloof  ik,  dat 
de    allereerste    beginselen    der    Vijferentiaahekenifig^    met    name    het 
begrip  a/geleide  functie^  en  wat  daarmede  samenhangt,  noodzakelijk 
dient    te  worden  opgenomen.    Men  denke  maar  eens  aan  de  uitge- 
breide toepassingen,  die  deze  beschouwingen  in  bijna  alle  nieuwere 
Wetenschap  vinden. 

Maar  daartegenover  moet  alles  worden  uitgeworpen,  wat 'den 
blik  op  het  meer  belangrijke  beneemt,  wat  nutteloos,  overbodig  is. 
Er  kleeft  nog  altijd  te  veel  aan  de  Algebra,  wat  des  Schoolmeesters 
is.  Onzinnige  herleidingen  en  bewerkingen,  die  nooit  worden  toe- 
gepast. Ik  behoef  maar  te  wijzen  op  vele  onmogelijke  herleidingen 
bij  de  wortelgrootheden^  die  dat  hoofdstuk  zoo  ontzettend  dor  en 
zoo  duldeloos  vervelend  maken;  op  de  derdemachtsworteltrekking, 
de  kettingbreuken,  enz. 

Reeds  twintig  jaren  ben  ik  zelfstandig  werkzaam  op  het  gebied 
der  lagere  en  hoogere  mathematische  wetenschappen,  maar  nog 
nimmer  heb  ik  daarbij  dingen  noodig  gehad,  die  in  vele  Algebra- 
leerboeken  scrupuleus  behandeld  worden,  en  waar  ik  boven  op 
doelde. 

Veel   dingen  zijn  ook  langzamerhand  in  Algebra-leerboeken  ge- 
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komen  door  allerlei  ed'anieiLvnmgiitnhken  ^  waarvan  het  hoofddoel 
dikwijls  is,  het  den  candidaat  lastig  te  maken.  De  Algebra  is  lang 
zoo  moeilijk  niet  als  velen,  afgeschrikt  door  doode  schoolmeesterij, 
welke  ook  deze  wetenschap  tot  een  Hoogeschool  van  Rijdressuur 
(men  denke  maar  eens  aan  de  Vraagstukken  over  gebroken  en  ne- 
gatieve  exponenten)  heeft  trachten  te  maken,  wel  gelooven.  Het  is 
dan  ook  in  deze  Lessen  mijn  ernstig  streven  geweest  alles,  wat  op 
examendressuur  gelijkt,  te  verwijderen  en  verre  te  houden.  Des  te 
meer  ruimte  bleef  er  over  voor  het  wezenlijke,  en  daarmede  is  de 
leerling  in  elk  opzicht  gebaat. 

En  '  werpt  deze  mij  nu  tegen:  maar  men  eischt  die  weggelaten 
dingen  toch  op  mijn  examen,  dan  antwoord  ik  hem:  maak  u  niet 
ongerust,  er  zitten  tegenwoordig  in  de  verschillende  examen-com- 
missiën  hoogstaande  mannen  met  ruimeil  blik  en  onafhankelijk 
oordeel,  die  het  in  elk  opzicht  met  mij  eens  zijn. 

Ik  heb  deze  Lessen  zóo  ingericht,  dat  men  ook  door  zelfstudie  op 
de  hoogte  kan  komen.  Daartoe  heb  ik  de  gewone  schrijftrant  dik- 
wijls onderbroken  door  een  meer  doceerende,  die  mij  de  gelegenheid 
bood  telkens  te  wijzen  op  bijzondere  moeilijkheden,  op  dingen, 
waar  men  bijzonder  op  letten  moet,  die  aanleiding  tot  vergissingen 
kunnen  geven,  enz.  Alles  opgehelderd  door  tal  van  uitgewerkte 
Vraagstukken,  zoodat  de  leerling  niet  telkens  zal  behoeven  te  „zitten" 
met  moeilijkheden,  waarvoor  hij  de  hulp  van  een  leider  zou  moeten 
inroepen.  Natuurlijk  is  dit  laatste,  ook  bij  zelfonderricht,  niet 
buitengesloten,  en  stel  ik  mij  voor,  dat  de  volgende  Lessen  ook 
in  de  handen  van  den  Onderwijzer  nut  kunnen  stichten  *). 

Moge  het  blijken,  dat  schrijver  en  uitgever  zich  niet  vergist  hebben. 


Hilversum,  Januari   1904. 


*)  Ter  wille  van  verschiltcncle  katcgoriecn  van  leerlingen  znllen  deze  Lessen  in  tww 
Declen  worden  uitgegeven,  en  afionderlijk  verkrijgbaar  gesteld.  Het  eerste  Deel  omvat 
dan  zoo  ongeveer  het  geleerde  in  de  Ie  en  2e  klasse  eener  U.  B.  S.  met  5  j.  c. ;  het 
tweede  Deel  dat  in  de  drie  hoogste  kltissen,  mtiar  alles  uitgebreider  en  vollediger. 


EERSTE  LES. 


GRONDBEGRIPPEN. 


1.  Bepalingen,  ejiz.  Dat  hoeveelheden  of  getallen  verza- 
)nr/in(/en  zijn  ^'an  eenheden,  belioeft  gceji  nadere  bespreking. 
Het  is  wat  men  noemt  een  bejHiiuKi  of  depnitie.  Verzame- 
lingen  van    eenheden   noemt   men   hoeveelheden  of  getallen. 

En  de  wetenschap,  die  zich  met  de  eujenschapperi  van  die 
lioe veelheden,  en  de  verhinduuj  daarvan  tot  nieuwe  hoeveel- 
heden bezig  houdt,  noejnt  men  Algebra. 

Nu  wordt  dikwijls  beweerd,  dat  wanneer  de  lioeveel- 
liedcji  door  cijfers  worden  voorgesteld,  men  met  Jlckfit- 
kunde  te  doen  heeft,  en  wanneer  ze  door  letters  worden 
voorgesteld,  met  Ahjehra.  Maar  dat  is  onjuist.  Het  verschil 
zit  niet  in  het  gebruik  van  letters  of  cijfers  —  dit  is  geheel 
willekeurig  —  maar  in  het  wezen  der  zaak.  Telkens  wan- 
neer al(/enteene  eigenschaijpen  behandeld  worden,  die  waar 
zijn  voor  welke  hoeveelheid  ook,  heeft  men  met  Algebra  te 
doen.  En  de  eigenschappen,  die  in  Reicenkunde-leerboeken 
hij  de  Optelling,  de  Aftrekiving,  enz.  bewezen  worden,  zijn 
(lus  (d<iehra'ische  eigenschappen.  Want  ze  gelden  niet  alleen 
voor  de  daar  toevallig  gebruikte  getallen,  maar  voor  alle 
mogelijke  getallen.  Om  zich  nu  uit  die  moeilijkheid  te  red- 
den, noemt  men  dat  gedeelte  der  Rekenkunde  wel  eens  Alge- 
meene  Rekeiikiuide.  Maar  dat  is  een  kwestie  van  woorden: 
het  is  en  blijft  Algel)ra,  en  zoo  zullen  wij  het  hier  altijd 
beschouwen. 

Rekenkunde  (of  CIjferkiuide)  is  niets  anders  dan  de  toe- 
Ikimng  der  bovenbedoelde  eigenschappen  op  de  in  de  praldyk 
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voorkomende  bewerkingen.  De  rekenkunde  leert  dus  hoe 
men  viet  behulp  van  die  eigenschappen  optelt,  aftrekt,  enz. 
En  dan  worden  de  getallen  natuurlijk  altijd  door  cijfers  voor- 
gesteld, nooit  door  letters.  In  de  Algebra  kan  men  van  beide 
gebruik  maken,  hoewel  men  meestul  ter  wille  der  algemeen- 
heid zicli  van  letters  bedient,  die  dan  elke  willekeurige  hoe- 
veelheid kunnen  voorstellen. 

2.  Axioma.  De  geheele  Algebra  is  gebaseerd  op  één  (rrond- 
eii/enschai)  of  A,vioina,  hetwelk  onmiddellijk  uit  de  jmn- 
schouwing  voortvloeit,  en  als  vaststaand  wordt  aangenomen. 
Dat  axioma  zegt,  dat  een  hoeveelheid  als  zoodrni'u]  geen  ver- 
andering ondergaat,  wanneer  men  de  vohjonle  wijzigt  van 
de  eenheden  waaruit  ze  l>estaat,  of  wanneer  men  in  de 
(//'oe/M'cn'fu/  dezer  eenheden  verandering  aanbrengt. 

Zoo  blijft  de  navolgende  hoexeelheid  altijd  dezelfde,  o})  welke 
wijze  men  ze  ook  voorstelt.  Het  blijven  zes  eenheden. 
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Dit  axioma  is,  zooals  men  ziet,  nogal  ,, van  zelf  sprekend.'' 
Dan  zijn  er  in  de  Meetkunde  andere  axioma's,  die  niet  z(')ó 
van  zelf  sprekend  zijn  als  dit. 

Toch  laten  zich  alle  eigenschappen  der  hoeveelheden  uit 
dit  eenc  axioma  stap  voor  stap  a/ieiden^  of  zooals  men  het 
ook  kan  uitdrukken:  alle  eigenschappen  laten  zich  tenslotte 
tot  dit  eene  axioma  teri/(///ren(/e)L 

Het  afleiden  van  een  nieuwe  eigenschap  uit  een  of  meer 
voorgaande  noemt  men   het  henujzeii  van  die  eigenschap. 

3.  Gelijkheid  en  ongelijkheid.  Wij  komen  nu  aan  het  begrip 
j/elijkheid  en  oiKjeJIjkheid.  Beval  ten  de  hoeveelhedeji  evenveel 
eenheden,  dan  noemt  men  ze //<V/)^;  in  het  tegengestelde  geval 
ojyjehjk.  Gelijklieid  drukt  men  uit  door  het  teeken  =:  (gelijk- 
teeken) ;  ongelijkheid  door  de  teekens  <[  of  >  (ongelijkteekeu). 
De  nhdruldiiKj  der  gelijkheid  van  twee  hoeveelheden  A 
en  B  noemt  men  een  (jeUJkhetd :  A  =  B,  (lees :  A  <jelljh  B). 


De  uitdrukking  der  ongelijkheid  van  twee  hoeveelheden 
.1  en  B  noemt  men  een  owjel/jkheid'.  A<^B  {lees:  A  klemer 
dan  B)   of  A  >  B  (lees :  A  c/rooter  dan  B), 

Onthoud,  dat  de  piüit  van  het  ongelijkteeken  altijd  naar 
de  kleinste  hoeveelheid  gericht  is! 

De  hoeveelheden  A  en  B,  die  aldus  met  elkaar  ve/yeleken 
worden,  noemt  men  ook  wel  de  leden  der  gelijkheid  of  onge- 
lijkheid, (men  spreekt  van  eerste  en  van  tineede  lid). 

Men  zal  nu  onmiddellijk  de  waarheid  inzien  der  volgende 
eigenschappen. 

a.  Zijn  twee  hoeveelheden  elk  (jelijk  aan  een  derde,  dan 
zijn  ze  ook  onderluuj  [/ehjk. 

Want  is  A  =  C  en  B  =  C\  dan  kan  men  in  A  =  C  voor 
C  de  daaraan  gelijke  heeveelheid  B  in  de  plaats  zetten, 
zoodat  er  komt  A  =  B. 

h.     Is    A  =  B    en    A  ^  C,    dan    is    ook  B  ^  C 

(Zet  in  A  ^  C  voor  A  wederom  B  'm  de  plaats). 

N.B.  Wanneer  men  ter  afkorting,  om  twee  gevallen  in  één 

schrijfwijze  te  vereenigen,  b.v.  schrijft  J^  Cen later i^^  (/, 

dan  leze  men:  A  kleiner  c^/ grooter  dan  (\  enz.,  waarbij 
men  dan  in  het  oog  moet  houden,  dat  bij  A  <^  C  behoort 
B  <^  (\  en  met  A  >  ('  korrespondeert  B  >  C.  De  bovenste 
teekens  behooren  bij  elkaar,  én  zoo  ook  de  benedenste, 

c.     Is  A  ^  B  en  B  o  C,  dan  is  a  forteori  A  O  C. 

Immers  bevat  b.v.  B  meer  eenheden  dan  .1,  en  C' wederom 
meer  dan  B,  dan  zal  C  zeker  meer  eenheden  bevatten  dan  A. 
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TWEEDE  LES. 


OPTELLING. 


1.  Bepalingen,  enz.    De  optelling  is  een  bewerking,  die  ons 

leert  de  sodi  te  vinden  van  eenige  getallen. 

Onder  som  verstaalt  men  dan  de  hoevccllieid,  die  ontstaat, 
wanneer  men  bij  de  eerste  hoeveelheid  de  eeidieden  dor 
tweede  voegt,  bij  het  komende  getal  de  eeidieden  van  hot 
derde  getal,  enz.  (Elke  hoeveelheid  kan  dns  ook  besehonwd 
worden  als  de  som  zijner  eenheden). 

Men  dnidt  de  optelling  aan  door  het  teeken -f- (lees:  y^A/.v) 
tnsschen  elke  twee  opeenvolgende  getallen.  Schrijft  men  dus 
n  -\-  h  -\-  c,  zoo  beteckent  dit,  dat  men  de  som  moet  nemen 
van  a,  ö  Qii  c,  en  wel  in  de  geschreven  volgorde,  van  links 
naar  rechts,  aldus:  a.  vermeerderd  met  f),  en  deze  som  ver- 
meerderd met  c. 

De  afzonderlijke  getallen  d,  b  en  c  noemt  men  de  termen 
van  de  som. 

2.  Eigenschappen.  Zooals  wij  in  het  vervolg  bij  elle  be- 
werking zullen  zien,  bezit  een  bewerking  muiste}is  tirer 
fundamenteele  eigenschai)pen,  een  zoogenaamde  verwisse- 
lende eig(»nschap  (commutatieve  met  eon  vi-oemd  wooi-d, 
afkomstig  van  ro)nmuteeren,  verwisselen),  en  een  samen- 
voegende (associatieve,  van  assocIrereH  =  samenvoegen) 
eigenschci-p. 

De   eerste  wordt  in  zijn  wezen   het  korst  nilgedrukt  do(U' 

a  -f-  6  =  Z>  tiq:  a. 

De  tweede  door 

a  -\-  b  -^  c  :=:  a  -f-  (!)  -f  t*)« 


-9  .     ^ 


s 


Zij  v()lp:on  onniiddclijk  uit  hel  in  do  eersle  Les  (^  2) 
hcsprokeii  A.rmniff.  (de  leerliiifz;  stelle  zich  de  eenlieden  door 
stree])jes  voor,  l).v.  hij  3+5  =  5+3,  en  2+(3+4)  =  2+3+4). 

Natuurlijk  kan  men  de  beide  eigensohcappen  uitbreiden  over 
in(UM*dero  getallen  (teeken  maar  weer  de  eenheden  bij  een 
bepaald  voorbeeld),  zoodat  men  ook  heeft: 

a  +  h  +  r-^d-^e  +  ƒ  ^  a  +  {b  +  c)  +  (d  +  e  +  fy\ 

lil  woorden:  H/H  heeft  (jeeit  incloed  op  de  Jioni  ran  eeniye 
ijehillen^  in  irelke  rulfjorde  deze  worden  s(nnen(/evoe(/d,  of  op 
trelke  n'ijze  nten  deze  f  of  (/roepen  rereennjt  of  f)i  dee/en  spUtst. 

3.  Gevolgen.  L^it  deze  twee  grondeigenschappen  volgen  van 
zelf  al  de  andere  eigenscha|)pen  der  Oi)telling,  die  in  het 
dagelijksch  leven  dikwijls  gebruikt  worden.  Wij  noemen  met 
name  de  volgende : 

ft,  a  +  (6  +  c  +  (/  +  ^)  =  a  +  ft  +  c  +  (/  +  e. 

In  woorden:  Een  getal  wordt  vermeerderd  met  een  som, 
door  dat  getal  achtereenvolgens  te  vermeerderen  met  de  termen 
van  die  som. 

b.   •         (g  4-  ft  +  c)  +  ((/  +  e+f)  +  (,;  +  A  +  ^)  === 

=  (aJrd  +  g)  4-  (ft  +  ^  +  h)  +  (c  +  ƒ  +  k). 

D.  AV.  z. :  Twee  of  meer  sommen  svovdcnsameni/eteldydoovde 
nrereenkomsti;/e  termen  der  verschillende  sommen  op  ie  tellen ^ 
en  deze  sommen  tot  een  som  samen  te  voegen. 

Onthoud  deze  eigenscliapi)en  nu  goed,  en  denk  niet  dat  ge 
ze  niet  noodig  hebt;  denk  nuiar  eens  aan  de  Rekenkunde  bij 
de  verklaring  der  Optelling,  en  wacht  overigens  tot  we  een 
paiu*  Lessen  verder  zijn.  (ieringschatting  van  deze  en  verdere 
eigenschappen  hebben  in  vroeger  tijd  de  Algebra  van  een 
Wetenschap  tot  een  verzameling  kunststukjes  verlaagd. 

4.  Haakjes.  Wij  hebben  ze  in  $  2  en  §  3  reeds  gebruikt.  Waar 
dienen  zij  nu  voor?  Is  het  niet  in  de  eerste  plaats  om  aan 
Ie    duiden,    dat    alleen    op    de    uitkomst  van  een  bewerking 


moet  gelet  worden,  zooals  b.v.  bij  Eig.  h)  van  §  3.  Er  staat 
diuxr  in  liet  eerste  lid  [a  +  />  +  c)  -f-  enz.,  waarmede  dns  met 
nadruk  wordt  aangegeven,  dat  niet  de  getallen  a,  h  en  c 
afzondevlljl'  worden  beschouwd,  maar  alleen  de  sow  van  die 
getallen:  „twee  of  meer  .soinintni,  enz."  luidt  immers  de 
eigenschap.  De  Inuikjes  dienen  hier  dus  alleen  om  de  eigen- 
schap in  het  ware  licht  te  stellen ;  voor  de  rohjorde  der 
verschillende  bewerkingen  zijn  ze  niet  noodig,  omdat  zonder 
de  haakjes  ooh  eerst  de  som  van  a,  h  en  c  wordt  bepaald, 
alvorens  0^  +  ^"}"/)  ^^  'Hj  wordt  opgeteld  —  omdat  de 
volgorde  der  optelling,  zooals  wij  in  §  1  reeds  opmerkten, 
van  Ihiks  naar  rechU  is.  liet  zelfde  zien  we  in  het  tweede 
lid,  waar  de  haakjes  om  a -}-(/-[-ƒ/  eigenlijk  niet  noodig 
zijn,  maar  alleen  zijn  aangebracht  om  aan  te  geven  dat  op 
de  Hom  van  a,  d  en  (j  moet  worden  gelet. 

Maar  in  de  tweede  ])laiits  dienen  haakjes  om  de  vohjorde 
der  bewerkingen  te  irljzi<jen.  Zoo  beteekent  a  +  (/>  -)-  ^O» 
dat  men  bij  a  moet  o|)tellcn  de  som  van  h  en  c.  Eerst 
moet  men  dus  b  met  c  vermeerderen,  dfiarna  die  uitkomst 
bij  a  optellen.  Dit  is  dus  geheel  iels  anders  dan  door 
a  -{-  h  -{-  c  zonder  haakjes  wordt  aangeduid.  Want  dan  moet 
men  c  optellen  bij  de  som  van  a  eji  h. 

Ga  nu  maar  eens  na  waar  en  in  welk  opzicht  bij  de 
Eigenschapi)en  van  §  2  en  §  3  de  volgorde  der  verschillende 
bewerkingen  door  het  aanbrengen  van  haakjes  is  gewijzigd 
geworden. 

Het  gel)eurt  dikwijls,  dat  in  een  uitdrukking,  waarin  reeds 
haakjes  voorkomen,  noijmnals  haakjes  noodig  zijn.  Men 
gebruikt  dan  (/rootere  haken  dan  de  eerst  gebruikte,  of 
accoladen:  {j,  of  vierkante  haken:  [],  beide  in  verschillende 
grootten. 

Zoo  wordt  door  ^  +  (6  +  (c  +  ^0)  ^f   ^' +  |^^  +  (^*+^0 

aangeduid,  dat  bij  c  eerst  [d  moet  worden  opgeteld,  die 
uitkomst  bij  6,  en  eindelijk  deze  bij  a.  Men  ziet  dus,  dat 
de  volgorde  der  bewerkingen  geheel  is  omgekeerd:  inplaats 
van  deze  \  au  links  naar  rechts  uiltevoeren,  moeten  ze  tengevolge 


\i\n  al  die  luiakjes  vim  rechts  naar  links  worden  {gedaan. 

De  leerllnp:  ge^'e  nn  de  volgorde  der  bewerkingen  aan  bij 
de  volgende  nitdrnkking: 


a  +  b 


<'+  iH  (^+/)-ï  {if  +  h)\+l/c.  +  {l+m) 


)]• 


(lij  meent,  dat  zoo  iets  niet  kan  voorkomen  in  de  praktijk? 
Dan  zondt  ge  n  zeer  vergissen.  In  de  verdere  deelen  der 
Wisknnde,  en  bij  de  toepassingen  der  Wisknnde  in  de  Natnnr- 
knnde  komen  herhaaldelijk  zeer  samengestelde  uitdrnkkingen 
voor,  waariji  een  heel  arsena^xl  van  haakjes  van  diverse 
plnimage  noodig  is. 

5.  Gelijkheden  en  Ongelijkheden. 

./.  Is  A  =  B  en  ('=  D,  (hui  U  ook  A  +  C  =  /i  +  7A 
In  woorden:  (it'Ujlr  getallen,  ri'rmeerderd  met  ///V//7v/,  geeft 
(If'lljhf  nitkomsten. 

(Schrijf  in  A  +  ('  voor  A  de  dmiraan  gelijke  hoeveelheid 
/?,  en  voor  6'  de  hoeveelheid   D), 


Ik      h    A 


=  B,    C^l),    (hm    U  ook   yl-l- (;<7i+  /J. 


Of    in   woorden:    (it'lljlr  getallen,  irnneerdenl  met  otujellJWy 
geeft  oreriunili'omst'ui  otKiclIjh-e  nitkomsten. 

Let  op  de  nitdrnkking  ,, overeenkomstig"  ongelijk.  D.w.z. 
was  C  l'h'ian'  dan  1),  dan  worcH  ook  .1  -|-  C  kleiner  dan 
y>  +  D'y  en  was  ('  (/rooier  dan  JJ,  dan  zal  ook  A  +  (/ 
lirooter  dan  B  +  J)  zijn.  De  zin  van  het  ongelijkteeken 
blijft  dns  onveranderd.  [Natuurlijk  mag  men  de  bewoordingen 
der  eigenschap  ook  ondveeren  en  zeggen :  on(/el/jke  getallen, 
vermeerderd  met  (jelljke,  enz.]. 
I  "^oorbeelden : 


2  =  2 
4<i5 


8  —  :^ 


^>< 


5>2       1 


..> 


(><8 


8>5 


11<12 


10  >    (3 
4=    4 


14>1Ü 


Bewijs  (Ie  eigeiiscluij)  h)  door  redenecmig. 


.-.    h   A^B,   C^D^   dan   w   ook  A-j-cSb  +  D. 


>'-'       > 


> 
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In  woorden :  (hhjelijhe  petallcn,  verwetn^derd  met  onreen- 
konistbi  oixjclijkr^  ^oQÏi  ore}ri'i)hnnsli(/  ont/rlijir  uitkomsten. 
Hier  mag  wel  bijzonder  gelet  worden  o[)  de  uitdrukking 
,,v^crmeer(lerd  met  orcrcenkonistiti  cmgelijke".  Want  dit  hetee- 
kent,  dat  men  nlrt  kan  optellen  twee  fcf/ruf/t'str/di'  ongelijk- 
heden. Is  l).v.  .1  <[  /i,  C^  I),  dan  kan  .1  +  ('  zoowel  =, 
<[  dan  wel  ^  (' -\- J)  zijn.  Men  kan  dan  eenvoudig  niets 
van  de  uitkomst  zeggen,  zooals  uit  de  volgende  voorbeelden 
duidelijk  blijkt. 


3<5 
4>2 

7  =  7 


2<7 
3>2 

5<ll 


5<  8 

6>  2 

11>10 


Er  is  dus  geen  conclusie  mogelijk.  Daarentegen  wel  bij 


G<    8 
5<    9 

11<17 


4>1 
7>3 

11>4 


Ook  deze  eigenscliaj)  l)ewijze  men  door  redeneering.  Wil 
men  een  streny  bewijs,  dan  sclu'ijve  men,  om  bv.  te  bewijzen, 
dat  uit  J</},  C<C1)  volgt  /l  +  r'<./i-f />,  voor  7iinde 
plaats  -1+/^  en  voor  J)  evenzoo  C -{- q.  Optelling  geeft  nu: 

Maar  volgens  Eig.  h)  van  §  3  kan  men  hiervoor  schrijven : 

7y  +  7>:^  (,!+(>)  +  (;>  +  .ƒ), 
en    hieruit  volgt  onmiddellijk  de  wiuirheid  van  het  gestelde. 

Bewijs  op  dezelfde  wijze  eens  de  Eig.  /;)  van  deze  paragraaf. 

Opzettelijk  hebben  wij  bij  deze  vrij  eenvoudige  zaken 
wat  langer  stilgestiiiui,  omdat  wi,]  bij  ondervinding  weten, 
dat  leerlingen  zich  nergens  genuikkelijker  vergissen  dan 
bij  bewei'kingen  met  omirlljkhedcn.  Zelfs  gevorderden  hebben 
ei'  dikwijls  moeilijkheden  mede,  vooral  bij  aftrekkingen 
en  deeliugen,  waar  men  —  zooals  in  de  volgende  I^essen 
blijken  zal  —  nog  voorzichtiger  nu)et  zijn  dan  bij  de  Optelling. 


DERDE  LES. 


AFTREKKING. 


1.  Bepalingen,    enz.     Onder    aftrekking    verstaat    men    een 
bewerking,  die  het  verschil  van   twee  getallen  leert  vinden. 

Het  verschil  van  twee  hoeveelheden  is  het  getal,  dat 
ontstaat,  wanneer  men  >'an  het  ;/rootstr  getal  zooveel  een- 
heden afneemt  als  het  tweede  bevat. 

Men  duidt  de  aftrekking  aan  door  het  teeken  —  (lees 
min  of  minus)  tnsschen  de  beide  getallen.  Het  getal,  ?r</a/*?v/?i 
w^ordt  afgetrokken  (aftrektal),  plaatst  men  linLs  van  het 
—  teeken;  het  getal,  (hit  afgetrokken  wordt  (aftrekker),  i'echts 
van  dat  teeken.  Zoo  beteekent  a  —  />,  dat  6  moet  afgetrokken 
worden  van  ^/,  of  dat  a  moet  worden  renuunlerd  met  />. 

De  afzonderlijke  getallen  a  en  b  noemt  men  weder  de 
U'vmeii  van  het  verschil.  Schrijft  men  a -f- 6  —  c -\' d  —  e, 
zoo  beteeket  dit,  dat  a  moet  worden  vermeerderd  met  b, 
deze  nitkomst  verminderd  met  c,  etc*.  Alle  bewerkingen 
moeten  dus  worden  verricht  in  de  aangegeven  volgorde, 
van  links  naar  rechts.  Wanneer  die  volgorde  moet  gewijzigd 
worden,    is  het   gebruik  van  haaljes  wederom  noodzakelijk. 

Volgens  de  bovengegeven  bepaling  van  de  aftrekking  bevat 
het  aftrektal  zooveel  eenheden  als  aftrekker  en  verschil  samen. 
Men  heeft  dus  onmiddellijk : 

Aftrektal  =:  Aftrekker  +  Verschil. 
Men    zou    dus  ook  kunnen  zeggen:  De  aftrekking  leert  ons 
het   getal    vinden,    dat    bij    het    kleinste    van  twee    gegeven 
getallen  moet  worden  opgeteld,  om  het  gi'ootste  te  verkrijgen. 

Ook    volgt  uit  bovenstaande  eigenschap,  dat  hel  aftrektal, 
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verminderd  met  het  verscliil,  den  aftrekker  wederom  oplevert, 
(waarom?). 

2.   Eigenschappen.  Evenals  bij  de  optelling  is  hier  weder  een 
reni)isselen(h  eigenschap,  en  een  samenvoe(jtnifh\ 

Bewijzen  wij  eerst  de  laatstgenoemde,  de  associatieve 
eigenschap.  Vereenigd  met  optellingen  hebben  wij  zeer  alge- 
meen : 

g  4-  /;  —  c  +  (/  —  ^  —  ƒ  —   (a  A- h  -\-  d)  —  (c    |-  g  4-  ƒ). 

Wanneer  achtereenrok/ens  eeniije  opleU'uhjea  en  a/freL/tün/en 
ie  verrichten  zijn,  dan  zal  de  iiMomM  (jeeiierlei  lunmiderimj 
ondergaan,  nnnveer  de  som  der  a/frell'ers  irordt  af ij  e  trokken 
van  de  som  der  overige  getal/en. 

Beu)ijs.  Volgens  de  eigenschap,  dat  aftrektal  1=  aftrekker 
-}-  verschil,  of  =  verschil  -f-  aftrekker,  heeft  men  onmid- 
dellijk, indien  bovenstaande  gelijkheid  waar  is: 

a  +  />  +  r/  =    (a  +  />  -  c  +  (Z  -  .  ~ /)    +   {c  +  e  +  ƒ).     ' 

(aftrektal)  (verschil)  (aftrek  ker) 

Immers  volgens  die  gelijkheid  kan  men  het  eerste  lid  opvatten 
als    het    verschil  van  de  beide  uitdrukkingen  ^/  -f-  />  -f-  d  en 

Nu  zal  men  vej'der  voor  het  tweede  lid  der  laatste  gelijk- 
heid kunnen  schrijven,  met  weglating  der  laatste  haakjes  (deidv 
aan  de  associatieve  eigenscha|)  der  oj^felling) : 

of  wat  het  zelfde  is  (deidv  aan  de  connnutatieve  eigenschap 
der  optelling): 

Maar  nu  zal,  als  men  bij  het  verschil  {a  -\-  h  —  c  -\-  d  —  e)  — / 
den  aftrekker  ƒ  optelt,  het  aftrektal  a  -{'  b  —  c  -{-  d  —  e 
ontstaan;  derhalve  wordt  het  bovenstaande: 

{a  -]-  It  —  c  -\-  d  —  e)  -{-  e  -{-  c. 

Daarin  zal  (a  -|-  i  —  c  +  d)  —  e,  vermeerderd  met  e,  ople- 
veren a  -\-  b  —  c  -\-  d,  zoodat  we  ook  hebben  : 

(a  4.  ft  —  r  +  d)  +  c,  of  (a  +  6  -  e)  f  d  +  e. 
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Maar  nogmaals  de  verwisselende  eigenschap  der  optelling 
toepassende,  verkrijgt  men  hieruit : 

(a  +  6  -  c)  +  r  +  d, 
en  daar  {a-\-h) — r,  vermeerderd  met  r  wederom  rï -|- '>^  i*^»  <^ok 

a-\-  b  -^  (L 

Het  tweede  lid  der  uit  de  oorspronkelijke  eigenschap  afge- 
leide gelijkheid  heeft  dus  dezelfde  waarde  als  het  eerste  lid, 
nl.  beide  =  a  -{-  b  -{-  d,  en  daarmede  is  de  gestelde  eigen- 
schap bewezen. 

Een  lang  bewijs,  niet  waar?  Zeker,  maar  we  zijn  hier 
eens  bijzonder  uitvoerig  geweest,  om  alle  gebruikte  en  vroegei* 
bewezen  eigenschappen  scherp  aan  te  geven.  Wij  kunnen 
dan  in  het  vervolg  met  enkele  aanwijzingen  volstaan.  In 
elk  geval  krijgt  de  leerling  nu  toch  wel  den  indruk,  dat 
dergelijke,  toch  eenvoudige,  eigenschappen  niet  zoo  „van 
zelf  spreken"  als  hij  geneigd  is  te  denken. 

En  nu  is  de  commutatieve  eigenscha])  in  een  ommezien 
te  bewijzen.  Alweer  gecombineerd  met  optellingen,  luidt  die 
eigenschap  : 

a  -^  h  —  c  -\-  d  —  e  —  /=  ^'  —  ''  +  ^^  — ./  -|-  «  —  c, 

In  woorden:  Het  heeft  (jeen  invloed  op  de  sow  en  het  versclul 
van  eenvje  (jelaUen^  in  irelke  roh/ovde  de  verschiUende  optelUmjen 
vn  aftrek'kimjen  tcorden  verricht. 

Want  volgens  de  associatieve  eigenschap,  zooeven  bewezen, 
kan  men  voor  het  eerste  lid  schrijven  (a+i+r/) — (c+^+/), 

en  voor  het  tweede  lid  (/;  -f"  ^^  ~h  ^0  —  (''+/+  O-  ^^^  ^^^^ 
beide  nitdrukkingen  zijn  klaarblijkelijk  aan  elkaar  gelijk, 
(waarom?). 

3.  Gevolgen.  Ook  hier  kan  men,  evenals  bij  de  Optelling,  uit 
de  bewezen  eigenschappen  eenige  bijzondere  gevolgen  afleiden, 
en  wel : 

a,  a  —  {b-{'C-^d-\'é)-=:a  —  b  —  c  —  d  —  e. 

D.  w.  z. :  een  getal  wordt  verminderd  met  een  som,  door  dat  getal 

achtereenvolgens  te  verminderen  met  de  termen  van  die  som. 

Vergelijk   deze   eigenschap    eens    met   n)    in   ^  3  van  de 


12 

voorgiiande  IjCs.  Is  zo  niet  een  onmiddelijk  gevoljj;  van  de 
((.ssociatirrr  eigenselnip  der  Aflrekking  (zie  hoven)? 

f).  a  -f  (/;  —  c    \-  (i  —  e)  =  //  -i-  h  —  e    \~  tl  —  #•. 

Hier  moet  het  getal  fï  niel  wordcMi  vernieerderd  niet  een 
som,  maar  met  een  nitdrnkking,  die  nit  sommen  (V/  ver- 
sehillen  bestaat.  Men  bewijst  deze  eigensehap,  door  voor  liet 
eerste  lid  te  sehrijven  a  +  {(/>  +  (J)  —  (f  +  (')\,  en  voor  liet 
tweede  lid  (^7  +  /^  +  (!)  —  (e  +  e)- 

Tdt  men  bij  het  eerste  lid  (r  -f-  e)  op,  dan  komt  er,  daar 

^'  +  7>  +  7  =  ^  +  (p  +  y)  'i^  • 

a  +  \(h  +  r/)  -  (.  +  .)}  +  (e  +  ^^  =  r;  4-  {(/.  +  </)  ~  (<•  4-  .)  +  (c  +  .);. 

Maar  dit  laatste  is  I>lijkbaar  =  r/  -f-  {h  -f-  f/)  zn  ^/  -{-  />  -|-  </. 
Het  (){)tellen  van  (r  +  /')  geet't  dns  ^a  -f-  />  -f-  ^A  en  daarom  zal 
het  eerste  lid  noodwentUg  =  {f f  +  <^>  +  d)  —  ('*  +  /')  zijn.  De 
beide  leden  der  gestelde  gelijkheid  h)  zijn  dns  aan  elkaar  gelijk. 

Evenzoo  kan  men  bewijzen  : 
c.  a  —  (If  —  c  -]-  d  —  ^)  =:  «  —  b  -\-  c  —  d  -\-  e. 

Het  eerste  lid  is  nl.  =:  a  —  \{f)  -\-  <l)  —  (c  +  (')h  '^^^  tweede 
=  {a  +  ('  +  e)  —  {f)  +  (t).  Trekt  men  nn  van  het  eerste  lid 
c  +  ^  afy  dan  ontstaat,  daar  a  — p  —  q  =  a  —  {p  +  </)  is  : 

Het  aftrekken  van  (r  +  r)  geeft  derhalve  a  —  {/)-{-  d)y  en 
dns  is  het  eerste  lid  =a  —  (h  +  </)  +  (^'  ~l"  O- 

Maar  ook  het  tweede  lid  is  khiarblijkelijk  daaraan  gelijk; 
dit  is  nl.  =  a  +  (r  +  e)  —  (/>  +  d)  =  a  ~  [b  +  (/)  +  (^'  +  '')•  I>e 
waarheid  der  eigensehap  h)  is  bijgevolg  bewezen. 

De  eigensehappen  li)  en  c)  zijn  >'an  het  hoogste  belang  ; 
er  zijn  in  de  Algebra  weinige,  die  zoo  herhaaldelijk  als  deze 
moeten  worden  toegepast.  Eig.  a)  kan  men  als  een  bijzonder 
geval  van  r)  besehcniwen. 

Merk  vooral  op,  dat  bij  />),  wmxr  een  -|-  teeken  voor  de 
nitdrnkking  h  —  c  -\-  d  —  e  staat,  in  het  tweede  lid  dit  tee- 
ken voor  h  herhaald  wordt,  eji  dat  alle  volgende  teokens 
onceranderd  blijven  :  —  c  blijft  —  c,  -f  d  blijft  +  d,  enz. 
En    dat    bij    (•)>    waar   een    —    toeken   v()or   h  —  (•-!-(/  —  e 
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staat,  dit  teckeii  vóór  h  eveneens  herhaald  wordt,  terwijl  nu 
alle  volgende  teekens  worden  ,yO?ttr/ekeenr  :  —  c  wordt  -|-  r, 
-{-  (l  wordt  —  (/,  enz. 

Telkens  wanneer  dns  ook  omgekeerd  in  een  uitdrukking 
een  gedeelte,  dat  op  een  —  teeken  volgt,  door  haakjes  wordt 
samengenomen,  heeft  men  binnen  de  haakjes  alle  teelens  om 
ie  l-eeren. 

De  leerling  bewijze  nu  eens  de  volgende  bijzondere  gevallen 
van  n),  b)  en  c)  i\oor  redeneerin(/ :  8 — (2-|-3)=:8  —  2  —  3; 
12H-(7  —  5)=  12  +  7  —  5  ;  10— (6  — 2)  =  10  — 6  +  2. 

Aanwijzing:  Als  men  van  8  aftrekt  2,  zoo  komt  er  8  —  2; 
trekt  men  dus  van  8  af  3  nteer  dan  2,  dan  is  de  uitkomst 
3  iniffder,  derhalve  8  —  2  —  3.  Waarom  is  eehter  dit  bewijs 
toeh  eigenlijk  geen  bewijs,  en  zijn  dus  de  langere,  maar 
strengere  bewijzen  van  zooeven  te  prefereeren  ?  Wees  altijd 
op  uwe  hoede  met  z.g.  ,,redeneerings'M)ewijzen.  Hoe  dikwijls 
worden  niet  daarin  bedekt  dingen  aangen'omeji,  die  men  juist 
bewijzen  moet ! 

4.  Gelijkheden    en  ongelijkheden.  Evenals  bij  de  optelling 
kunnen  wij  gennakkelijk  de  volgende  eigenschappen  bewijzen. 

a.  Is  .1  =  li  en   r  —  />,  dan  ook  .1  —  (^  =  B ^  1)  \ 

b.  Is  .l^yy  en  C'  =  i>,     „      „     A—C^B-IJ 

c.  Is  A  =  B  en  C  ^  1>,     „      .,     A  —  C^  B  —  D 

(/.      Is  .1  ^  B  en  C  ^  ]).     „      „     A  ^C^B^D 

lirong  dez(*  eigensrliai)pen  onder  woorden,  en  bewijs  ze  op 
dezelfde  (strenge)  wijze  als  l)ij  de  ()[)teinng  met  c)  is  voor- 
tredaan.  Als  voorbeehl  zij  het  bewijs  geleverd  voor  A<^Ji 
en    r>7A    Stel    nu    A  =  B  —  p  en   r=z/)  +  f/.    Dan  is 

.1  —  r=  {/J    //)  -  {IJ  +  V)  =  /;-/>-   ü-   (,= 

=  Ui  —  D)  —  {p  +  7),  derhalve  A  —  ('<^B    -  IJ. 

Er  zij  bijzonder  op  gelet,  dat  bij  c)  de  uitkomsten  iet/en- 
ii*\<teld  ongelijk  worden,  en  dat   Inj  d)  van  -1  en  B  slechts  de 
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t'll(ni(]i*sUd(l  ongelijke  getallen  C  en   D  kunnen  worden  afge- 
trokken, en  orereenlvnió'tN/  ongelijke  nitkonisten  zullen  leveren. 
Voorbeelden  van  bovenstaande  eigenschappen  b),  c)  end). 


5<7 

1 

G>3   [ 

'^    8   8 

G  — 6 

3  —  3 

1 
2  —  2   ' 

4>1 

2<3 
ü>5 

4>2 

2<4 

2<4 

">  5<8 

9>4 

3>2 

1<2 

2<Ü 

8>2 

Zooals  men  ziet,  worden  in  (/)  slecUts  te(/('nt/esfehl  onge- 
lijke getallen  afgetrokken.  Van  5  k/eino-  dan  8  kan  slechts 
3  (jrooter  dan  2  worden  afgetrokken,  enz.  De  uitkomsten 
zijn  weer  in  overeenkonist'un'u  zin  ongelijk  als  de  gegeven 
getallen :  2  is  klfinei'  dan  6.  Dat  men  niet  <^  kan  aftrekken 
van  <[  of  ]>  van  >,  blijkt    uit   de   volgende  voorbeelden. 


3<5 
2<4 

1  =  1 


4<.7 
3<4 


5<6 
2<5 


3>1 


1<3 

Men  kan  dus  zoowel  =,  <[  of  >  krijgen.  Een  conclusie 
is  onmogelijk.  Evejizoo,  wanneer  de  1)eid(i  teekens  ^  w'aren 
geweest.  Voorzichtigheid  zij  dus  aanbevolen  ;  men  houde  zich 
aan  de  eigenschapi)en  a)  tot  (/) ;  alleen  deze  geven  juiste 
resultaten. 

5.  Algebraïsche  vormen,  enz.  Wij  hebben  reeds  enkele  malen 
het  woord  ,,Hitdrukl'nuf'  gebezigd,  wanneer  wij  van  sommen 
en  véi'.srlidhni  van  meerdere  getallen  spraken.  Inplaats  van 
„uitdrukkijig'*  kan  juen  oc^k  het  woord  rorm  gebruiken, 
of  ahjebrdiaclu'  rornt,  indien  nl.  de  getallen  door  letters  wor- 
den voorgesteld. 

Men  onderscheidt  de  vormen  naar  het  aantal  termen,  watir- 
uit   zij   bcstiuin,   in   eentermen  {monomiums),  zooals   a,  /;, 
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enz.  ;  tweetermen  (f)inommm.s)y  zooals  a  -f-  f>,  c  —  (/,  enz.  ; 
drietermen  {trinonnums),  als  a  +  h  —  c,  enz.  Verder  yvVr- 
fermen,  rljftennen,  enz.  enz.  Bevat  de  vorm  meer  dan  een 
term,  dan  sj)reekt  men  ook  geheel  algemeen  van  een  veel- 
term (poh/noinium). 

Wanneer  geen  bijzondere  reden  voor  een  andere  volgorde 
aanwezig  is,  zoo  is  men  gewoon  de  verschillende  termen  in 
een  veelterm  alphabetisch  te  rangschikken.  Zoo  schrijft 
men  liever  a  —  />  -f-  c  dan  c  -{-  a  —  b. 

Wanneer  voor  een  algebraïsche  vorm  een  andere  wordt 
in  de  plaats  gesteld,  die  daaraan  voor  alle  waarden  der  let- 
ters geheel  gelijk  is,  dan  zegt  men  dat  de  eerste  vorm  tot 
den  tweeden  is  herleid. 

Zoo  kan  b.v.  a  —  (/>  —  c  -|-  cl)  worden  herleid  tot  den  vorm 

(1  f)-{'C  —  (l. 

De  tutdrid'/ituf/  van  de  gelijkheid  van  twee  zoodanige 
vormen  noemt  men  ook  wel  een  formule  of  ahjehraiscke 
formule. 

Zoo  is  a  +  (/y  —  6')  =  fx  -\-  h  —  c  een  zeer  eenvoudig  voor- 
beeld van  een  algebraïsche  formule.  In  de  volgende  l^essen 
zullen  \y\\  vele  belmigrijke  formules  leeren  kennen,  waar- 
van de  meeste  niet  zoo  eenvoudig  zijn  als  de  bovenstaande. 


VIERDE  LES. 


NEGATIEVE  GETALLEN. 


1.  Bepalingen,  enz.  Bij  alle  eigenschappen,  die  wij  in  de 
voorgaande  Les  behandelden,  werd  stilzwijgend  door  ons 
aangenomen,  dat  de  verschillende  aftrekkingen,  in  de  alge- 
braïsche vormen  voorkomende,  werkelijk  k(mden  worden 
verricht.  Niet  altijd  is  dit  echter  het  geval.  Neemt  men  b.v. 
de  ver\visselende  eigenschap  : 

a  -\-  b  —  c  r=:  a  —  c  -\-  6, 
dan  kan  het  zeer  goed  voorkomen,  dat  c  wel  van  a  -\-  h,  maar 
niet  van  d  kan  worden  afgetrokken.  H.v.  in  2-{-5  —  6=i2 — ö-f-S. 

(iaat  nn  deze  eigenschap  in  dit  bijzonder  geval  niet  meer 
door?  Strikt  genomen,  lurt,  maar  wij  Irftcii  haar  doorgmm, 
ook  in  dit  geval,  waar  6  niet  van  2  kan  ^vor(len  afgenomen. 
Want  iji  de  Algebra  is  er  een  principe,  waarvan  nooit  woitlt 
afgeweken.  p]n  dat  is  het  principe  der  IviUinuiteit  der  bewer- 
kingen, (iaat  een  eigenschap  eennuuil  door,  zoolang  de  daarbij 
voorkomende  bewerkingen  ///(///fV/)'/;  blijven,  dan  lateit  wij  haar 
ook  doorgiuin,  wanneer  een  of  meerdere  bewerkingen  o/idw- 
(jclljl'  worden.  Maar  daartoe  is  het  dan  telkens  noodig  een 
uieuir  soort  (ji'tdUt'n  in  te  voeroji,  waardoor  wij  in  stiuit  zijn, 
den  lo()[)  der  l)ewerkingen  ongestoord  te  laten,  zonder  er  oj) 
te  letten  of  er  soms  ook  onmogc^lijke  bij  zijn.  En  nu  komen 
wij  bij  de  fffiirMuKi  —  en  we  zullen  later  zien  bij  elke 
tei/eN(/e-ste/(/r  beworkijig  —  een  zoodanig  geval  tegen.  Het 
nieuwe  soort  getallen,  dat  wij  hier  moeten  invoeren,  zijn  de 
negatieve  getallen. 

Ze   zijn   het    (jcddchtc  residtaat  eener  feitelijk  onmogelijke 
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aftrekkinp:,  en  worden  aangeduid  door  het  —  teeken  te 
plaatsen  voor  de  eenheden,  die  nog  van  O  moeten  worden 
afgetrokken,  als  .sc/zwWteeken,  ter  latere  herinnering,  wan- 
neer de  op  (Ut  ooijenbük  onmogelijke  bewerking  later  door 
toevoeging  van  andere  bewerkingen  mogelijk  wordt.  Zoo  is 
de  bewerking  2  —  6  in  ons  bovenstaand  voorbeeld  geheel 
onmogelijk  ;  wxl  kan  men  volgens  de  eigenschap  2  —  6  = 
—  2  —  (2  +  4)  =  2  —  2  —  4  =  O  —  4  van  2  eerst  2  afnemen, 
maar  dan  blijft  ten  slotte  nog  altijd  de  onmogelijke  bewer- 
king O  —  4  over,  even  onmogelijk  als  het  is  f  4  ie  betulen  als 
men  niets  meer  heeft.  Maar  evenmin  als  ïn  dit  laatste  geval 
de  schuld  wordt  kwijtgescholden,  maar  op(/e,schreren  wordt 
ter  latere  afdoening,  evenzoo  wordt  in  ons  geval  het  resul- 
taat dei  aftrekking  O  —  4  opgeschreven  in  den  vorm  —  4, 
met  weglating  der  slechts  onaangename  herinneringen  achter- 
latende 0.  Komt  er  dan  later  5  bij,  dan  zal  het  resultaat 
van  de  bewerking  —  4  -|-  5  of  O  —  4  -[-  5  kunnen  worden 
voorgesteld  door  O  -f-  5  —  4  of  5  —  4,  wegens  het  geldig 
blijven  der  verwisselende  eigenschap  O  —  4-f-5:rz:()-j-5  —  4. 
En  dit  volgens  het  (Kfinieiwnunt  principe  der  lontbnütelt, 
ook  als  een  der  getallen  O  is,  en  er  onmogelijke  bewerkin- 
gen voorkomen,    hier  O  —  4. 

Daar  nu  volgens  deiinitie  O  —  a  =  —  a  is,  zoo  zal  het  ver- 
schil —  (ly  vermeerderd  met  den  aftrekker  a,  het  aftrektal  O 
moeten  opleveren.  Men  heeft  dus  altijd  : 

Negatieve  getallen  kunnen  dus  ook  gedeliniëcrd  worden 
als  zoodanige  getallen,  dat  men  O  verkrijgt,  als  er  de  een- 
heden achter  het  —  teeken  bij  worden  opgeteld.  Deze  een- 
heden achter  het  —  teeken  duidt  men  wel  met  den  uiiam 
van  ntujatieve  eeidieden  aan. 

In  tegenstelling  van  de  netjatieci'  getallen  noemt  men  de 
andere  getallen  poslticn'  getallen,  en  schrijft  dan  dikwijls 
datirvóor   het    -|-   teeken,  dus  -{-  a  in  plaats  van  n. 

Men  noemt  positieve  getallen  en  negatieve  getallen  wel  eens 
getallen  van  tf'i/cmji'.steldeti  toestdiuL  Dit  is  natuui'lijk  geoor- 
loofd, als    men  in  dien  „tegengestelden  toestand"  maar  nooit 
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iets  anders  ziet  dan  de  gewone  tegenstelling  van  aftrel'kiiHj 
(van  0)  en  optelUmi  (bij  ü). 

Bevat  het  negatieve  getal  evenveel  (negatieve)  eenheden 
als  het  positieve  getal  (positieve)  eenheden,  dan  noemt  men 
de  heide  getallen  tfc/em/estelde  getallen.  Zoo  — d  en  +  ^, 
—  5  en  +  5.  Deze  zijn  dus  volgens  het  bovenstaande  altijd 
samen  =  O. 

Het  aantal  eenheden,  dat  een  i>ositiet  of  negatief  getal  bevat, 
onafhankelijk  van  het  daarvoor  staande  bevverkingsleeken, 
wordt  de  volstrcldc  of  nhsolule  waarde  van  dat  getal  genoemd. 
Zoo  is  van  —  4  de  absohite  waarde  =  4,  van  -[-  7  is  het  7. 

2.  Bewerkingen  met  negatieve  getallen.  Wij  gaan  er  nu  toe 
over  aan  te  geven  op  welke  wijze  men  met  de  boven  inge- 
voerde negatieve  getallen  werken  nu)et,  om  niet  in  botsing 
te  komen  met  de  verschillende  reeds  bewezen  eigenschappen. 
Zoodra  wij  dit  hebben  vastgesteld,  kumien  wij  het  nieuwe 
soort  getallen  werkelijk  toepassen,  en  van  hot  voordeel  genie- 
ten de  verschillende  bewerkingen  nittevoeren,  onverschillig 
of  dmirin  mogelijke  of  onmogelijke  aftrekkingen,  positieve 
of  negatieve  getallen  voorkomen. 

In  de  eerste  plaats  moeten  wij  nagaan  hoe  men  bij  een 
getal  p  een  negatief  getal  —  a  optelt.   Wij  hebben  daarvoor 

den  regel  : 

p  +  (—  ^0  =  /)— ff. 

D.  w.  z.,  om  hij  p  het  negatie^•e  getal  —  n  op  te  tellen,  moet 
men  van  p  de  ahsolute  iraarde  n  van  dat  getal  aftrekken. 
Want  dit  is  overeenstemming  met  de  eigenschap y>  -[-  {O—a)  = 
=  y>  -[-  O — (f  als  bijzonder  geval  ^•an  />  -f-  ((y — a)  =z  p  ^  q — (/. 
Evenzoo  zal  men  voor  het  ^^/'/yv/'/v^// vaji  een  negatief  getal 
den  regel  hebben: 

p—  (— g)  =  ;>  4  d' 

D.    w.    z.,    om    ran.    p  aftetrekken  — a,  moet  men  hij  p  de 
ah.solnte  inianle  a  optellen. 

Daar  -{- a  hetzelfde  is  als /^  zoo  heeft  men  natuurlijk: 

p  +  {+  f^)  —  p  -\-  <T. 

p  —  (  4   n)  =  ;)  —  a. 
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Vergelijkt  men  nii  de  bovenstaande  vier  grondbewerkingen 
van  positieve  en  negatieve  getallen  niet  elkaar,  zoo  ziet 
men,  dat  het  resnltaat  gemakkelijk  op  te  schrijven  is,  als 
men  den  volgenden  teckenrec/el  onthoudt. 

+  (-)=- 

+  (+)  =  + 
-(-)  =  + 

In  woorden :  Een  onmiddeUjke  opeenvolging  van  twee 
oiKjelljke  teekens  geeft  altijd  — ;  van  twee  (jcfi/le  teekens, 
altijd   +. 

Elk  —  teeken  heeft  dus  i\e  eigenschap  den  zin  van  het 
volgende  of  voorgtxande  teeken  om  te  keeren,  terwijl  een 
+  teeken  geenerlei  omkeei'enden  invloed  uitoefent;  heeft  men 
(lus  meerdere  bewerkingsteekens  voor  een  zelfde  getal,  zoo 
beslist  het  iundnl  minteekeiis  over  het  teeken  van  de .  uit- 
komst. Is  dit  aantal  oneven,  dan  is  de  uitkomst  altijd  — , 
is  dit  aantal  even^  dan  -|-. 

Zoo  zal 

zijn,  maar  daarentegen 

Heeft  men  nu  eenige  positieve  en  iiei/aiieve  getallen  bij 
elkaar  oj)  te  tellen,  dan  kan  men  ze  eenvoudig  ieder  wet 
hun  ei(jen  teeken  luiast  elkaar  schrijven,  aldus: 

(+«)  +  (-*)  -f  (~c-)  +  (+(/)  =  +a  -b  -c  ^d 

of=:      a — b  —c-\-d^ 

en  wel  omdat  volgens  het  bovenstaande  het  verbindende 
+  teeken  het  resultaat  niet  beinvloedt,  en  dus  kan  weggelaten 
worden :  p  -|--  ( — 7)  i?^  toch  =  p — 7,  en  p  +  {-{-q)  =  p-\-q. 
Is  het  teeken  van  den  eei'sten  term  daail)ij  -}~»  ^00  laat 
men  dit  bijna  altijd  weg. 

Omgekeerd  kan  .men  nu  ook  elke  a/trekkint/  veroamjen 
door  een  optelUnij, 

Voor  a — b  kan  men  nl.  altijd  schrijven  a-^{—l))\  in 
plaats    van  h  of  -f-  h  af  te  trekken,  kan  men  —  b  optellen. 

2* 
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Alle  tot  nog  toe  besprokene  en  nog  te  behandelen  eigen- 
schappen gaa,n  nn  ook  door,  wanneer  de  (hxarin  voorkomende 
letters  ook  nefjatlere  getallen  kunnen  voorstellen.  Zoo  is  bv. 
a  -\-  (f) — c)  ook  dan  =  a  -|-  ^ — ('>  wanneer  bv.  h  =  — 3  is. 
Immers  het  eerste  lid  is  alsnu  =  d  -f-( — 3 — r)=:a-f-(0 — 3 — r)= 
=z  a  -\-  O  — 3 — c  =  a—\i — c ;  terwijl  ook  het  tweede  lid  = 
=  a  -\-  ( — 3)  — c  =  a — 3  —  c  wordt. 

Men  kan  ook  van  positletr  en  mujatun^e  vormen  spreken. 
Zoo  kan  men  — d  een  vefjaüere  vorm  noemen ;  zoo  ook 
de  vorm  —  (ji — h  -(-  c — d).  Maar  men  ziet  in,  dat  een 
negatieve  vorm  niet  noodzakelijk  een  negatief  <ietaJ  behoeft 
voor  te  stellen.  Innners  — a,  b.v.  ^vordt  jnmtief,  als  men 
voor  a  slechts  een  nef/cttief  getal,  b.v.  — 6  in  de  phxats  stelt. 

Evenals  a  —  h  =  a  -f-  ( —  1>)  ^^y  ^'^oo  zal  ook 

zijn.    In    plaats    dus  van  y>  den  vorm  a  —  b  -\-  c  —  d  af  te 

trekken,  kan  men  bij  j)  het  teijeinjestelde  ^'an  dien  vorm  ojftellcn. 

Eu  het  tegengestehle  van  een  vorm  verkrijgt  men,  door  nlle 

termen  van  den  vorm  van  teeken  te  doen  verandereji.  Immers 

=  O  —  «  -f-  h  —  (.  -|.  ,/  =  —  a  +  b  —  c    }-  (L 

Men  oefene  zich  nu  eens  in  het  uilvoeren  der  volgende 
optellingen  en  aftrekkingen. 

a.   Ojjie tel/e) i  : 

+  5         +7         +2         —  15         —    9         —6 
+  3         — 4         — 6         +7         +12         —  5 

h.  Aftetrek'ken  : 

+  8         +24  +4  — 7         — 8  —    6 

+  5  +31  —5  +3  —4         —11 

Afnurljzunj.  Heeft  men  oj)tetcllen  +  3  bij- — 7,zoo  redeneere 

men    aUbis :    +  3    en  —  3  geeft  samen  O,  er  blijft  dus  no^' 

—  4  ovej'.  Deze  uitkomst  schrijft  men  dan  onder  de  streep.  Dit 

is  dus  volgens  de  eigenscliap  :  —  7  +  3  =  —  (4 +  3) +  3  = 
:=  _  4  _  3  +  3  =  .__  4. 

Men  kan  ook  bij  elk  -j-  teeken  het  begrip  „hecittüif/'^  denken, 
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hij  olk  —  tcekcn  het  begrip  ,,sc/mkr\  aldns:  7  giihlen  schuld 
en  3  gulden  bezitting  bhjft  4  gnhleii  schuld.  Of  wil  men 
die  woorden  weglaten,  (kin  spreke  men  eenvoudig  van  7 
nr(jatlt're  fYn/u'(hm  en  3  positieve,  gevende  samen  4  aei/atierc 
eeidieden. 

Heeft  men  —  4  af  te  trekken  van  -|-  5,  dan  weet  men 
dat  dit  hetzelfde  is  als  +  ^  optellen ;  en  dan  redeneere  men 
weder  als  l)()ven.  A/t/rHiiif/eii  irorden  altijd  tot  opteJUmjen 
tenupjehracht,  en  wel  door  (zie  boven)  het  te(/eni/estehle  af  ie 
trekken  van  hetgeen  moet  >vordeu  opgeteld. 

3.  Gelijkheden  en  ongelijkheden.  Wij  noemen  twee  iiega- 
tiere  getallen  (jelljk,  als  huiuie  absolute  waarden  gelijk  zijn  ; 
—  5  is  dus  =  —  5.  Dit  is  nl.  in  overeenstenuning  met  de 
eigenschap,  dat  de  (jeVjl-e  getallen  5,  afgetrokken  van  de 
[It'lfjle  getallen  O,  (jeVjke  uitkomsten  geven: 

Is  A  =  IJ,  d((n  ook  —  A  =z  —  B. 

Daar  een  getal  grootev  is  dan  een  ander,  w^aimeer  het 
meer  eenheden  bevat,  zoo  kan  men  dit  ook  zoo  uitdrukken : 
een  getal  is  (/rooter  dan  een  ander,  wanneer  bij  het  laatste 
een  positief  getal  moet  opgeteld  worden,  om  het  eerste  te 
verkrijgen.  Om  hieraan  getrouw  te  blijven,  moet  men  dus 
niet  alleen  5  grooter  rekenen  dan  —  7,  maar  ook  —  2  groo- 
ter  dan  —  4.  Dit  laatste  is  tevens  in  overeenstemming  met 
de  eigenschap,  dat  b.v.  de  owjelijle  getallen  2  en  4,  afge- 
trokken van  de  (jelijlr  getallen  O,  de  teijeiujesteld  oiujelijke 
uitkomsten  —  2  en  —  4  leveren : 

Is  A  S  B,  dan  ook  —  A^  —  B. 

Alle  vroeger  bij  de  Optelling  en  Aftrekking  bewezen  eigen- 
schappen van  gelijkheden  en  ongelijkheden  zullen  ook  blijven 
doorgaan,  wanneer  een  of  meer  der  daarin  voorkomende 
getallen  negatief  mochten  zijn. 

Daar  — J<0,  — 2<  —  1,  _3<;;_2,  enz.,  zoo  kan 
men  de  natuurlijke  getallenrij  nu  ook  voortaan  door  O  heen 
voortzetten,  zoodat  deze  rij  dan  van  —  oo  tot  +  oo  (lees 
—  oneindii/  tot  +  oneindig)  kan  gedacht  worden  door  te  loopen : 
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-  oc...-1000...-4,-3,-2,-lA  +  l,  +  2,  +  3,4-4...  +  1000...-f  oc. 

In  dien  zin  woi'dcMi  urjaticn'  «retalJen  ook  wel  eens  getallen 
Winer  dan  O  genoemd. 

()pi)h*i'li'uvi.  Heeft  de  leerling  nn  zonder  te  veel  hinder- 
nissen mij  tot  hiertoe  kmmen  volgen,  zoo  repeteere  hij  deze 
vier  l^essen  eens  ter  (lege,  vóór  hij  verder  gaiit,  vooral  bet 
Hoofdstnk  over  do  ner/atirre  getallen  —  vol  voetangels  en 
klemmen.  Deze  vier  Iloofdstnkken  zijn,  als  dl/e  beginselen, 
vervelend  en  Instlt/.  Ahuir  hij  late  zich  dfiardoor  niet  afschrik- 
ken. De  volgende  Lessen  worden  nn  hoe  langer  hoe  aan- 
genamer en  gemakkelijker,  maar  alleen  dan,  wanneer  het 
tot  nn  toe  geleerde  (hmig  onder  de  knie  is  gebracht.  Men 
is  licht  geneigd  jnist  over  deze  eerste  zaken  te  vlnchtig  heen 
te  loopen,  en  te  denken :  het  is  zoo  moeilijJc  niet,  maar  dan 
wil  ik  wel  zeggen,  dat  wie  z(')ó  handelt  en  wie  aldus  denkt, 
zich  leelijk  vergist.  Deze  eerste  beginselen  zijn  werkelijk  ?iiW 
gemakkelijk,  en  menig  zelfs  gevorderd  leerling  —  o,  dikwijls 
zeer  ver  gevorderd !  —  heeft  ze  nitamer  tot  zijn  eigendom 
geniiiakt ;  ik  spreek  hier  uit  jarenlange  ondervinding. 


VIJFDE  LES. 


VERMENIGVULDIGING. 


1.   Bepalingen,  enz.     De  vermenigvuldiging  is  een  bewer- 
king, die  ons  leert  het  product  van  twee  getallen  te  vinden. 

Onder  het  product  ^'an  a  en  b  verstaat  men  de  som  van 
zooveel  (jdljle  getallen  (t,  als  door  het  aantal  eenheden  van 
h  wordt  aangeduid. 

De  Vermenigvuldiging  is  dus  niet  anders  dan  een  verkorte 
oideUlmj. 

Men  duidt  de  bewerking  mxn,  door  het  getal,  dat  eenige 
malen  moet  genomen  worden,  vermenigvuldigtal  genoemd, 
te  doen  volgen  door  het  teeken  X  (lees  maal  of  vermeniij- 
rul<llf/(l  met),  en  daarachter  te  plaatsen  het  getal,  dat  mm- 
dnidt  hoeveel  maal  het  eerste  getal  moet  genomen  worden. 
Dit  laatste  noemt  men  de  vermenigvuldiger.  Zoo  beteekent 
6x4,  dat  men  4-keer  het  getal  6  moet  nemen,  en  is  dit 
dus  een  verkorte  schrijfwijze  voor  6  +  6  +  6  +  6. 

Schrijft  men  a  X  f>  X  c  X  d,  dan  beteekent  dit,  dat  a  moet 
vermenigvuldigd  worden  met  h,  deze  uitkomst  met  c,  enz. 
Men  spreekt  nu  van  een  (jeduri;/  product.  Men  ziet,  dat 
—  evenals  bij  de  Optelling  en  Aftrekking  —  de  natuurlijke 
volgorde  der  Vermenigvuldiging  wederom  is  van  lüih  naar 
rechts.  Wil  men  die  volgorde  wijzigen,  dan  moeten  haakjes 
worden  gebruikt. 

Opmerkiiiij ,  Men  late  zich  hierbij  niet  verschalken 
door  de  diepzimiige  wijsheid  van  velen,  die  de  natuurlijke 
volgorde  der  \'ermenigviddiging  willen  omkeeren,  en  deze 
van  rechts  naar  links  willen  hebben.  Volgens  deze  menscheu 
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zou  bv.  5x2x4X6  hefeekeuen,  dat  men  6  moet  ver- 
ineiiigviikligeii  met  4,  ckv/e  uitkomst  met  2,  enz.  Dat  deze 
afwijking  verwei-pelijk  is,  l)eliooft  niet  nadei-  te  worden  uit- 
gelegd :  alle  vier  hoofdbewerkingen  —  ook  de  Deeling,  zooals 
later  zal  blijken  —  gjian  van  links  naar  rechts ;  Wtxarom  dan 
dit  bij  de  A'ermenigvuldiging  op  eens  veranderd?  Die  nieuwig- 
heid berust  op  een  afwijkende  beteekenis  van  het  teeken  X, 
waaraan  zij  de  beteekenis  Irer  toekennen  :  3  X  5  zou  dan 
beteekenen  3-keeren  5,  en  de  omkeering  is  tot  stand  gebracht. 
Nu  zegt  men  wel :  a  maal  />,  maar  dit  woord  beteekent  niet 
keer,  maar  vennmigruldiijd  met.  Het  woord  maal  is  onge- 
lukkig gekozen,  omdat  het  spraakgebruik  er  het  meest  de 
beteekenis  keer  aan  toekent,  maar  daarom  mag  men  de 
alijemeen  erkende  algebraïsche  regels  niet  omverwerpen. 
Wij  gaan  na  deze  korte  oi)nierking  weer  verder. 

De  verschillende  in  een  product  of  gedurig  product  voor- 
komende getallen  worden  de  factoren  van  dat  product 
genoemd.  Onthoud  dit  goed  :  men  spreekt  van  termen  bij 
óvmmeii  en  verschillen:  a,  /;, een  J zijn  termen  van  a  —  />-{-c* — (/; 
maar  van  factoren  bij  producten,  :  a,  h,  c  zijn  factoren  van 
het  product  a  X  f>  X  ^'• 

(Wat  weet  gij  van  een  product,  waarin  een  of  meer  fac- 
toren =  O  zijn  ?). 

Onder  veelvoud  van  een  getal  verstaat  men  het  product 
van  dat  getal  met  een  willekeurig  getal.  Zoo  is  36  =  9  X  4 
een  veelvoud  van  9.  Men  zegt  ook,  dat  36  4t'maal  (/rooter 
(zoo  groot)  is  dan  9,  of  dat  9  '^-maal  kleiner  (zoo  klein) 
is  dan  36. 

Men  zegt  dus  :  13  is  4  (eenheden)  grooter  dan  9,  maar  36 
is  ^-maal  grooter  dan  9. 

In  plixats  van  het  teeken  X  gebruikt  men  ook  wel  een  pnnty 
bv.  aJ),  a.h.c,  3.5,  r/.3,  3.</;  en  bij  gebruik  van  tó/fr.y  schrijft 
men  de  getallen  ook  wel  eenvoudig  naa,st  elkaar:  ab,  of  ahcd. 

Wij  zeiden  bo\'en,  dat  haakjes  moeten  worden  gebruikt, 
wanneer  de  vohjorde  der  verschillende  vermenigvuldigingen 
moeten  gewijzigd  worden.  Zoo  beteekent (aX^X^OXO/X^X/) 
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nalnnrlijk  ie(s  anders  dan  a  X  f^  X  ('  X  <f  X  f  X  ƒ•  (Waarin 
lif^t  het  verschil r).  Schrijft  men  evenwel  de  hljt^lhtar  hclutonnide 
facforon  luutM  elhiar,  zonder  X  teekeiis  of  pnnlen,  zoo  mogen 
(ie  haakjes  worden  weü:p:elaten.  Zoo  sclirijft  men  ahc  X  def 
en  niet  [iih(!)  X  (def)- 

2.  Coëfficiënten.  De  factoren  van  een  product  zijn  niet  altijd 
{^ohjkwaardig.  Bij  sommen  en  verschillen  moet  men  zich  de 
termen  altijd  (jelljkfioorliij  denken :  men  kan  geen  ezels  optellen 
hij  stoelen,  wel  6  ezels  bij  4  andere  ezels:  samen  'JO  ezels. 
Maar  bij  een  product  zal  er  in  de  praktijk  altijd  vei-schil  zijn. 
Vijf  tafels  kan  men  4-keer  nemen:  5  tafels  X  4  =:  20  tafels, 
maar  men  kan  tafels  niet  met  stoelen  vermenigvuldigen.  De 
vifrme)U(jnihll(jer  is  dus  hier  als  altijd  otihinioemd,  terwijl  het 
vcrmenigvuldigtal  henoe))id  is.  Stelt  men  nu  in  dat  geval  het 
vermenigvuldigtal  door  een  Icttin'  voor,  dan  noemt  men  de 
vcrmenigvnldiger,  die  meestal  door  een  djf^er  wordt  voor- 
gesteld, de  co'([fjicient  van  dien  door  een  letter  voorgestelden 
fiictor,  en  schrijft  dezen  nu  <di!jd  Vmis  van  dien  letter,  zonder 
X  teeken  of  i)unt  tusschen  beide  :  3a  Iieteekent  dus  'A-h^er 
het  getal  a,  en  dit  is  het  eeniuc.  geval,  waarin  men  den  ver- 
njenigvuldiger  Jinlcs  van  het  vei-menigvuldigtal  plaatst,  (zie 
boven  bij  de  Opmerking).  *ia  beteekent  dus  het  zelfde  als 
(/  X  3  of  ^  .  3. 

Evenzoo  onderscheidt  men  bij  een  gedurig  product,  wan- 
neer de  Ictterfactoren  na(i,st  (dkanr  geschreven  zijn,  een 
coëfficiënt,  en  schrijft  dien  weer  links:  hahcd  beteekent  dus 
['T  y.  O  X  c  X  ff)  X  5.  Heeft  men  oa  X  *if^f',  s^-oo  beteekent  dit 
{'(■  X  5)  X  ('^  X  <-'  X  •^)»  <^lii^  5-keer  (f,  vei'uienigvuldigd  met 
3-keer  hc.  De  coëflicient  behoort  dus  altijd  bij  den  onmid- 
dellijk daarop  volgenden  letter  of  lettercomplex  vóór  het  eerst- 
volgend bewerkingsteeken.  Zoo  is  in  ons  laatste  voorbeeld  5 
de  coi'fjicieiit  van  n,  en  3  die  van  bc. 

Ontbreekt  bij  een  product  een  coëflicient,  dan  kan  men 
dien  altijd  =1  denken,  a  is  dus  ook  i\oov\a,ubci\ooYlahc 
voor  te  stellen. 

Ka    het    zooeven    gezegde    bel.ioef   ik  er  zeker  niet  op  te 
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wijzen,  dat  3f/,  iets  gphed  ander.<  is  dan  3  X  ^-  Inimers  %a 
hcleekent  ^/X3;  terwijl  3X^  juist  liet  omgekeerde  is, 
nl.  3,  vennenigvukligd  met  a.  In  het  eerste  voorbeekl  is  3 
een  coëfficiënt,  in  het  tweede  voorbeekl  een  doodgewone 
factor,  of  gelijkwaardig  met  //,  zoodat  men  zich  èn  a,  en  3 
(mbenoemd  njoet  denken,  of  ongelijkwaardig  met  </,  als  3 
benoemd  is  en  a  onbenoemd  :  3  stoelen  a-keer  te  nemen. 

Somtijds  woi'den  coi'lj'icicnten  ook  door  letters  voorgesteld. 
In  dat  geval  gebruikt  men  echter  altijd  de  eerste  letters  van 
het  alphabet :  a,hyC,  enz.,  terwijl  de  andere  factoren  door  de 
laatste  letters  worden  voorgesteld  :  .r,  y,  z.  Zoo  kan  in  aA)  of 
axyz  de  letter  a  de  coëfïicient  zijn  van  .r  of  .ryz,  evenals 
3  in  3./;  of  3./,v/c. 

Producten  met  aan  elkaar  geschreven  letters,  die  alleen  in 
coëficient  verschillen,  noemt  men  (jelljJi'soortuje  producten. 
Zoo  zijn  2a.  en  iia  gelijksoortig;  eveneens  3^7/>r  en  5rï6r.  Maar 
*ia  en  36,  2ah  en  *iac  zijn  ON(/el/jl'soo7'ti(/. 

3.   Voorrang   der   vermenigvuldiging   ten  opzichte  van 
optelling  en  aftrekking. 

Daar  de  Vermenigvuldiging  een  bewerking  is  van  hoogeren 
rang  dan  Optelling  en  Aftrekking,  zoo  gaat  zij  ook  7'oor  deze 
laatste  bewerkingen,  d.w.z.  heeft  men  een  vorm  als 

zoo  gaat  de  vermenigvuldiging  van  b  met  c  voor.  Men  heeft 
dus  a  te  vermeerderen  met  h  X  c,  deze  uitkomst  te  vermin- 
deren met  (l,  enz.  Wil  men  omgekeerd  de  optellingen  on 
aftrekkingen  laten  voorgaan,  dan  moeten  weer  haakjes  woorden 
gebruikt.  Zoo  beteeken t 

(a  +  t)  X  (c  --  c/  +  e), 

dat  de  som  van  a  en  b  moet  vermenigvuldigd  worden  met 
den  vorm  c  —  d  -\-  e.  Men  kan  in  dit  geval  het  X  teeken 
(of  de  jmnt)  weer  weglaten,  en  evenals  wij  het  eerste 
voorbeeld  kunnen  schrijven  a  -f-  bc  —  d  -{-  e,  ook  voor  het 
tweede  schrijven  (ci -\- b)  {c — d-}-e).  Dit  laatste  doet  men 
algemeen.' 
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4.  Eigenschappen. 

a.     De  commutatieve  (venrbisidendè)  eigenschap  der  Ver- 
menigvuldiging. 

Het  lieeft  cieen  invloed  op  het  j)roduct  van  eennje  (/etallen, 
in  irelhe  volgorde  men  deze  vermenM/nddii/t  : 

Deze  eigenschap  zullen  we  in  tenijw-s-  bewijzen.  In  de 
eer.^'te  i)laats  zal  aangetoond  woi-den,  dal  nicj)  de  fac*toren  in 
een  product  van  iny^e  factoren  mag  verwisselen  : 

5X3  =  3X5. 

Schrijf  daartoe  uit :  3  rijen  van  5  eenheden,  en  daarnaast 
5  rijen  van  3  eenheden. 

9|c     sie     ]fc 
*     *     * 

en  nu  ziet  men  (denk  aan  „het"  A^vionui)  de  waarheid  van 
het  gestelde  onmiddelijk  in. 

Ten  inrede  nemen  we  nu  een  product  van  drie  factoren, 
waarvan  we  zullen  bewijzen,  dat  de  laatste  twee  mogen 
verwisseld  worden. 

3X6X4  =  3X4X6. 

(Waarom  behoeft  men  het  van  de  eerste  twee  niet  meer 
te  bewijzen  ?)  Schrijf  uit : 

3  3  3  3 
833333  3833 
33333  3  3333 
3  3  333  3  3333 
333333     3333 

3  3  3  3 

en  de  waarheid  van  het  gestelde  springt  in  het  oog. 

Ten  derde  zullen  we  aantoonen,  dat  men  in  een  iville- 
keurii/  j)roduct  twee  opee)ivoJfje}ide  factoren  mag  verwisselen, 
onvei'schillig  waar.  (Van  welke  paren  is  het  bewijs  alweer 
niet  noodig?) 
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5  X  2  X  4  X  6  X  3  X  7  X  ^  =  o  >C  2  X  4  X  3  X  6  :<  7  >;  0. 

licpaal  in  l)ei<lo  leden  eerst  het  prodnet  van  5,  2  en  4. 
Dat  geeft  40.  Dan  is  de  stelling  ternggehraclit  tot  het  bewijs 
van  40  X  «  X  3  X  enz.  =  40  X  3  X  fi  X  enz.,  en  dit  is 
zooeven  bewezen. 

Eindelijk  knnnen  we,  ten  vierde  dus,  de  stelling  in  lumr 
grootste  alijeineenlieid  bewijzen. 

5X2X7X0X4X^X3  =  4X7X8X2X3X5X6. 

Brengen  wij  daartoe  eerst  in  het  eerste  lid  den  factor  6,  door 
3  gedurige  verwisselingen  van  telkens  tiree  factoren,  op  haar 
plaats,  aldus:  6  X  4  =  4  X  6,  <>  X  «  =  B  X  6,  6  X  3  =  3  X  «• 
Men  krijgt  dan  reeds  voor  het  eerste  lid:  5X2X7X4x8x3X6- 

Breng  nu  de  5  door  5  achtereenvolgende  verwisselingen 
op  zijn   i)Iaats.    Er  komt  dan  2x7x4x8x3x5x6. 

De  factor  3  staat  reeds  op  haar  i)laats.  A^oor  den  factor 
2  zijn  weder  3  verw  isselingen  noodig,  waarna  we  verkrijgen : 

7x4x8x2x3x5X6. 

De    8    is    reeds    ter    bestemder   phiatse  gearriveerd  ;  blijft 

dus    nog    de    eenige  verwisseling  van  7  en  4,  waarna  men 

het  tweede  lid  van  bovenstaande  gelijkheid  verkrijgt.  XaJ2 

verwisselingen    derhalve    is    uit    het    eerste    lid    het    tweede 

gegroeid,  en  op  dezelfde  wijze  richt  men  het  bewijs  in  voor 

elke  willekeurige  volgorde  der  factoi'en. 

h.     De  associatieve  {.^(t}nenroe(ieiule)  eigenschap  der  \  ernie- 
nigvuldiging  : 

a  X  h  X  <•  X  <1  X  ^-  X  f=(^  X  {h  X  r)  X  (</  X  ^  X  ƒ)■ 

Het  heeft  (jeen  inrloed  op  liet  product  vtni  eenif/e  (jefallen, 
vumneer  weu  een  irillekeuvlij  a/uftal  /(fctoren  remmgt  door 
hm  product,  en  onujel-eerd. 

Bewijs.  Schrijf  voor  het  eerste  lid  eerst  fjyCcyj^Xdy^eXf* 
Men  mag  nu  /;  en  c  als  staande  aan  de  linkerhand  tot  een  getal 
h  X  c  samenvoegen.  Alsdan  krijgen  we  {bX^')X((XdX^X /• 
Nu  wederom  verwisselen,  enz.:  (r/  X  ^  X  ƒ)  X  {h  X  c)  X  «•  Nu 
nog  eens  verwisselen:  aX[hXc)X{dXeXf),  en  het  tweede 
lid  is  geboren. 

Vergelijk   de   nu   bewezen    twee  hoofdeigenschappen*  eens 
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met  die  van  de  optel liiirj.  Wat  merkt  ge  dan  op?  (Let  niet 
alleen  op  de  froonhm,  maar  ook  op  de  m'schvev&n  uitdruk- 
kingen). Doe  hetzelfde  nu  ook  met  de   (reroI(/m  in  §  5. 

5.  Gevolgen. 

Een  gelal  wordt  vermeNlf/ruhllf/d  mei  een  i)roditciy  door  liQi 
achtereenvolgens  te  vernicfflr/ruldif/rn  met  de  factoren  van 
dat  product. 

h.  (a  X  h  X  c')  X  (d  X  e  X  f)  X  (//  X  1^  X  Z')  =^ 

=  (a  XdX  tl)  X  (l>  X  e  X  h)  X  (<•  X  f  X  IcY 

Twee  of  nieer  producten  worden  rernieni(/rn/di(/d,  door  de 
oreveodcowM'nie  factoren  der  versehillijnde  producten  te  ver- 
menif/ru/dif/en,    en    deze   producten  tot  een  product  samen  te 


voegen. 


6.  De  distributieve  (verspreidende)  eigenschap  der  ver- 
menigvuldiging. 

Deze  eigenschap  bestaat  niet  hij  de  Optelling  en  Aftrek- 
king. Eerst  dan,  wanneer  een  bewerking  van  hoogeren  rang 
vergeleken  wordt  met  een  van  muist  lageren  rang,  treedt 
deze  eigenschap  in  werking.  Wanneer  dus  rernu'n'njculdl(iln<i 
en  deeluuj  —  zie  later)  wurdt  gecombineei-d  met  optellhuj 
en  aftreklclinj,  geldt  de  genoemde  verspreidende  eigenschap. 
Zij  luidt  : 

{a  -\-  b  —  c*  -|-  r/)  y>  iz=  ap  +  hp  —  cp  -\-  dp  J 

>     m 

en  />  (<i  -^  h  —  e  -|-  ^)  =  p^'  -f  pf*  —  /><'  +  p(t  \ 

In  woorden  :  Wanneer  een.  reelterni  moet  rei-nn^nif/ru/dn/d 
frorden  ntet  een  (/ett/I,  dan  kan  de  nitlvmst  ook  rerkre(jen 
tnn-den^  door  eiken  term  met  dat  r/ctffl  te  rei'menif/ruldn/en, 
f'n  de  komende  producten,  met  de  zelfde  teeken,s  aifi  in  den 
nudterm  samrnteroei/en. 

En  omgekeerd,  waniwer  een  (/etal  moet  rermenn/ruldnpl 
frorden  met  een  product,  (de  leerling  brenge  verder  onder 
woorden). 
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Bewijs.  Stel  p  =  3,  dan  hetcekeiit  {a  -^  Jf  —  c  -|-  ^/)  X  3 
niets  anders  dan 

(a  +  A  —  c  +  J)  +  (a  +  />  —  e.  +  (/)  4-  («  -f  6  —  c  +  c/). 

Miuir  dit  is  gelijk  aan  {a  -f-  fi  +  ^0  +  ^^^  +  '^  +  ^^)  — (^'+^'+^')+ 
+  {d  '\-  d-\-  d).  (Volgens  welke  eigenschappen?),  en  hiervoor 
kan  uien  schrijven  :  a  X  3  -{-  ^  X  3  —  c  X  3  +  J  X  3,  of 
ook  3a  -f  3/y  —  3c  -\-  *id. 

Om  de  omgekeerde  eigenschap  te  bewijzen,  verwissele 
men  de  factoi'en  : 

p  {a  -\-  b  —  c  4"  <0  ^=  ("  4"  ^^  —  ^'  "h  ^0  P' 

Maar  dit  kmtste  is  =  (fp-\-f}]) — cp-\-dp^=i pa-^-ph — pc-^pd. 

De  eigenschap  is  dns  geheel  bewezen. 

Het  woord  distributief  is  afkomstig  van  distrihneeven,  ver- 
spreiden. Men  verspreidt  de  vermenigvnldiging  met  p  over 
alle  afzonderlijke  termen  van  den  veelterm. 

7.  Vermenigvuldiging  «Mé  negatieve  getallen.  Is  alleen 
het  venneni(jvuldi(jtal  luujatiefy  zoo  is  klaarblijkelijk  ook  de 
uitkomst  imjaüef : 

(  —  (t)  ƒ>  =z   — 


Immers  (O  —  a) p=zOXp  —  ^p  =  —  ^J^-  ^^ok  kan  men  zeggen : 
de  som  van  bv.  3  gelijke  getallen  — a  m  =  —  a  —  a — a  = 
=  —  {a  +  a  -f-  a)  =  —  3^/. 

Is   de  vernieniijrulduje)'  neijaüef,  zoo  heeft  men  eveneens  : 

«  X  (—  p)  =  —  ^n'- 

Want  a  (O  — p)  =  a  X  O  —  <^  X  p  =  —  ^?i>- 

Vermenigvuldigen  met  een  inydtief  getal  komt  dus  daarop 
neer,  dat  men  met  de  <d).^olute  waarde  daarvan  vermenigvul- 
digt, en  van  het  product  liH  teeken  omkeert.  Dan  blijft  men  in 
overeenstemming  met  de  in  §  G  bewezen  distributieve  eigen- 
schap der  Vermenigvuldiging. 

Men  heeft  dus  ook  : 

(-  a)  X  (-  p)  =  +  ^//>. 
Want  volgens  het  vooi'gaande  is 

(—  'O  X  (—  p)  =  —  K—  «)  X  />i  =  —  (—  ap)  =  +  ap. 
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Eu  djiai'  natuurlijk  (-|-  «)  X  (-f-  y>)  ^=  H~  '^P  is»  zoo  heeft 
men  den  volgenden  teekenm/el : 

(+)  X  (-)  =  - 

(-)X(+)--- 
(+)X(+)  =  + 
(-)X(-)=  + 

Alweer  geven  (nu  bij  het  product)  oiKjelljke  teekens  — , 
(ji'lljke  teekens  -f--  (Vergelijk  met  blz.  19). 

En  op  dezelfde  wijze  als  in  §  2  van  de  voorgaande  Les 
blijkt  ook  hiei',  dat  de  uitkomst  +  ^^^1  ^^-Ü^^»  wanneer  het  aantal 
nn/atieve  factoren  enm  is,  en  — ,  wanneer  dit  aantal  oneven 
is.  Zoo  is 

(-f  a)  (-/;)  (-f  c)  (-(/)  =  +  abcd  ;  (  —  «)(  — i)  (4-0) (-  d)  =  —  abcd. 

De  letterfactoren  van  een  product  kunnen  nu  voortaan 
ook  neijtUiere  getallen  voorstellen. 

Men  zal  oi)nierken,  dat  elke  teekenverandering  op  tweeërlei 
wijze  kan  opgevat  worden,  id.  als  (iftrekkimj  van  0:  — a  =  0—  a, 
maar  ook  als  vernienifjvulditjinf/  niet  —  1 :  a  X  (—  1)  =  —  ^^ 

8.  Gelijkheden  en  ongelijkheden. 

Gemakkelijk  zullen  de  volgende  drie  eigenschappen  kunnen 
bewezen  worden  (vergelijk  bij  de  Optelling): 

a.     Is  ^  =  B,  C  =  D,  dan  ook  AC  =  BD. 


b.     Is  A  =  B,  C^  D, 


n 


C. 


h  A^B,  C^ D, 


»i      ïï 


AC>BI). 
A  C  S  BD. 


Breng  onder  woorden,  en  l>e\vijs.  Bv.  0) -.  D=C-\-p, 
dus  BD  =  BC.-\-  Bi).  Maar  Bz=A,  dus  BD=:AC-^A/>, 
derhalve  >  AC.  Enz. 


Voorbeelden  van  f/)  en  e). 

"»    5       5 

4  —  4 

6<8 

7>2 

2<3 

5>3 

1 

2  —  2 

3  —  3 

10<  15 

20>12 

12<1G 

21  >0 
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'^    3<5 
4<6 

12<30 


7>4 
3>2 

21>8 


Waar  moet  men  bij  c)  weer  0|)  letten  ?  Kan  men  2  <[  3 
vermenigvuldigen  met  4^3?  (d.  \v.  z.  met  het  oog  op  een 
zekere  concliisiel. 

Hoe  zit  het  met  y^fv/^^Z/V/r  getallen.  Moet  men  dan  bij />)  en  cl 

niet  bijzonder  voorzichtig  zijn  ?  [(t)  blijft  natuurlijk  doorgaanl. 

Wat  zegt  ge  van  deze  conclusie  : 

_  3  >  _  5 

-4>-7 

12  >     35 
Waar  wringt  de  schoen  ?  Maak  eens  een  lijstje  van  al  de 
gevallen,  waarin  h)  en  n  irel  doorgaan,  en  van  die,  waarin 
ze  niet  doorgaan,  wanneer  er  netjatiere  gelallen  bij  zijn. 

9.   Optelling    en  aftrekking   van   een-    en   veeltermen, 
waarin  producten  voorkomen. 

Nu  eerst  is  het  ons  mogelijk  opteUuuieu  en  aftreJckinijen 
te  verrichten,  in  de  eerste  plaats  van  j/ehjli'soortn/e  prodticfcih 
ni.  a.  w.  van  f/e/ijlsoortl(/e  {é(<n)tern}en  als  *i(i  -\-  ba  —  4ca  -|-  '^^'^ 
2ah  —  ^ah  -\-  Std)  —  5ah.  Voor  het  eerste  kan  men  volgenï^ 
de    distributieve  eigenschap  de  Vermenigvuldiging  schrijven  • 

(3  _|_  5  —  4  4-  7)azz=  11«, 

en  voor  het  tweede  evenzoo  : 

(2  —  4  -I-  8  —  h)ah  —  lab  =  ah. 

Maar  in  de  Ureede  en  voornaamste  plaats  \'an  veeltermen. 
Men  plaatst  die  gewoonlijk  onder  elkaar,  zoodat  de  gelijk- 
soortiije  lermen  overeenstenmien.  Heeft  men  bv.  op  te  tellen: 

(2«— 36  +  5c  — 4J)  +  (3a-f  ö/^-Tc  — 2f/)  +  (— a  +  6  +  6c  +  3(/), 

zoo  heeft  men  : 

2a  —  U  -f  oc  —  Ad 
3rt  4-  5/^  —  Ic  —  2d 

— a  +  t   +  6c  +  3J 
ia  +  U  +  4(;  —  3(/ 
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Men  maakt  dus  daarbij  gebruik  van  Gevohj  b)  van  de 
eigenschappen  der  opteUlntj.  Immers  men  kan  zich  volgens 
§  2  der  4«  Les  altijd  denken,  dat  er  staat : 

(+  2a)  4-  (-  3i)  +  (+  5«)  4-  (-  4(0 
(+  3«)  +  (+  hh)  +  (-  7c)  +  (-  2(0 
(-  «)  +  (+  M  +  (+ 6c)  +  (+ 3rf) 

(+  4«)  +  (+  3i)  +  (4  4c)  +  (-  3rf) 

zoodat  men  met  louter  optellini/en  te  doen  lieeft.  De  som  van  bv. 
-f-  2rt,  -|-  Sa  en  —  a  bepaalt  men  dan  volgens  liet  boven  geleerde 
hij  ééntennen.  De  term  —  a  geldt  daarbij  voor  —  la.  (Zie 
^  2  van  deze  Les).  En  laat  men  nu  de  verbindende  +  tec- 
kens  in  de  uitkomst  weer  weg,  dan  krijgt  men  hetzelfde  als 
zooeven,  nl.  ^i  +  Sb  +  4c  —  3^/. 

De  leerling  oefene  zich  nu  zelf  met  het  optellen  van  der- 
gelijke vormen.  Het  is  meteen  een  goede  oefening  in  het  optellcai 
van  podtiece  en  neijatiere  getallen,  zooals  bv.  — 3+5-f-l=:-|-3, 
enz.  Natuurlijk  wordt  de  bewerking  uitgevoerd  zonder  de 
verbindende  -j-  teekens,  die  alleen  voor  het  bewijs  dienden. 
Dus   als   in  het  eerste  voorbeeld.  Ziehier  nog  een  voorbeeld. 

—  P^  "t"  ^/^^  —  '^?^ 

2pq  —  hpr  -^  iSqr 

—  SpQ  +  4/)r  —  2qr 

-2pq'+'2pr 

De   termen  qr  geven  O  tot  uitkomst.  Zij  „val/en  ?my"  tegen 
elkaar,  zooals  men  wel  zegt.  De  uitkomst  bevat  nu  een  term 
minder  dan  de  opgegeven  vormen. 
Ander  voorbeeld. 

3.f  -{-  oy 

-  2y  +  9^ 
i.v—  7//  —  Hz 

lx  —  4y  —  2z 

Hieruit  zien  we  hoe  te  handelen,  wanneer  er  „tennen 
(mthreken'\  Altijd  worden  de  korrespondeerende^fV//X.s'(;(;;'^/ï/ö 
termen  ouder  elkaar  gezet. 

Wanneer    ik    nu    den  leerling  vertel,  dat  men  in  vroeger 

3 
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tijd  (in  den  ,, goeden  ouden  tijd"  !)  in  de  Algebra  heijnn  met 
dergelijke  zaken,  als  wij  zooeven  behandelden,  zonder  dat 
één  eigenschap  of  iets  anders  voorafgegaan  was,  dan  zal  hij 
misschien  zeggen,  dat  die  oude  tijd  nog  zoo  kwaad  niet  Wiis, 
maar  bij  dieper  doordenken  zal  hij  toch  wel  beseffen  —  vooral 
na  al  het  voorafgegane  —  dat  de  xllgebra  toen  ter  tijde  toch 
wel  wat  al  te  erg  op  een  verzameling  kunstjes  geleek.  Zij 
geleek  meer  op  het  Abracadabra  der  ,, zwarte  kunst"  dan 
op  een  fatsoeidijke  Wetensdiap.  Men  leerde  ^)  alleen  /«v 
men  moest  oi)tellen,  hoe  men  moest  vermenigvuldigen,  dit 
(+)  X  ( — )  ^^t  uitkomst  gaf  — ,  maar  het  iraarom  van  (h\t 
alles,  en  het  verband  van  al  die  dingen  onderling  bleef  even 
raadselachtig  als  de  bekende  Egyptisdie  Sphinx. 

Tot  hier  toe  moesten  de  verschillende  opgegeven  vormen 
alle  bij  elkaar  worden  opf/rfeh/.  Maar  als  er  bij  zijn,  die 
moeten  worden  afyetroJchn},  dan  brengt  men  elke  aftrekking 
tot  een  optelling  terug,  volgens  §  2  der  4^  Les,  door  het 
tf'i/etif/estefde  van  den  aftetrekken  \'orm  optetellea.  Heeft  men  hv. 

(5a  —  26  +  4f)  —  (3a  -f  Ib  —  8t')  -|-  (6a  —  h-  3r), 
zoo  telle  men  op  : 

(5a  —  26  +  4c)  +  (—  3a  —  7Z;  +  Sc)  -f  (6a  —  6  —  3r). 

10.  Buiten  haakjes  zetten.  Heeft  men  vormen  als  10.r-|-5//— 15:. 
zoo  kan  men  daarvoor  schrijxen  : 

5  {2x  +  //  -  3.i, 

ook  volgens  de  distributieve  eigenscha])  der  Vermenigvuldi- 
ging. Evenzoo  kan  voor  3r^/>  —  4(/(.' -f- 7^/^/ — 5^/^^  geschreven 
xvorden  : 

a  (3/>  —  4c  4-  "^^^  —  5c). 
Men    noemt   dit  het  buikri  lt.a<tkji's  ., halen'',  „brengen"  of 
„zetten''    van  een  coi'fpcient  of  ktter/acfor.  Wij  zullen  later 


^)  Ik  bemerkte  onlangs  tol  mijn  niet  geringe  verbazing,  dat  deze  nr- 
IvOen  tijd  :  ,,men  leerde^  niet  gebeel  juist  is.  Er  worden  nog  Leerboekjes 
geschreven,  waarop  van  toepassing  is  de  iegnncoordigc  tijd :  „men 
k('rt'\  Ongeloofelij k  V  O,  neen,  er  is  niets  ongeloofelijks  of  onmogelijks 
onder  de  zon. 
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zien    lioe  dikwijls  dit  moet  worden  toegepast,  en  hoe  nuttig 
deze  handelwijze  bij  vele  berekeningen  is. 

Het  spreekt  van  zelf,  dat  men  ook  meerdere  factoren 
tegelijk  buiten  haakjes  kan  brengen.  Zoo  heeft  men  bv.  : 

4abp  —  6abg  +  lOabr  =  2ab  {2p  —  3^  +  br). 

Dikwijls  wordt  alleen  de  factor  —  1  buiten  haakjes  gehaald, 
teneinde  bv.  het  teeken  van  den  eersten  term  positief  te 
maken,  w\at  veel  gedaan  wordt.  Zoo  schrijft  men  in  plaats 
van  —  3a  -j-  bh  —  Ic  liever 

(_  1)  (3a  —  hb  +  7c)  of  —  (3a  -  5&  +  Ic). 

Men  kan  dit  echter  ook  opvatten  als  een  gewone  teeken- 
onikeering,  waarbij  dus  *ia  —  5i  -f-  Ic  eenvoudig  het  teijen- 
(jestelde  is  van  den  vqrm  —  3a  -{-  56  —  7c. 
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ZESDE  LES. 


MACHTSVERHEPPING. 


1.  Bepalingen,  enz.  Wanneer  in  een  gedurig  product  de  fac- 
toren gt'JfjJ^  worden,  spreekt  men  van  een  macht  van  een 
dezer  gelijke  factoren.  De  bewerking,  die  de  macht  van  een 
getal  doet  vinden,  noemt  men  machtsverheffing.  Deze  is 
dus  niet  andei'S  dan  een  verkorte  reriueni(/rukli(/utf/. 

Men  duidt  de  macht  aan,  door  rechte-  horen  een  der  ge- 
lijke getallen  —  grondtal  der  macht  genoemd  —  een  kleuter 
cijfertje  of  lettertje  te  plaatsen  —  e.ifto/iejit  der  macht gehee- 
ten  —  dat  aangeeft  hoeveel  gelijke  factoren  moeten  worden 


genomen. 


Zoo  beteekent  a*  (lees  :  a  derde,  of  a  tot  de  derde  (macht);, 
dat  men  het  product  van  3  gelijke  factoren  a  moet  nemen; 
a*  is  dus  een  verkorte  schrijfwijze  voor  ^if  X  ^  X  ^ï- 

Inplaats  van  (t  tot  de  tweede  voor  (/.'  s|)reekt  men  meestal 
van  a  hradniat.  (Van  waar  deze  benaming  ?) 

Staat  er  geen  exponent  bij  een  getal,  dan  kan  men  zich 
altijd  denken,  dat  die  =  1   is  :  a^  is  dus  hetzelfde  als  a. 

(Wat  weel  gij  van  een  macht,  waarvan  het  grondtal  1  is? 
En  wanneer  het  grondtal  ==  O  is  *?) 

De  Machtsverhefling  is  dus  weer  een  bewerking  van  hoo- 
ger  rang  dan  de  Vermenigvuldiging,  evenals  deze  van  hooger 
rang  dan  Optelling  (en  Aftrekking)  was.  Worden  in  de  som 
a  -\-  h  -^^  c  de  termen  ijelljk  :  a  -^  n  -\'  a,  dan  komt  er  een 
'prodffet,  nl.  'da.  Worden  in  het  |)roduct  <r/  X  />  X  e  de  /ar- 
toren  gelijk,  dan  ontstaat  een  macht :  a  X.  a  y<(  a  =  a^. 

Wij  zullen  s[)oedig  zien,  dat  de  tetjenijestelde  bewerking  der 
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Vermenigvuldiging,  die  daarmede  dus  op  eene  lijn  staat,  de 
ilei^lmci  is ;  en  dat  de  tegengestelde  bewerking  der  Machtsver- 
hefling,  daarmede  in  rang  gelijk  staande,  de  inarteltrekkhui  is. 

Oj)ff'//fH(/  en  nftvelchhHi  lieeten  bewerkingen  van  de  eerde 
on/e:  rej'menie/nf/dii/infj  en  (leeUiKj  van  do  tineede  ovi\Qi\  machts- 
verhef fintj  en  worteJtreklin<i  van  de  derde  orde. 

De  eerste  vier  noemt  men  gewoonlijk  de  vier  Hoo/dhetrer- 
lirif/efi.  Het  zijn  deze,  die  in  het  dagelijivsch  leven  het  meest 
voorkomen,  en  voor  de  gewone  berekeningen  dan  ook  vol- 
(k)ende  zijn'.  Maar  in  de  i\lgebra  zijn  de  laatste  twee  beweid- 
kingen  van  minstens  evenveel  belang. 

Is  het  (jrondtal  van  een  macht  netfnüef,  dan  zal  men  ijizien, 
(lat  bij  een  even  macht  (d.w.z.  met  een  ei^tni  e.vjtonenf)  de 
uitkomst  +  zal  zijn,  en  bij  een  oneven  macht  de  uitkomst  — . 
(Waarom  ?) 

Ook  de  erponent  kan  negatief  zijn,  maar  daarover  spreken 
wij  eerst  veel  later.  Dat  is  iets  heel  bijzonders. 

Moet  een  macht  weer  tot  een  andere  macht  verheven  wor- 
den, dan  schrijft  men  de  eerste  macht  tiuschen  haakjes.  Zoo 
beteekent  (a^)',  dat  n^  tot  de  tweede  macht  moet  verheven 
worden.  Evenzoo  beteekent  (0/'")')*^  dat  .?;^  tot  de  vijfde 
macht  moet  gebracht  worden,  en  deze  uitkomst  tot  de  derde 
macht.  .^ 

Lieten  wij  de  luiiikjes  weg,  en  stond  er  x''  ,  dan  zou  dit 
beteekenen,  dat  men  eerst  5"*  moet  bepalen  =  125  ;  daarna 
2*^'*  berekenen,  en  eindelijk  ./•  tot  die  ontzettende  macht 
verheffen. 

Wij  zien  dus  dat  in  tef/ensteUhig  met  alle  voorgaande 
bewei'kingen  de  volgorde  der  verschillende  machtsverhefïiu- 
gen  van  rechte  (boven)  naar  linh'  (beneden)  is,  en  dat  haak- 
jes moeten  gebruikt  worden,  om  die  volgorde  om  te  keeren. 

Welke  bewerking  zon  van  nog  hoogeren  graad  zijn  dan  de 
MachtsverhefTmg  ?  Duidt  die  bewerking  door  letters  eens  aan. 

2.  Voorrang  der  machtsverhefflng  ten  opzichte  der  voor- 
gaande bewerkingen.  Na  hetgeen  boven  over  de  rangorde 
der   verschillende   bewerkingen   is   gezegd,   zal    men   inzien, 
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dat  deze  bewerking  i^óor  alle  voorp:aanden  gaat  (dus  ook 
voor  c/eelinrjy  zie  later).  Sclirijft  men  dus  (rb^c\  dan  moet 
eers't  l)epaald  worden  rr,  li'  en  c\  en  (Inarna  liet  product 
van  deze  drie  uilkomstcn.  Wil  men  liet  anders  hebben,  dan 
zijn  weer  haalys  noodi}^:.  Zoo  beteekent  {-rj/z)^,  dat  men  eerst 
het  product  moet  bepalen  van  a\  y  en  z,  en  (huinia  dit 
product  tot  de  5^  macht  verheffen.  Liet  men  bij  vergissing 
de  haakjes  weg,  dan  zou  er  xyz^'  komen,  en  dit  is  dus 
=  .^*  X  y  X  ^^  Zoo  is  ook  (2  X  ^f  =  lO*^  =:  100  iets  geheel 
anders  dan  2  X  5^  =  2  X  25  =  50. 

Evenzoo  beteekent  a  —  6  +  c^,  dat  c^  moet  worden  opge- 
teld bij  het  verschil  n  —  b.  Schreef  men  {a  —  b  -\~  c)^,  dan 
moest  de  geheole  vorm  a  —  b  -\-  c  tot  de  3^  macht  gebradit 
worden.  WqX  weglaten  der  haakjes  zou  in  dit  laatste  geval 
dus  alweer  een  noodlottigen  invloed  uitoefenen. 

Het  sj)reekt  vanzelf,  dat  men  bij  een  imjatlef  grond  tal  dit 
ook  tusschen  haakjes  moet  [)laatsen.  Immers  ( —  (ïf  staat  in 
verband  met  (O  —  a)^,  en  hiervoor  geldt  dus  het  zelfde  als 
zooeven  is  gezegd.  Schreef  men  —  a^,  dan  zou  dit  =:  —  (a*)  zijn. 

Waarin   ligt    het   verschil?  Is  niet  b.v.  ( — 2)*=:( — 2)  X 

X(— 2)X(-2)X(-'^)  =  +  l«,  en   _2^  =  — 16? 

In  welk  geval  zou  er  geen  teekenverschil  ontstaan  ?  Betee- 
kent  daarom  b.v.  ( —  5)'^  het  zelfde  als  —  5'%  alleen  omdat 
de  'tritkom.it  het  zelfde  is  ?  Van  3  X  5  en  5  X  3  is  ook  de 
uitkomst  het  zelfde,  maar  er  is  toch  verschil  in  de  aange- 
duide bewerkingen.  Men  zou  evengoed  7  +  5  —  6  hetzelfde 
als  2X3  kunnen  noemen,  alleen  omdat  in  beide  gevallen 
de  uitkomst  6  is.  Dit  laatste  voorbeeld  spreekt  meer,  maar 
het  ^'Oorgaande  is  in  irezen  precies  hetzelfde.  Er  is  verschil 
tusschen  ( —  a)^  en  —  a^,  en  tusschen  a  X  b  en  b  X  <i-  De 
uitkomst  doet  hier  niets  ter  zake. 

3.  Eigenschappen  van  machten. 

a.     De  associatieve  eigenschap  der  Machtsverheffing. 

Moet  een  macht  van  een  getal  tot  een  andere  macht  worden 
verlteven,  zoo  ontstaat  een  nieuwe  macht  van  dat  zelfde  (jetaf, 
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icaarrtüi    de  e.vponent  yelljk  is  aan  het  prochict  der  exponen* 
tt'ii  ra)i  de  twee  machten. 

Imiiiers  {/r^  =  ff'*  X  ff'^  X  (f''  X  fi^y  eii  dit  product  bestaat 
uit  1^X4=12  fixcMoreii  a,  (Welke  eigenschap  der  Vermenig- 
vuldiging wordt  hier  gebruiivt  ?)  Evenzoo  zal  (a.y  =  a^^^^  zijn, 
en  derhalve  {(ayy  =  {a^'<^y  =  a^''^^>^^=  a'-^, 

/;.     De  coininutatieve  eigenschap  der  Machtsverheffing. 

Bij  opeenroh/efide  wachtsrerhelfiiKjeJi  /.y  het  <jeheel  onver- 
,srhi//if/,  iff   n*elke  rohjorde  nieif.  deze  uitvoert. 

Want  in  het  eerste  voorbeeld  zijn  volgens  de  voorgaande 
eigenschap  de  beide  leden  z=  a^^,  en  in  het  tweede  geval 
=  z/.^**.    (Volgens    welke  eigenschap  der  Vermenigvuldiging?) 

r.     De    distributieve    eigensdiappen   dei  Alachtsverheffing. 
1^\  Keil  product  wordt  tot  een  zekere  macht  (jehracht,  door 
ellen  factor  tot  die  macht  te  verheffen, 

2*-".  Het  produrt  van  tfcee  machten  van  een  zelfde  getal  is 
een  macht  van  dat  r/etaly  waarvan  de  e.qjoneni  gelijk 
is  aan  de  som  der  exponenten  der  heide  factoren. 

nr'  X  ^'^  X  rt^'  ==  't2+3+5  —  ^10, 

De  eerste  eigenschap  volgt  onmiddeiijk.  Want  {abcdf  = 
=af)cd  X  fdml  X  ohc.dzzz  {u  X  a  X  a)  X{f)Xf>Xf^)Xic  XcXc)X 
X  {d  X  d  X  d)  =  a^U-^cNK  (Wel  ke  eigenschappen  ?) 

En  ook  de  tweede  :  a"^  X  <(^  X  et"  is  een  product,  dat  uit 
2  -j-  3  +  5  factoren  a  bestaat. 

De  leerling  heeft  zeker  wel  bemerkt,  dat  deze  laatste  twee 
eigenschappen  geheel  paralel  loopen  met  de  overeenkomstige 
bij  de  Vermenigvuldiging: 

(a  +  5  +  c  +  d)  X  3  =  3a  +  36  +  8c  +  3rf. 
2a  -I  3a  +  5a  =  (2  +  3  +  5)  a. 

Verandel'  hier  de  optellingen  in  vermenigvuldigingen,  de 
vermenigvuldigijjgen    in    niachtsverhetruigen,    eji    de    boven 
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bewezen  eigeiisoliappeii  verschijnen:  {a  +  '-^  +  ^'  +  ^/)  X  3  wordt 
{a  X  />  X  <-  X  elf,  ^<i  of  a  X  3  wordt  d:^,  enz.  enz. 

Men  ziet,  dat  de  'jiHfc/itsn'r/u'ffuH/  alleen  „(listrihutif'f  is 
ten  opzielite  der  onniiddelijk  in  rang  voorafgaande  bewer- 
king, nl.  veniunii<irul(li(iim]  (eji  (hrUni],  zooals  spoedig  zal 
blijken).  Maar  zij  is  v'n't  distribntief  ten  opzichte  der  voor. 
voonjaaiuJe  bewerkingen,  ()j)telling  en  Aftrekking.  Alzoo  is 
n'u't  (ri  -{-  hf  =:  (v^  -f-  ly\  en  }uet  is  n?  -j-  a^  =  a^"H ^  iv. 
Vooral  de  eerste  font  wordt  door  beginners  zeer  dikwijls 
gemaakt.  Wij  znlleji  spoedig  zien,  waaraan  {a  -f-  h^  en  {a  -|-  hf 
wel    gelijk  zijn.   Maar  in  geen  geval  =  <r -j- /r  of  a^ -f- />^ 

Opmerl'inij.  Daar  (ji'lijl'e  machten  van  verschillende  grond- 
tallen  (/rhjbi(tnn)/(^  machten  worden  genoemd,  zoo  kan  de 
eerste  distribntieve  eigenschap  ook  aldns  worden  geformu- 
leerd : 

J'Jeïi  macht  van  een  pnnhict  is  (jelijk  aan  het  jn-oduct  der 
(/ehjkna)ni(je  machten  der  factoren. 

4.  Rangschikking  van  veeltermen,  waarin  producten  en 
machten  voorkomen.  Evenals  bij  3^/,  5ah  de  factoi-en 
3  en  5  coëji'icienten  genoemd  worden,  zoo  noemt  men  ook 
bij  vormen  als  2a'-,  3a'^^>-r,  enz.  den  factor  2  de  coëflicient 
van  a'^  den  factor  3  de  coëllicient  van  (V'Irc,  d.w.z.  van  het 
prodnct  van  a''\  Ir  en  c. 

Komen  er  nn  in  een  veelterm  slechts  machten  van  ée)i 
letter  voor,  dan  is  men  gewoon  die  veeltermen  te  van (j schikken 
naar  de  afdalende  of  opidinnnoide  machlen  dier  letter,  ramj- 
letter  genoemd.  . 

Zoo  schrijft  men  in  plaals  van  —  2.v  -[-  5.r^  —  3  -|-  «''^ 

óf  Oii'-^  -f"  •^'"  —  -•'*  —  3,  óf  —  3  —  2,v,  -\-  ar  -|-  5.r^. 

Iji  de  allermeeste  gevallen  doet  men  het  r/'r.v/^?, d.w.z.  men 
rangschikt  ntiar  de  afhdoide  macditen.  Eerst  schrijft  men  den 
tei-ni  met  de  hoogste  macht  van  .r,  dns  5,r  (de  coëflicient 
rekent  niet  mede) ;  daarna  volgt  .r-,  dan  —  2.i'  of  —  2.r^ 
eindelijk  —  3,  waarbij  in  het  geheel  geen  .r  staat. 

Komen  in  een  veelterm  machten  van  tiree  letters  voor, 
dan    rangschikt    men    eerst    naar   de  afdalende  machten  der 
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et'r.stf'  raiiglettcr  (nl.  die,  welke  nlphahetisch  voorafgaat),  en 
daarna  rangschikt  men  de  termen,  welke  de  zelfde  machten 
van  dien  rangletter  bevatten,  naar  de  afdalende  machten 
van  den  ti reeden  rangletter. 

Vooraf  zorge  men  er  steeds  \oov  de  factoren  der  afzon- 
derlijke termen  nlpluthetisch  te  rangsclükken,  en  bv.  niet  Zb(t^ 
te  laten  staan,  maar  daarvoor  onmiddellijk  te  schrijven  Sa^i. 

Heeft  men  nn  bv.  den  vorm 

•'?/  —  %  —  5.^•'^  +  2  +  4  A/  —  .7^^  +  lx  +  6.i?y  —  3  ƒ , 
dan  voegt  men  eerst  alle  termen  met  de  hoogste  macht  van 
.r,  hier  .r^,  bij  elkaar  :  —  5.?;'^  +  4x'-y  -f"  6.1'^  ;  daarna  de 
termen  met  .?•,  d.w.z.  xy  —  xif'-\'lx',  eindelijk  de  termen, 
waarm  x  niet  voorkomt,  en  dns  alleen  y  bevatten: — % + 
+  2  —  3//®.  En  deze  groepen,  nog  eens  gerangschikt  naar  y, 
geven  ten  slotte  : 

6.rV  +  4^\v  —  5.t2  —  .?ry2  +  .r?/  +  7,f  —  3/  —  3y  +  2. 

Ik  geloof  niet,  dat  het  noodig  zal  zijn,  hiervan  nog  een 
voorbeeld  te  geven. 

5.  Graad  van  algebraïsche  vormen.  De  (jraad  van  een 
eenterm  wordt  beoordeeld  naar  het  aantal  letter/actoren, 
daarin  voorkomende.  Zoo  is  lia^h  van  den  derden  graad : 
^  X  «  X  ^  bevat  drie  letterfactoren.  Verder  is  2.ir^?/*  van  den 
zevenden  graad,  enz.  Men  heeft  dns  de  verschillende  expo- 
nenten  bij  elkaar  optetèllen,  daarbij  in  acht  nemende,  dat  wan- 
neer geen  exponent  bij  een  letter  voorkomt,  deze  =  1  is. 
(zie  §  1).  Zoo  is  in  onze  bovenstaande  voorbeelden  2  -[-  1  =  3, 
3  +  4=7. 

Een  cijferfactor  of  coëfficiënt  wordt  dns  hierbij  gerekend 
altijd  van  den  iivlden  graad  te  zijn.  Ook  als  de  coëjficimt 
door  een  letter  wordt  voorgesteld,  bv.  ^.r^y^.  Dit  is  dns  niet  van 
den  S"^"  graad,  maar  van  den  4en  graad.  (nl.  t.  o.  v.  .reny). 

Bij  de  boven  behandelde  rangschikking  werden  dns  —  wat 
X.  betreft  —  de  termen  verdeeld  in  groepen,  die  t.  o.  v.  x 
i-esp.  van  den  tweeden  graad,  van  den  eersten  graad,  en  van 
den  mdden  graad  zijn.  (deze  laatste  is  dns  —  3y  +  2  —  3?/). 
Maar  in  elke  groep  neemt  mon  weer  eerst  de  termen,  ^velke 
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t.  O.  V.  ji  van  den  t^reeden  gi'aad  zijn,  daarna  die  van  den 
cer.sfrn,  en  eindelijk  wederom  die  van  den  nithlen  graad. 
In  den  tweeden  j>:roe|)  bv.  dus  eerst  — «/v/^,  (laarna  .///, 
eindelijk  7<r. 

Zijn  van  een  veelterm  (i//e  lermen  van  den  zt'lfih'it  graad, 
dan  noemt  men  dien  howojieeii  {(jelijLs'/achti;/),  De  f/ntffclvan 
den  veeltenn  is  dan  eenvondig  de  zelfde  als  die  zijner  termen. 
Zoo  is  .?•*  —  5/r-^y  -|-  2./'//^  —  3//*'  een  ltou)0(jinie  vorm  \tii\  den 
vwrddi  graad. 

Zijn  vit't  alle  termen  van  den  zelfden  graad,  zoo  noemt 
men  den  ^'eelterm  hefenM/cen  of  o)hidlJkslac.htl(j.  De  (jraad 
van  den  veelterm  wordt  alsdan  bep^iald  door  den  graad  van 
dien  term,  welke  don  hoo(/ste)f  graad  heeft.  In  het  voorl)eeld 
van  ^  2,  dat  daar  ilon  leerüjig  ter  rangschikking  werd 
opgegeven,  heeft  men  een  geval  \an  een  on(/ehjh'l(ichti(/e)i 
vorm.  Let  men  o\)  den  gerangsehikten  vorm,  zoo  is  de 
gniad  der  verschillende  termen  resp.  ==4, 3, 2;  3,2,1;  2,1,0. 

De  vorm  is  dns  van  den  vierden  graad,  daar  dit  de  hoogst 
voorkomende  graad  is. 

In  de  pral'tljk  koinon  liQi  mQQi^i  voor:  (/elljhl(7clfti.(/e  xovmen 
met  tiree  letters,  hv.  5.r'  —  7,rt/  -\-  8//',  en  on(/elijkslachfi(/e 
vormen  met  een  letter,  bv.  2//^  —  //^  +  4 //  —  9.  Andere  gevallen 
zijn  uiterst  zeldzaam. 

6.   Gelijkheden   en  ongelijkheden.     Men  heeft  liier  de  vol- 
gende eigenschappen. 

Is  A  =.  B^  p  :=.  q,  dan  ook  ^1^'  =  B 
h.     Is  A  =  B,  p^  q,     „       „    A^  ^  If  (mits  A  en  £>  1) 

c.  Is  A^B,  p  =  q,     „       „    A^^B^ 

d.  Is  A^B.p^q,     „       „    A^<B^ 

Breng  deze  eigenschappen  onder  woorden,  en  bewijs  ze.  Bv. 
h)  als  ;>  =  3,  q=z^  is:  Vermenigvuldig -4*^  =  ^"^  met  1  <[  ^, 
daiirna  nog  eens  met  1  <^  B.   En  d)  als  .1  <^  B,p=z  2,  </  =  4 
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is  :  A^  <^  7?^,  vermenigvuldigd  mei  1  <^  TJ  (want  A  is  )nin- 
fifens  =  J,  dus   By>  i),  geeft  enz. 

Waarom  gaat  de  Eig.  h)  niet  meer  door,  als  ,1  =  0  =  1 
is  ?  Wanneer  A  <^  B,  p  >  y,  wat  weet  gij  dan  van  A^  en  B^  ? 

Hoe  staat  het  met  netjntiere  i/roultallni?  Hv.  — 2^  —  3; 
is  nu  ( —  2)-  >  ( —  3)'-  ?  Men  moet  dan  weer  zeer  voorzichtig 
wezen,  niet  waar? 

Voorbeelden  van  b),  c)  en  d), 

b)  23  <  2-^  ;         35  >  32. 

c)  2*<3^  ;         43>3\ 

d)  2-3  <  3-^  ;         5*^  >  2^ 

Maak  zelf  weer  eens  een  lijstje-  van  de  gevallen,  waarin 
deze  eigenschappen  met  ne(jatleve  grondtallen  niet  doorgaan, 
en  Avaarin  ze  lod  doorgaan. 

7.  Optelling   en   Aftrekking   van   een-    en  veeltermen, 
waarin  ook  machten  voorkomen. 

Wij  kunnen  nu  ook  het  behandelde  in  §  9  van  de  voor- 
gaande Les  uitbreiden  over  het  geval,  dat  er  in  de  producten 
ook  wachten  voorkomen. 

Gehjksoortu/e  {een)termen,  d.  w.  z.  termen  die  weer  alleen 
in  cot'lf'lclent  verschillen,  worden  opgeteld  als  in  §  9  is  uit- 
gelegd. Derhalve  : 

-iaHfic  —  4:a^bh  +  ba%^c  --  Sa%-c  =  (7  —  44-5  —  3)  aW-c  =  ^jci^h^c. 

El]  wat  de  veeltermen  betreft,  dmirvoor  geldt  geheel  het- 
zelfde. Voorbeeld. 

2.r^    4:,V^7/    -\-     iVJJ^     7//'*^ 

3.r^  -f-  ,v^y  —  2.vy^  —   4?/^ 
—  4.r^  +  7.r?/'2 

Ook  dit  werd  in  den  goeden  ouden  tijd  al  in  de  eerste 
of  tweede  Algebra-les  behandeld,  bijna  zonder  eenige  voor- 
afgaande eigenschappen  en  bepalingen.  Wij  hebben  dit  niet 
nagevolgd,  maar  deze  eenvoudige  bewerking,  hoewel  laat, 
toch  volkomen  op  hare  plaats  beliandcld.  liet  kon  geen  blad- 
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Zijde    vroeger.    Kn  geheel  hetzelfde  geldt  t.  o.  v.  van  de  vol- 
gende [)tiragra{if. 

Merken  wij  nog  even  op,  dat  ook  hel  balten  haakjes  halen 
van  genieensehappelijke  factoren  op  geheel  dezelfde  wijze  gaat 
als  in  §  10.  (blz.  34).  Zoo  kan  men  in  den  vorm  3.^•^ — 3y^  +  3^'- 
den  factor  3  bniten  haakjes  nemen,  en  schrijven : 

3  (.^.•3  —  y9  .|_  .2), 

Evenzoo  kunnen  in  den  vorm  ai^y  —  5.6'^^'^  +  3./^y3  Je  fac- 
toren ,rr'  en  7/  buiten  haakjes  worden  gezet : 

,x^y  (.r-  —  o.rj/  -f  3//2). 

De  leerling  oefene  zich  nu  eens  in  deze  handelwijze  met 
de  volgende   Vraac/stuHen., 

1.  3.^.4 y  _  (5,,.:y  __  9.,.2^3  ^  12,ry\ 

2.  10a*  +  Ua-^b  —  Sn'^b^ 

3.  6a,i^  -["  Ga.r^y  —  18«y^. 

5.     y^  _  8^  +  13/ -  7^. 

8.  Vermenigvuldiging  en  machtsverhefflng  van  een-  en 
veeltermen,  waarin  ook  producten  en  machten  voor- 
komen. 

Bij  eentermen  biedt  noch  de  Vermenigvuldiging,  noch  de 
de  Machtsverhefflng  cenige  moeilijkheid  aan.  Wij  hebben  b.v.: 

volgens  (jevolg  />)  van  §  5  der  voorgaande  IjCs,  en  §  3  van 
deze  Les  (2«  distributieve  eigenschap).  En  ook: 

volgens    de    associatieve    en    distributieve  eigenschappen  der 
Machtsverhefling. 

Heeft  men  een  veelterm  met  een  eenier m,  of  twee  willekeu- 
rige veeltermen  met  elkaar  te  vermenigvuldigen,  zoo  maakt 
men  gebruik  van  de  beide  distrlhatiere  eigenschappen  der 
vermeni(/rul(li(/i)u/.  Immers  (/>  +  ï  +  v)  {a  +  A  +  c)  wordt 
gevonden  door  te  berekenen  (y>  +  <?  +  ?*)  ^«  +  ( />  +  7  +  'O  ^  "H 
-{-(/>  +  </  +  r)  c,  en  daarna  elk  dier  (jedeeltelijhe  producten 
uittewerken  volgens  (/>  +  (/  +  r)  a  =  i)a  -j-  (j[fi  +  i*(ty  enz.  De 
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bewerking  is  dan  teruggebracht  tot  de  vermenigvuldiging  van 
eentermen. 

Gewoonlijk  schrijft  men  de  bewerking  op  de  volgende 
wijze,  die  na  al  het  boven  opgemerkte  zekerlijk  geen  nadere 
verklaring  meer  behoeft,  {(jelijksoortige  termen  der  verschil- 
lende gedeeltelijke  producten  steeds  onder  elkaar !). 

2x  —     y     -\'  *èz 

a?  +    5.y    —  ^^ 

2iï?' —    xy    -j"  ^'^^ 

+  10,»//  —  5y2+  Ihyz 

—  Lvz  +  2yz  —  62"2 

2.i;2  -f   9.«r^  —  ,vz  —  by*  +  nyz—  Qz^ 

Ander  voorbeeld. 

A'*      —     6*1' y    +     3y^ 


—  ISx^y  +  2ixh/  +  12.c-^ïJ  —  48xy^ 


3.c^  —  22.cV  +  31.t''^y^  +  8.?;2^y3   —  54?;.v<'  +  24y5 

Heeft  men  de  beide  vormen  voor  de  vermenigvuldiging 
behoorlijk  volgens  de  daarvoor  aangegeven  regels  (/eran(/- 
ischikty  zoo  krijgt  men  volgens  de  bovenstaande  bewerking 
ook  het  product  (/erant/ftchlkf. 

Men  ziet  onmiddelijk  in,  dat  in  dat  (jeval  de  eerste  term 
van  het  jfrodnct  altijd  gelijk  is  aan  het  product  der  beide 
eerste  termen  der  f  actoren- ;  en  dat  de  laatste  term  van  het 
l)roduct  evenzooo  gelijk  is  aan  het  product  der  laatste  termen 
der  beide  factoren.  Immers  deze  bevatten  dan  of  de  hoogste 
machten  van  een  der  rangletters,  of  de  hiar/,ste  machten,  en 
daaronder  komen  dus  nooit  termen  van  andere  gedeeltelijke 
producten. 

Hieruit  volgt  ook,  dat  de  (jnutd  van  het  product  (evenals 
hij  het  product  van  éentermen)  altijd  gelijk  zal  zijn  aan  de 
som  der  graden  der  pictoren  —  ook  wanneer  de  gegeven 
vormen  omjelijkslachtuj  zijn,  zooals  in  het  volgende  voorbeeld. 
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f^  2.V^  +     4 
5//2  -  3i/   -     2 

5^5  __  loy-t  -f  20//' 

■  -  3/>  +  6 //3            ^     -  1 2// 
_  -  2  f  +  4.v'^ ^-8 

"5/^13//* +'4.y'^  +  24",/-^  _  12//  -  8' 

Voorts  blijkt,  dat  het  product  alleen  dan  iji'Hjk'sJaclttuj 
zal  zijn,  wanneer  de  ht^ide  factoren  dit  zijn.  Is  /^(^m  der  beide 
factoren,  of  zijn  he'uht  oiuiclijkslitcIUuj,  dan  kan  de  uitkomst 
otu)}o<iel!jk  ji:elijkslaclitig  zijn.  (Waarom  ?) 

Mai'htsrerhi\ljin<i  van  veeltermen  is  natuurlijk  slechts  een 
bijzonder  geval  van  vermenigvuldiging.  Heeft  men  bv. 
(2.f — 3.r)"^  zoo  berekent  men  eerst  (2.i*  —  3.r)- : 

2./;  —    3y 
2.1;  —    3// 

4./r*  —   ö.r// 

4.ï;-^  —  12./://  +  9//2 

Nu  vermenigvuldigt  men  deze  uitkomst  nog  eens  met  2.r — 3y: 

4jt2—  12.i'//  +    9/ 
2w;     —     3// 

8.c-^  —  24,t'-//  +  18.t7/2 

—  12.?;\?/  +  36.17/2  —  27//^ 

'8.ri  —  3().r'\y  +  54.r//*^  —  27//=^ 

Ook  hier  geldt  hetzelfde,  wat  boven  over  (/raad  on  gelijk- 
shclUKjheid  is  medegedeeld. 

De  (jraad  van  een  macht  is  gelijk  aan  dien  van  het //>wz(/- 
tal^  rerineiii(/n(/di(fd  met  den  cvpomnit  der  macht. 

De  macht,  zal  ho)noij('rn  zijn  of  niet,  naarmate  het  grondtal 
zulks  al  of  niet  is. 

9.   Aantal  termen  van  producten  en  machten. 

liet  aantal  tt^rmeii,  van  een  jtroduct  is  zeer  verschillend. 
Hoof/stens  is  dit  gelijk  aan  het  product  van  de  aantallen  der 
termen    bij  de  factoren  —  als  er  in  het  geheel  geen  gelijk- 
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soortige  termen  bij  de  gedeeltelijke  producten  onder  elkaar 
komen  —  en  7;?//i.y^(.'/z.v  = /;/vt^  (welke?),  wanneer  al  de  andere 
leruien  tegen  elkaar  wegvallen.  Voorbeelden. 


P  +  Q 

h'  +  ^p  +  «7  +  ^7  +  "-''1 


.V 


ai 


.<•*  —  .r^y  -|-  x'^y^  —  xif^ 


+  -^"V  —  •ï''\V*^  +  '^f  —  y  ^* 


..4 


.V-  —  y 

Dit  zijn  natuni'lijk  tutersten.  Uit  de  voorbeelden  van  §  8 
kan  men  zien,  dat  het  aantal  termen  van  het  product  daar 
meestal  tusschen  in  ligt.  Zoo  gaven  in  het  eerste  voorbeeld 
twee  dneti'nnev  tot  product  een  ze.fitenn  ;  in  het  tweede  voor- 
beekl  gaf  een  rier-  en  een  dnetemi  weer  een  zedenn,  enz. 
Zie  liier  nog  een  paar  merkwaardige  voorbeelden. 


a2  -f.  ah  +    //3 
ci^  —  ah  -\-    Ir' 

+  aVfi  +  ah^  4-  }A 


n' 


+  a%'^ 


+  Z>+ 


a«  4-  2a  +    2 
«2  _  2a  +    2 

«t  -I-  2a'^  4-  2a^ 

—  2a^  —  4a2  —  4a 

+  2a2  +  4a  +  4 


a 


+  4 


Twee  (h'letevmen  geven  in  het  eerste  vooi'beeld  weer  een 
(Iridenu  (slechts  een  term  meer  in  het  product  dan  het 
minimum-aantal  iiree ;  in  het  tweede  voorbeeld  bevat  de 
uitkomst  nog  eens  het  kleinst  mogelijke  aantal  termen. 

In  de  achtste  Les  zullen  we  dergelijke  voorbeelden  als  de 
laatste  drie  weer  tegenkomen,  en  ze  dan  in  een  ander  licht 
bezien. 

Wat  het  aantal  termen  van  een  mdcltt  aangaat,  dit  is  altijd 
ijroott'r  dan  het  aantal  termen  van  het  tirondtal.  Het  voorbeeld 
van  (2.r — 3//)*^  zal  u  hiervan  de  overtuiging  geven  (er  vallen 
nu  geen  termen  weg),  maar  meer  kan  daarover  eerst  later 
worden  gezegd. 

10.  Zie  hier  nu  nog  eenige    Vrarff/stuH-en  ter  uitwerking. 

1.  (2.r^  —  4.6-2  _|.  3.,.  _  1)  (,,.:j  ^  ^,.-2  _  5,^.  ^  1. 

2.  (a*  +  7a-^6  —  ia%'^  —  26')  (Sa^  -  ab^  +  W% 
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3.  (.,:'  -  y«)  (x^  +  xY  +  /). 

4.  (.V  -  IJ)  (x  +  y)  (a-«  +  y«)  {x*  +  .y+). 

5-    («  +  y)  (jj*  —  ■«»/  f  f)  {'«^  —  f)- 

(i.  (3.*  —  5)  (2.V  +  7)  —  (6.»  —  1)  {x  +  2). 

7.  (2.c2  +  5xy  —  3//-^)  (2^;''  —  5.ry  —  3y«). 

8.  (5.«8  —  7^)2  ;  (2.C  —  3.y  +  1)2. 

9.  (.<;  —  1)3  ;  (3««  +  x;/f'. 

10.  Is   (/>  —  2(j  -\-  3»') (—  y>  -f  2*7  —  3j)  positief  of  negatief? 

11.  Wat  is  de  coëfficiënt  van  .r'  in  (3.J,''— 2.i-2+ 1)  (2j;3_4a,_3)? 

12.  En  van  .i-y  in  {2x-^-x\i/+Sxt/^-ö>/^){4x^-\-Sx"-ij-ó.>y"-fyr 

N.B.  Vermenigvuldig  bij  Vr.  3  zoo  kort  mogelijk.  Ver- 
ander nii't  de  opgegeven  volgorde  der  factoren  l)ij  Vr.  4. 
Vermenigvuldig  bij  Vr.  5  het  la<itst  met  .c^  —  y^.  Beantwooni 
Vr.  Jl  en  12  condcr  de  vermenigvuldiging  uittevoei-en. 


ZEVENDE  LES. 


D  E  E  L  I N  G. 


1.  Bepalingen,  enz.  Onder  deeling  wordt  verstaan  een  bewer- 
king, die  het  qtwtient  van  twee  getallen  leert  vinden. 

Het  quotiënt  van  twee  getallen  is  het  getal,  dat  aanwijst  hoe 
dikwijls  het  kleinste  van  het  grootste  kan  afgetrokken  worden. 

De  Deeling  is  alzoo  niet  anders  dan  een  verkorte  aftreJckin<i. 

Men  duidt  haar  aan,  door  het  teeken  :  {(jedeehl  door) 
lusschen  de  beide  getallen  te  plaatsen.  />m/',v  (hiarvan  schrijft 
men  het  getal,  wiuirvan  moet  worden  afgetrokken  :  het  deeltal; 
rechts  van  het  :  teeken  wordt  het  aftetrekken  getal  geplaatst : 
den  deeler.  Men  schrijft  dus  bv.  12:4,  om  aan  te  duiden  dat  12 
moet  gedeeld  worden  door  4.  liet  (juotient  zal  =  3  zijn, 
d.w.z.  het  getal  4  kan  3  keer  van  12  worden  afgenomen. 
Ook  zegt  men  wel,  dat  4  drie  keer  in  12  is  ,,öe</rej)en\  of 
(lat  4  drie  keer  op  12  ,.f/a(ff\ 

In  plaats  van  het  teeken  :  gebruikt  men  ook  dikwijls  een 
streep^  en  ])kuitst  duarhovvn  het  deeltal,  daaronder  den  deeler, 

aldus:  — . 
4 

(Wat    weet   gij  van  het  ipiotieiit,  als  het  deeltal  =  o  is  ?) 

In  het  bovenstaande  voorl)eeld  kan  men  4  eejiige  keeren 
van  12  afnemen,  zonder  dat  er  iets  overblijft.  Men  spreekt 
dan  van  een  ojHiaande  deeling.  In  het  tegeno\  ergestelde  geval 
spreekt  men  van  een  uiet-oixjaande  deeüjig ;  er  blijft  dan 
iels  over,  waiirvan  de  d(»eler  niet  meer  kan  worden  afiire- 
nomen.  Dat  overschot  is  derhalve^  steeds  kleiner  dan  do 
deeler,  en  wordt  rest  geno(»md. 

4 
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Van  de  deeling  17  :  5  is  het  quotiënt  dus  =  3  en  de  rest  =  2 
Gaat  de  deeling  op,  dan  is  de  rest  =  0. 

Gaat  de  deeling  van  een  getal  door  een  ander  op,  dan  zegt 
men,  dat  het  eerste  getal  deelbaar  is  door  het  tweede,  en  dat 
het  tweede  een  deeler  of  factor  is  van  het  eei-ste.  Zoo  is  24 
o.a.  (lee/baar  door  4,  en  zijn  2,  3,  4,  6,  enz.  J^W/vv?  van  24. 

Schrijft   men    aY^h  \  c  y,d :  e  ^),  dan  beteekent  dit,  dat  a 

moet    worden    vermenigvuldigd    met   b,  dit  product  gedeeld 

door    c,    enz.    Alweer    is  dus  de  volgorde  der  verschillende 

vermenigvuldigingen    en  deelingen  van  links  naar  rechts,  en 

moet    men    liaakjes    gebruiken,    wanneer   die  volgorde  moet 

gewijzigd  worden  -).  Dit  laatste  is  echtei'  overbodig,  wanneer 

de  fiictoren  van  een  product  naast  elkaar  worden  geschreven. 

Zoo    beteekent    bv.   a  :  hal  hetzelfde  als  ^i :  (ft  X  c  X  <^j  ;  in 

beide  gevallen  moet  a  gedeeld  worden  door  het  product  van  h, 

c  en  (/.  Ook  kunnen  de  haakjes  worden  weggelaten,  wanneer 

het    cjuotient    door   een  stnrp  wordt  aangeduid.  Zoo  schrijft 

h 
men    a  :     ,    wat    gelijkluidend    is    met    a :   {h :  c).    En    ook 

b 

nf  X  - .  gelijkluidend  met  a  X  {b  :  c). 
c 

V'ü  de  be])aling  der  Deeling  volgt  onniiddelijk  : 
Deeltal  =  Deeler  X  Quotiënt  -f-  Rest. 

Men  zou  dus  ook  kunnen  zeggen  :  de  Deeling  leert  ons 
een  getal  vinden,  waarmede  liet  kleinste  der  twee  getallen 
moet  nenuenuiruldliid  worden,  om  het  grootste  opteleveren,  of 
—  ingeval  de  deeling  niet  0|)gaat  —  om  een  getal  opteleveren, 
hetwelk  zoo  weinig  mogelijk   van  het  grootste  verschilt. 

Hieruit  blijkt  ook,  dat  bij  een  oixjunndf  deeling  het  deel- 
tal, gedeeld  door  het  ([uotient,  weer  den  deeler  moet  opleveren. 

^)  In  al  het  volgende  worden  sleeds  opgaamh'  tleelingen  bedoeld,  tenzij 
uitdrukkelijk  liet  tegengestelde  is  vermeld. 

')  in  een  Algebrahoekje  van  1001  siaat  op  bl.  ^,  dat  vermenigvuldi- 
ging vóór  deeling  gaat.  De  sclirijver  laat  r( :  ^  X  (^  bcteekenen,  dat  nirn 
ü  moet  deelen  door  />  X  c  1  Er  staat  nog  veel  meer  fraais  in  dat  boekje. 
Het  is  bet  zelfde  als  bedoeld  in  de  Noot  op  bl.  34.  SdirijficijZfU 
worden  er  bepaVuKjtn  genoemd !  Enz.  Enz. 
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(wtoarorn  ?)  Gaat  dit  ook  door  bij  een  niet-opgaande  deeling, 
en  waarom  niet  altijd  ? 

Nog  anders  kan  de  deeling  worden  opgevat. 

Wanneer  het  quotiënt  van  18  en  3  het  getal  6  is,  dan 
wil  dit  zeggen,  dat  men  .3  zes  keer  van  18  kan  afnemen. 
Men  kan  dus  het  getal  18  rerdeehl  denken  in  6  gelijke 
groepen  van  3  eenheden,  of  wat  het  zelfde  is,  in  3  gelijke 
groepen  van  6  eenheden.  Men  kan  dus  zeggen  :  de  Deeling 
leert  ons  een  getal  in  een  (/cf/eren  aantal  deelen  te  verdee- 
len  ;  de  ff  rootte  van  elk  deel  wordt  dan  door  het  quotiënt 
uitgedrukt.  Of  ook  :  de  Deeliug  leert  ons  vinden  in  hoeveel 
deelen  van  geijevea  (/rootte  het  getal  kan  verdeeld  worden  ; 
dan  drukt  het  quotiënt  het  aantal  dier  deelen  uit.  Zoo  kan 
24  :  3  worden  opgevat  als  de  bewerking,  die  ons  leert  24 
in  drie  gelijke  deelen  te  verdeelen  :  elk  deel  bevat  dan  8 
eenheden  ;  of  als  de  bewerking,  die  ons  leert  in  hoeveel 
deelen,  elk  groot  3  eenheden,  24  kan  verdeeld  worden.  Dit 
aantal  is  dan  =  8. 

2.  Voorrang  ten  opzichte  van  andere  bewerkingen. 

Evenals  de  Vermenigvuldiging  voor  opteUing  en  aftrehking 

gaat,  zoo  ook  de  Deeling.  Heeft  men  dus  bv.  a  -^^  b  :c  —  (7, 

zoo  beteekent  dit,  dat  a  moet  vermeerderd  worden  met  het 

quotiënt    van    /;    en    c,    en  deze  som  verminderd  met  d.  De 

(leeling  van  h  door  c  gaat  dus  voor  de  beide  andere  bew^er- 

kingen.    Wil    men  aanduiden,  dat  de  som  van  a  en  6  moet 

gedeeld  worden  door  het  verschil  van  c  en  (7,  zoo  gebruike 

men    w^eer    haakjea^    aldus  :    {a  -f-  l>)  •  {p  —  d).    Dit  laatste  is 

alweer  niet  noodig,  wanneer  men  de  deeling  door  een  streep 

a-\-h 
aanduidt :  . 

En  wat  de  Machtsverhefling  betreft,  zooals  wij  reeds  in  de 
zesde  Les  (§  2)  zagen,  gaat  deze  voor  alle  voorgaande  bewer- 
kingen, dus  ook  vóór  Deoling.  Meii  schrijft  dus  a  :  6^,  om 
aan  te  duiden,  dat  a  moet  gedeeld  worden  door  h^.  ^loet 
a :  h  tot  de  derde  macht  verheven  worden,  zoo  zijn,  om  dit 

aan  te  duiden,  weev  haakjes  noodig,  aldus:  (a:l))K  Dit  blijft 

4* 


' 


^2 

natuurlijk    zoo    \\'anneer    de    deeling  door  een  streep  wordt 
aangeduid:!  ƒ  l,  want   •     zou  beteekenen  a'\  gedeeld  door i. 

3.  Eigenschappen* 

a.   De  associatieve  eigenschap  der  Deeling. 

IVfiHfKYr  arhti'reenrolijens  eeniije  i'crmf'niffm/tln/int/en  fn 
ih'duiyen  te  t'errichfe.u  zfjuj  dan  frortlt  de  uitkomst  ook  m- 
k regen,  door  het  product  der  deelers  te  deelen  oj)  het  product 
der  orerltje  (/etfd/en. 

Vergelijk  deze  eigenschap  eens  met  de  overeenkomstige  hij 
de    Aftrekking,    en  geef  het  l)ewijs  op  geheel  dezelfde  wijze 
als  daar  uitAoerig  is  geschied. 
fj.  De  commutatieve  eigenschap  der  Deeling. 

<f  V"  I* :  <•  \;  f/ :  t> :  ƒ  nn  /; :  #?  X  ^/  ^/'  X  <'  •  <*• 

Het  heejt  tjeen  Invloed  op  het  j)roduct  en  hA  (piotient  riui 
eenif/e  (jetaVen,  in  uvike  vohjorde  de  remchil lende  vermenhj- 
vulduiuujen  en  deelitHjen   worden   verricht. 

liewijs  als  bij  de  Aftrekking.  Waariuin  zijn  beide  leden  gelijk? 

Als  Gevolgen  noemen  Avij  (vergelijk  w'ederoui  met  de 
Aftrekking) : 

a  X  (b  •  f'  X  d  :  r)  ^=z  aX  f^  '  <*  X  d  '  ^    ] 

I 
» 

(i  :    (h  :  c  X  d  :  e)  :=!  a  :  h  X  c  :  d  X  ''    ) 

Als  bijzondere gevalleji  der  voorgjuxiide  eigenschappen  bewijze 

de  leerling  nu  het  volgende,  (breng  ook  onder  wooixJen) 

,21  48       24' 

Ijv.  _  X  2  =  —  i=  ~ 
()  li         3 

'      24  12       24\ 

bv.  -   :2  =       =-- 
G  (>        12/ 

10        (]{) 
bv.  (3  X    .-  =  - 
o  o 

10  5 

])v.  ()  :  —  =  6  X  — 

,      4       12       48 
bv.      \/        =  ~ 

2        :5         ü 


a 

'4  :< 

r' 

a 

l> 

h 

ft  :  0 

a 

a  :  c 

(7 

ï 

:  r  ; 

__  „„„ 

b  <  '' 

h 

a 

\f' 

a 

C 
b 

r 

e 

a 

> 

• 

b 

a 

c 

h 

/  r. 

x~/' 

i 


Ho 

Ou 


n     (y         it        tl         a  :  e 

b     d  h  r  h  :  tf 


/       24    6       24      2        24:6       4\ 
V        4     2        4        6         4:2        2j 


h  ~  hTp  '  V  ^'  6   "~"  üT  2  ~"  8 

Wij    zullen    later    zien,    dal  dozo  eip^onschappon  ook  door- 
puin   bij    niet-opgaande    deelingen,    en    dan    de   Loofdeisen- 
scliappen   der  breidetf.  geven.  (Breuken  of  gebroken  «:etallen  ^,,\^y^-/ 
zijn    nl.  een  nieuw  soort  getallen,  die  op  dezelfde  wijze  nit     /  , 

/     Jiiet-opgaande   —  dus  oji mogelijke  —  deelingen  ont!5tafln  als     z^'^'^'   'f 
de  negatieve  getallen  uit  onmogelijke  aftrekkingen  ontstonden).  ^,  3  -  ^  x  C\  / 

r.     De  distributieve  eigen.sehap  der  Deeling. 

r            X     i\              a        b         c         il 
[a  'h  b  —  c  -\'  (i)  :  p  =:  -    -j 1-  -  . 

P       P       P       r 


Waninyr  nn^n  ct'n  vpclterm  door  een  qetal  moet  deelen, 
f/tjN  k'fin  nten  ellen  teem  door  dit  ijetnl  deehn)^  e)i.de  hnneiide 
quotiënten  met  de  zelfde  teeh'ns  nis  in  den  ceel  term  samen- 
epetjen. 

Immers  liet  tweede  lid,  vermenigvuldigd  met  ^^  geeft  (vol- 
jrens  welke  eigenschaj)  r)  deu  veelterm  tt  -\-  1^  —c-{-  d  terug. 

Zoo  is  l)v. 

(2^,3  _  4,,?/,  ^  (3,,/,3  _  12/v^) :  2  ----  rr^  —  2aH>  f  8<//>2  _  66\ 

4.  Deeling  van  negatieve  getallen. 

Bij  de  Deeling  zal  de  zelfde  teekein-egel  gelden  als  bij  de 
Vermenigvuldiging,  nl.  ;/eli/l-e  teekens  geven +,  onj/elijke — . 

Dat    nl.    -_=---  —  —  --  ,    -^-  =  +  -    is,    volgt 

/>  ft        —  b  f)        — b  b 

onniiddelijk  uit  de  overeenkomstige  eigenschappen  bij  de  Ver- 
menigvuldiging. (Dat  {-  VI)  :*^  =:  —  4  is,  volgt  ook  uit  de 
l>epaling  der  Deeling). 

Onder  het  ([uotient  van  een  getal  en  eeji  )n'(i<itief  getal 
moeten  wij  dus  —  om  met  de  voor  positieve  getallen  gel- 
dende eigenselia|)pen  in  overeenstennning  te  bli^jven  —  ver- 
h^taan  het  tef/en.f/estelde  van  het  quotiënt  van  dat  getal  en  de 
absolute  waarde  van  dat  Jiegatieve  getal. 

Denk    er    aan,    wanneer    de  de^4ing  niet  door  een   streep 
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wordt    aangeduid,  negatieve  getallen  steeds  tusschen  haakjes 
te  zetten,  dus  (—  6) :  2;  8  :  (—  4);  (—  9) :  (—  3).  (Waarom?) 

5.  De    distributieve    eigenschap    der    machtsverheffing 
ten  opzichte  der  deeling. 

Zooals  wij  reeds  in  de  voorgaande  Les  onder  §  3  opmerk- 
ten, is  de  Machtsverheffing  ook  distributief  t.  o.  der  deeling. 
Men  heeft  dus  : 

ie.  (a:hXc:df  —J"  :f  X(^  '^  , 

waarvan  als  bijzonder  geval  veel  voorkomt : 


/a  Y  _  a^ 


of:    een    quotiënt   wordt  tot  een  macht  i^erheven,  door  deeltal 
en  deeler  tot  die  macht  te  verheffen, 

2«.  g^  :  g-*  X  «^  :  «^  =  ^8  -4+3-2  —  ^3^ 

waarvan  als  bijzonder  geval  geldt  : 

P        9  P~9 


of:  het  quotiënt  van  tivee  machten  van  een  zelfde  getal  is  een 
macht  van  dat  yetal,  ivaarvan  de  e.rponent  (jelijk  is  aan  het 
verschil  der  e.vimienten  van  deeltal  en  deeler. 

De  eerste  dezer  eigenschap|)en  komt  overeen  met 

{a  —  l)  -{••  c  —  d)  X  P  =  ^2>  —  l>2>  +  ^i^  —  <lpy 
de  tweede  met 

8a  — 4a  +  3a  — 2a  =  (8  —  4  +  3  — 2)a. 
Het  bewijs  wordt  geleverd,  door  —  wat  de  eerste  betreft  — 
voor  het  tweede  lid  te  schrijven  {a^  X  O  •  (f^^  X  (f)  of 
{a  X  cf  '  (l)  X  df.  En  dit  is  =  [(a  Xc):{bx  d)J  wegens 
de  overeenkomstige  eigenschap  bij  de  Vermenigvuldiging,  dat 
nl.  deze  laatste  uitdrukking,  vermeuigvuldigd  met  \J)  X  ^Ty  ^^ 
opleveren  (a  X  c)'\  Enz.  En  wat  de  tweede  betreft :  voor  het 
eerste  lid  kan  men  schrijven  (a^  X  öt^) :  (a*  X  «^)  =  «^"'"^  •  ^*"^"^  • 
Dit  laatste  is  nu  weer  =  a^®+^^~^*+^),  omdat  dit,  vermeuig- 
vuldigd met  a'*+2,  oplevert  a^+^.  Enz. 
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6.  Gelijkheden  en  ongelijkheden. 

a.     Is  ^  =:  B,   (..  =:  D,  dan  ook   --  zir  — , 

CD 


b.  is  A'^B,  C  —  J>, 

c.  Is  .4  =  ff ,  C  ^  i), 

d.  Is  yl  $  ff,  C  $  J>, 


»»  »» 


1?  »» 


11  »1 


'C>D' 
Ay>.B 

C<D' 
A^B 

C>D 


>     '      < 

Let  weer  op  de  zin  der  ongelijkheden.  Uit  6  <[  9  en 
2  <[  3  kan  men  bv.  niet  besluiten  3  <[  3.  Bewijs  de  eigen- 
schappen uit  de  overeenkomstige  der  Vermenigvuldiging,  en 


breng  ze  onder  woorden. 


Voorbeelden. 

1 

'')    4<6 

9>6 

j^)  12  —  12 

8  —  8 

2  —  2 

3  —  3 
3>2      • 

3<4 

4>2 

2<3 

4>3 

2<4 

{d 

12<18 

24>15 

6>3 

3<5 

2<6 


8>3 


Hoe  staat  het  met  negatieve  getallen?  Als  6 <[  10  is  en  — 2= — 2, 
is  dan  ook  —  3  <^  —  5  ?  Mmik  weer  eens  een  lijstje  o})  van 
alle  mogelijke  gevallen. 
7.  Deeling  van  een-  en  veeltermen. 

Hierbij  gcbrwiken  wij  weder  vei'schillende  der  boxen  bewe- 
zen  eigenschappen.    Dat    a"^ :  a/'  =  a'^   is,    volgt    uit  §  5.  Dat 

~-^ —  =  3./*7/*2   is,    volgt    uit   de   splitsing  van  het  gegeven 


T' 


6 


X 


4 


-.2 


quotiënt  in  -  X  -^  X  '-^  X  —  •    (volgens  welke  eigenschap  t) 

2       x^        y         z 

Mag  de  deeler  van  hoogeren  graad  zijn  dan  het  deeltal  ? 

Bij    deeling    van    een    veelterm  door  een  eenterm  gebruikt 
men  c)  van  §  3.  Aldus  : 

(2a«6c  —  6aic^  +  4a»i)  liah  —  ac  —  3c«  +  2a«. 


(Zijn  liicM*  (Irrllal  en  qiiolienl   wol  j»r rangschikt  r) 

Bij  (lecling  van  rerlfeninvi  door  nrlfi^rmini  moet  inen  er 
vooi eerst  op  letten,  dut  beide  (i(*rainischlJd  zijn  naar  de  a/r///- 
len(h  machten  dcM*  ranglotter.  Alleen  bij  o/tf/aaudc  deelingen 
zon  men  ook  naar  de  opIcHnnncnile  machten  knnnen  rang- 
s<*hikken.  Want  is  ov  een  /r,s7,  zoo  moet  die  noodzakelijk 
van  hun'rea  graad  (nl.  t.  o.  der  raiif/leftfr)  zijn  dan  dien  van 
deeler  en  deeltal. 

Men  heeft  dan  verder  de  eif^enschap,  dat  de  eerste  term  van 
het  qnotient  verkrejren  wordt,  (h)cn'  de  eerste  term  van  het  deeltal 
te  deelen  door  den  eersten  term  van  den  deeler.  (Waarom?  En 
hoe  zit  het  met  de  huttsle  termen  ?)  En  van  die  eigenschap  maakt 
men  gebrnik,  om  de  deeling  van  twee  veeltermen  nittevoeren. 

Heeft  men  nl.  op  de  aangegeven  wijze  den  eersten  term  van 
het  cpiotient  bepaald,  zoo  kan  men  den  deeler  daarmede  ver- 
menigvuldigen, en  dit  prodnct  alvast  van  het  deeltal  afli'ek- 
ken.  De  volgende  term  van  het  quotiënt  l)epaalt  men  nu 
geheel  op  de  zelfde  wijze,  door  nl.  de  eerste  term  van  dit 
verschil  —  dat  nu  van  hiijt^irn  graad  dan  het  deeltal  zal  zijn  — 
wederom  te  deelen  door  den  eerstem  term  van  den  deeler. 
Zoo  gaat  men  voort  totdat  er  eindelijk  een  verschil  komt,  dat 
van  lageren  graad  is  dan  «Ie  ih'eh*r ;  dan  is  de  bewerking 
afgeloopen,  want  van  dat  laatste  verschil  —  nu  de  re.st  der 
deeling  —  kan  de  deeler  niet  meer  worden  afgenomen. 

Hoe  de  bewerking  w^ordt  ingericht,  is  ai\n  de  volgende 
Voorbeelden  duidelijk. 

—  ü.r'^  —  4wr2  -(-14.C 

—  iSx^  +  'S.r'^  —  2.r 

—  12.r^  +  lG.r— 4 
O 


iil 


Deze  deeling  gaat  niet  op,  en  daar ah^  +  '^* ("'•  ^o.v.  /?)  van 
lageren  gnoad  is  dan  de  deeler,  zoo  is  dit  de  rest  der  deeling. 

Uit  het  vooj*g«iande  volgt  onmiddellijk,  dat  de  (/raad  van 
het  (jnotient  gelijk  zal  zrjn  aan  het  rer-^chil  der  graden  van 
deeltal  en  deeler. 

[Voer  de  beide  voorgiiande  deelingen  eens  uit,  wanneer 
deeltal  en  deeler  gerangsehikt  zijn  naar  de  ojfllimmeiide 
machten  der  rangletter.  Wat  zuil  ge  dan  in  het  laat.ste  geval 
gewaar  worden  ?] 

8.   De    leerling    werke    nu    de    volgende     VraaiistKl-Lm  nit,  en 
beajitwoorde  de  'vers(»hillendé  vragen. 

1.  Deel  Öj:»'  +  .r^  ^  5.^2  _|.  14,,  _  90  door  2./.-2  ^  x  ^  h, 

2.  „      G.r"  —  ll.r';y    [-  U^r/  —  13.r^//3  -f  lO.ry^  -f  4/»    door 

2x^  —  3.r?y  —  y*. 

3.  „     4a'»  +  5a3  —  7a«  +  lm  —  15  door  2a^  +  a^  —  5. 

4.  „      5;>ö  -f-  6/)"7  —  10;ry  -  lli>Y  +  1  ljr>^/  —  1  \pq^  +  4/» 

door  p^  -}-  2/)2<2  —  PT  —  ^^f' 

5.  „     «»•  +  fl2/;2  +  //t  door  a2  —  a/>  +  i^. 

G.        „     A*^  -f-  y^  door  .1?  +  //. 

7.  „     jpi2  —  yl«  door  x^  —  .ir ir  +  j/"". 

8.  „    .i'^^  —  ^''^//^  +  y^^  <^l<^or  .r"^  —  •'*//  + y*-  (Welkeregel- 

maat  ontdekt  gij  in  het  quotiënt?) 

9.  Waaraan  kunt  ge  bij  al  de  voorgaande  deelingen  van 
te  voren  zien,  dat  ze  kmmen  opgaan  ?  Waarom  kan 
bv.  (S.-r*  -f-  2a^y  —  5.1'^  —  // ')  :  [x^  —  4/v/  -f-  2//)  onmo- 
gelijk  opgaan  ?  Evenmin  als  (2jr^  —  3.r  -|-  4'  :  (3.r  —  2). 

10.     Waarom    kan    de    deeliuff    van    een    eentenn  door  een 
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veelterm  nooit  opgaan  ?  Wat  weet  gij,  als  een  der  resten 
een  eenterin  wordt  ? 

11.  Wat  weet  gij  van  het  qnotient  van  twee  ijelljkalachtuie 
vormen  hij  een  opgaiinde  deeling  ?  En  van  een  0)i(/elijk- 
s'lachti</en  vorm  door  een  (lelijhslachüiien  of  omjelijk- 
alachtujen  ? 

12.  Kan  de  deeling  van  een  homogenen  vorm  door  een  nzV/- 
liomoijenen  ooit  opgaan  ?  En  als  bij  een  niet-homogeneii 
deeler  een  der  resten  eens  homogeen  werd  ? 

13.  Deel  nog  eens  .r*  —  Wx^  +  35.r"  —  50.r  +  24) :  (.r  —  2) : 

:  (.?'  —  4)  :  (.V  —  3). 

14.  Evenzoo  {(V'  —  10<ïV;3  _  66^  +  15aft+)  :  {a  —  f>)\ 

15.  IJepaal  den  vorm  van  den  hngsten  graad,  welke  bij 
6.1?^  +  lOx^y  —  2UY  +  5xY  —  2.r/  +  4^^^  moet  wor- 
den opgeteld,  opdat  de  deeling  door  2.t'*^  -f"  ^^7/  —  7y'  opga. 

16.  Wanneer  bij  een  deeling  de  deeler  a^  —  4/z  -f-  3  is,  en 
de  rest  2a  —  7,  wat  zal  dan  de  rest  zijn,  wanneer  het 
deeltal  met  3a  -|-  ^  wordt  vermenigvnldigd  ? 

17.  Wanneer  bij  een  deeling  de  deeler  .r^  —  .7"'--}-5./;  —  4  is, 
het  qnotienl  2,r'  -|-  3.r  —  1,  de  rest  5,c^  —  3./?  -|-  2,  wat  zal 
dan  de  rest  \Aorden,  wanneer  het  deeltal  door  het  quotiënt 
wordt  gedeeld  ?  (Zonder  het  deeltal  zelf  te  bepalen). 

18.  Het  getal  123,  door  5  gedechl,  geeft  tot  rest  3;  74 
zal  4  geven.  (Jeef  nn  eens  dadelijk  op  wat  de  rest  zal 
wezen,  wanneer  123x74  door  5  wordt  gedeeld.  (Niet 
eerst  vermenigvuldigen  en  deelen). 

[Vermenigvuldig   eens    J  = />-voud  -f- /^i  met  B=^ 
=  q-xoud  +  lio]. 

19.  Waimeer  een  zeker  getal  A,  door  13  gedeeld,  tot  rest 
geeft  7,  wat  weet  gij  dan  van  de  rest  der  deeling  van 
A^  door  13?  (Zie  Vr.  18). 

2Ü,  Wat  zal  de  rest  zijn,  wanneer  8*^  door  15  wordt  gedeeld? 
[Ga  daartoe  het  rijtje  resten  eens  na,  wanneer  8,  8-, 
8^,  .  .  .  door  15  wordt  gedeeld:  ge  zult  wel  spoedig 
regelmaat  opmerken.  Denk  er  aan,  dat  ge  8"^,  8^  enz. 
niet  werkelijk  door  15  gaat  deelen,  om  de  rest  door  7 
ie  weten  te  komen.  Let  op  Vr.  18  en  19. 
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21.  Zoek  ook  nog  eens  de  rest,  wanneer  3*^  door  7  wordt 
gedeeld. 

22.  Bew^ijs,  dat  getallen  van  den  vorm  a^  +  6*^  nooit  door 
7  deelbaar  zijn. 

(Schrijf  voor  a  en  b    7-voud  dz  1,  2,  3,  en  ga  alle 
gevallen  na). 


ACHTSTE  LES. 


V^RKW AARDIGE  PRODUCTEN  EN  QUOTIËNTEN. 

DEELBAARHEID. 


1.  Merkwaardige  Producten.  Er  zijn  eenige  producten  en 
machten  van  ecnvou(lip:en  vorm,  die  zoo  dikwijls  voorkomen 
en  gebruikt  worden,  dat  ieder  ze  uit  het  hoofd  kent.  Ze 
worden  )nerhraffr</i(/f'  invducfrn  genoemd. 

Wij  beginnen  met  het  volgende  lijntje,  waarvan  de  waar- 
heid door  vermenigvuldiging  zal  blijken. 


(1) 

(,;  +  /,)  (,,  -^  h)  —  a"^        h\ 

^(•2) 

{a  +  /;)  0/-2         ah  +  Ifi)  —  ir^  +  IA 

f 

1(3) 

(</         h)  (r/3  4-  ah  -^  h'^)  —  <f^        h'\ 

1(4) 

(,,  +  hf.  —  a'^  J-  2ah  +  />". 

WA 

(il         hf  —  a-         2ah  4-  />'. 

\(6) 

(,,  y  l,f  —  ,ri  _|_  a,,0/,  4.  3,,//2  4.  /,:{. 

)(7) 

(,,  _  /,)3  —  ,,3         3,,?/,  _j_  3,,/,2         //i 

Dit  zijn  zeven  zeer  bekende  ,,/(')/7/?/7A^^•'^  (zie  derde  Les  «^  5). 
De  leerling  mag  niet  verder  gaan,  alvorens  hij  deze  even 
goed  van  builen  kent  als  de  tafel  van  vermenigvuldiging. 
Een  goed  middel  het  geheugen  Ie  hulp  te  komen,  en  de 
formules  toe  te  passen,  is  dat  men  ze  onder  froordeu  brengt, 
en  in  <lien  vorm  leert.  Aldus  : 

(1).     liet  product   van    de   som  en  het  verschil  van  twee 
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ffefaUen    is  gelijk  aan  het  verschil  rUr  vierkanten  (d.icz, 
ttreede  tnachten)  tW  heide  yHaJleii, 

Pas  dit  nu  eens  toe  op  de  volgende  producten. 

{x  ^  1)  {x  -f  1) ;       (5  +  «)  (5  —  a) ;       (2a  +  h)  (2a  —  b) ; 
(P  +  H  (P  —  %) ;       (^'^  -  on)  (8.f  +  5//).^ 

Men  kan  met  behulp  van  deze  formule  ook  gemakkelijk 
de  vierkanten  van  sommige  getallen  uit  ItH  hoofd  berekenen. 
Zoo  kan  men  vuor  75'^  schrijven  (75  - —  5)  (75  +  5)  -|-  25, 
en  70  X  80  -|-  25  giwit  gemakkelijk  uil  het  hoofd.  Evcjizoo 
\)T-  =  94  X  100  +  9  =  9409.  Enz. 

de  som 

(2)  en  (3).      Winineer   )nen  eau  tfnr  qHallen 

het  verschil 

venaenitjntldi(jt    niet   een    vonn^  bestaande  uit  het  kwadraat 

verminderd 

van    het    eerste    (letal,      -  -       -         met  het  product  der 

vermeerderd 

heide   (jetalleny   vermeerderd    met   het  kwadraat  van  het 

I  /    7      '    t  7    .      i"i  ^1^  som       _ 

tweede  aetaly  dan  is  ket  nrodne.t  iieliik  aan    .  —      der 

*'  -^  •     ''  het  verschil 

derde   machten  drr  heide  (jetidh'n. 

Let  er  op,  dat  //— |— /y  geeft  ^y^— 1-6^,  en  ^/ — /;  geeft 
^/^  — //^  JiOl  er  verder  op,  dat  bij  a -{- h,  liet  product  ah 
het  —  teeken   voor  zich  heeft,  bij  ft — /;  het  -f~  teeken. 

Dit  laatste  is  gemakkebjk  Ie  onthouden,  want  het  product 
[a -\-' h)  (a^- -^  ah -^  h^)  zou  nooit  ccmi  Iwec^term  lot  uitkomst 
kunnen  geven.  (Waarom  niet  ?) 

De  derde  formule  i.>  ook  gemakkelijk  uit  de  tweede  afte- 
leiden, want  verandert  men  -f-  h  in  —  h,  dan  verandert 
—  ah  in   -\- ah  cJi  -\- h'^  in  — />-^- terwijl /r  ojiverandei'd  blijft. 

Schrijf  nu  met  behulp  VcUi  2)  en  l\)  de  uitkomst  der  vol- 
gende pro<Iuclen  onmiddellijk  op,  of  vul  het  opengelatene  in. 

U  +  2)  (./:^  --  2.6-  +  4)  ;      (2.r  >-  y)  (4.^2  +  2./;//  -^   ƒ ). 
(.»;  +  3//)  (  )  :rz  .r'i  4-  27/  ;      (:3c/  — 5/>)  (         )  =  27a'^~1256\ 

.^v  i^v       ff         .     ,       ^  dr  som 

(4)   en    (5).     Bet   vierkant   run      -    ran  twee 

het  verschil 

'jeiaden    is    <jelijk:    aan    het    kwadraat    ran  het  eerste  tjetal, 
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vermeerderd 


met  her  dubbel  product  der  beide  getallen, 
verminderd 

vermeerderd  met  Iwt  kwadraat  van  liet  tfreede  getal. 

Hier  vooral  te  onthouden,  dat  [a  -f-  h)'  in  de  uitkomst  ook 
-f-  2ah,  en  {a  —  />)*'  ook  —  2ah  geeft.  Let  er  veitler  op,  dat 
men  nu  niet  enkel  ah  heeft,  maar  2ah\  het  duhhel  product. 

Hereken  nu  ter  oefening  : 

(a  f  2)2  ;      (4  -  ({f  ;      (5.^"-  -|-  ahf  ;      (.t-^  —  ^ii^^f  ;    (4a2  _  7/;)^ 

(a-\-b-\-c){a-\-h—c).      [Denk  ook  aan  formule  (1;] 
(.,  +  y  +  2z)  (..  -  n  +  2z) ;     (2.r'2  -f  3^^  _  5^.9)  (o.,-:  +  3^^  +  5^^. 

Hoe  kunt  ge  formule  (5)  uit  (4)  afleiden  ? 
Waaratm  is  9^^  —  'iOab  +  25//^  gelijk  ? 
Bereken    82'^    door    middel    van    (4).  En  79-^  door  middel 
van  (5).  Bereken  ook  113-  uit  het  hoofd.  [Niet  door  (1)]. 

Vormen  als  a^  +  2ah  -|-  h^  a^  —  2ah  +  b^  noemt  men  voU 
kometi  vierkanten. 

Wordt  gevraagd,  welke  term  bij  ,1^  +  2a.c  moet  gevoegd 
worden,  om  vaji  dien  vorm  een  volkomen  vierkant  te  maken, 
zoo  vindt  men  dezen  term  blijkbaar,  door  den  halven  coëffi- 
ciënt van  .r,  hier  a,  in  het  kwadraat  te  verheffen ;  men 
verkrijgt  dan  .v^  -f-  2a,tJ  -|-  a^  =  (./;  -|-  ^7)'^. 

Zoo  moet  bij  ./•-  -f-  6.i'  gevoegd  worden  f  --  1  ==  9.  De  vorm 

wordt  dan  .v^  +  6,v  +  9  =  (./;  +  3)^ 

En  wat  moet  bij  46'-  -f-  1 2.^/  worden  gevoegd  ? 

(Ie  som 

(6)  en  (7).     De  derde  macht  ran  y — ,  .  -  vantiree 

^  het  verschil 

(jetallen  U  gelijk  aan  de  derde  macht  va)t  het  eerste  getal 

vermeerderd 

. ,fff^t  driemaal  hef  product  van  het  k.ws.dnAt 

verminderd 

/vr/A    het    eerste    getal    met    het    Ureede,    vermeerderd    mei 
driemaal  h't  product  van  liet  eerste  getal  met  het  kwadraat 

vermeerderd 

van  het  tu-eede, — , —  —  m.et  de  ^etdi^  JXiKQÏxt  van  het 

vermmderd 

tweede  getal. 
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Let  in  de  eerste  plaats  op  de  teekeiis.  Bij  (a  -f-  hy  zijn 
alle  teekens  -j",  bij  {a  —  h)^  zijn  de  teekens  afwisselend 
-|-  en  — .  Want  verandert  men  -f-  h  in  —  />,  dan  wordt 
alleen  het  teeken  van  den  tireoden  en  van  den  vierden  term, 
waaiïn  oneven  machten  van  b  voorkomen,  omgekeerd. 

Let  verder  op  de  coëfficiënten.  Bij  (4)  en  (5)  waren  die 
1,  2,  1;  bij  (6)  en  (7)  zijn  ze  1,  3,  3,  1. 

Werk  nu  eens  uit: 

Wat  kunt  gij  schrijven  voor  a^  —  h^  —  Sab  {a — h)  ? 

Bereken  21^  door  middel  van  (6). 

Kunt  gij  dadelijk  zien,  waaraan  8a^  —  36f77y  -|-  54^6*  —  Tïh^ 
gelijk  is?  En  125/  -f  75/>a  +  15y;  +  1?  (Waarnaar  ziet  gij 
dan  het  eerst?) 

Ahjemeene  opnierkinc/,  In  alle  bovenstaande  zeven  formules 
lette  men  er  op,  dat  als  de  factoren  van  het  product  ijelijk- 
alachiui  zijn,  ook  de  uitkomst  homogeen  zal  wezen.  Bij  (a  -|-  6)^ 
meten  dus  alle  termen  den  zelfden,  en  w  el  den  derden  graad 
bezitten;  vandaar  dat  op  d^  volgt  (vb,  enz.  Door  hierop 
te  letten,  kan  men  noodlottige   vergissingen  voorkomen. 

Verder  vergete  men  niet,  dat  de  eerste  term  der  uitkomst 
het  product  is  van  de  eerste  tennen  der  factoren;  en  zoo 
ook  de  hiatste  term  der  uitkomst,  (het  product  waarvan?)  Zoo 
zal  bij  {a  —  b)  {ji^  -|-  ^^'^  +  '^^)  ^'^  uitkomst  beginnen  jnet  a^, 
en  eindigen  met  —  b'K  Altijd  nadenken,  nooit  werktuigelijk 
van    buiten  leeren:  zoodoende  zijn  grove  fouten  onmogelijk. 

Behalve  de  boven  besproken  zeven  hoofdfornmles  zou  men 
als  achtste  nog  kunneji  doen  gelden : 

(8).      (ax  4-  h)  (ex  4-  ^0  =  ai-'f'^  +  {ad  +  bc)  .r  +  hd. 

Zulke  eenvoudige  jn-oducten  als  bv.  (2.r -f-  3)  (4.f  —  5) 
bepale  men  altijd  uit  het  hoofd.  De  coëflicicjit  van  x  ziil 
hierbij  zijn  2(—  5)  +  3x4  =  —  10  +  J  2  =  2  ;  de  uitkomst 
is  derhalve  8.i-  -f"  '^«''  —  15.  Zoo  ook  (.r  +  5//)  x  —  ^l/)  = 
=  .v^  -f-  x;/  —  2üy^.  Bereken  nu  uit  het  hoofd : 

(^+4)(.r  +  2);     (y;4-5)(.6— 3);     (^  +  3)G(;-8);     (^.-4)(^.-5). 
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(2.i'f  l)(3.r+l) ;  (5.f— 1)(4^'  r  1);  (6ci;+l)(3.t— 1);  (4r— v)(3a?-j/). 
(Sx  +  4y)(2.f  +  7y) ;  (2a  +  ü)(:3«-7)  ;  {ip'-^){2p  +  7) ;  (5.r-  6y)(4^-3;/). 

2.  Kenmerken  van  deelbaarheid.   Daar  (a  -f  ^)  (a  —  />)  = 

=1  a^  —  b'^  is,  zoo  weten  wij  meteen,  dat  a*  —  b'  door  a  -f  /» 
deelbaar  is ;  liet  quotiënt  is  dan  =r  «  —  ^.  Eveiizoo  door  a  —  h. 

En  vej'der  zal  a-^  -f-  //'^  deelbaar  zijn  door  a  -f-  />,  en  a'*  —  /r"^ 
door  a  —  6,  volgens  de  formules  (2)  en  (3). 

Van  zelf  dringt  zich  nu  de  vraag  aan  ons  op:  kunnen 
wij  aaji  een  algehraïselien  vorm  van  fe  voren  zien,  waardoor 
hij  deelbaar  is?  Beslaan  er  algebraïsche  /Y^/i//^^'r^v>i  van  deel- 
baarheid ? 

Begijinen  wij  met  eeJi  paar  algemeene  in  het  oog  springende 
kenmerken. 

a.  Is  een  (jetal  een  deeler  van  eenij/e  (jetallehy  (bnf  ook  van 
de  nota  of  liet  verschil  dezer  (jetallen. 

/ tM^*^  Want  is  bv.  p  een  deelei/f/,  b,  c  en  d,  dan  is  a  = />r/', 
b  =  pb' y  c  =  />(•',  d  =  pd' ,  en  dus  is  bv.  a  —  b  -{-  c  —  (/  = 
=  pa'  -pb'-^pr'  -  pd'  =  /;  (./  —  //  +  ('/  —  d'). 

b,  Ken  deehir  van  een  <jetal  is  ook  een.  deehr  van  een  veeU 
vond  van  dat  tjetaL 

Want  is  p  een  deeler  van  a,  dan  is  weer  a=zpa\  der- 
halve zal  bv.  ab:=pa'b  zijn. 

Bij  deze  eigenscha[)i)en  moet  men  er  aan  denken,  dat  het 
omgekeerde  niet  waar  Ix^lioeft  te  zijn.  Is  bv.  5  een  deeler 
van  25,  dan  is  on]dat  25  bv.  rzi  7  -f-  18  is,  5  daarom  nog 
geen  deeler  van  7  en  van  J8.  In  letters:  is  {p-\-q)a^=^ 
z=i  pa  -f-  qa  een  {jf  -f  7)-voud,  dan  behoeven  y;a  en  qa  daarom 
nog  geen  {j)  -f-  y)-vouden  Ie  zijn. 

Evenmin  zal  4,  een  deeler  zijnde  van  12=  een  veelvoud 
van  2,  daarom  een  deeler  van  2  behoeven  te  wezen.  In 
letters  :  Is  p  een  dcH'Ier  van  jnt,  dan  is  p  daarom  nog  geen 
deeler  van  a. 

De  eigenschap  b)  wordt  dikwijls  gebruikt.  Hieruit  volgt  bv., 
dat  als  een  getal  door  J2  deelbaar  is,  het  ook  door  al  de 
(leehM's  van  J2  zal  deelbaar  zijn.  Want  is  bv.  4  een  deeler 
van  12,  dan  zal  4  ook  een  deeler  zijn  van  liet  gegeven  getal, 
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als  zijnde  een  veelvoud  van  12.  Evenzoo  zal,  wanneer  een 
vorm  bv.  door  d^  —  Ir  deelbaar  is,  deze  deelbaar  zijn,  èn  door 
tl  -j-  />,  èn  door  a  —  h. 

Van  meer  belang  t.  o.  der  deelbaarheid  \'an  algebraïsche 
vormeji  is  echter  de  volgende  Uoofdcuit'iischap, 

Wanneer  een  vorm  l\  die  de  rangletter  x  bevat, 
=  o  wordt  voor  x  =:  //,  dan  is  die  vorm  deelbaar 
door  x  —  a. 

Deelt  men  nl.  den  vorm  7^  door  x  —  a,  dan  zal,  wanneer 
Il  het    (|uotient    is,    en    R  de  rest,  in  het  algemeen  gelden  : 

V  —  (./•  —  a)  Q  +  n. 

Wordt  nu  x  =  <i  gesteld,  dan  gaat  dit  over  in 

waaruit  dus  volgt,  (hit  de  irst  der  deeluit/  door  x  —  ti  iiltijd 
'Jrlijk  is  (Vin  wdf  liet  (Mtd/  irordt,  tPfniiurr  x  =  <i  irordt  f/ezet. 

Wordt  volgens  onze  bovenstaande  onderstelling  nu  ]^j^a  =  ^>> 
(liin  wil  dit  dus  zeggen,  dat  de  ;v'.v^  =  O  is,  en  derhalve  zal  i^* 
zonder  overschot  deelbaar  zijn  door  x  —  d. 

Eenvoudige  VoorbeeUlen. 

2.r^ — 7.(r  +  ll6'  — 10  zal  deelbaar  zijn  door  ./;  — 2,  onulat 
de  gegeven  vorm  voor  x=:2  wordt  16 —  28-|-22—  lOzziO. 

Evenzoo  zal  *Sx^  -|-  2.r^  -{-  3,r  -|-  2x  —  2  deeU)aixr  zijn  door 
r  +  1,  omdat  voor  x  =  —  1  [want  x  -|-  1  i=  x  —  ( —  1)]  de 
vorm  wordt  3  —  2  +  3  —  2  —  2  =  0. 

.6'^  —  f/'^  is  deelbmir  door  x  —  a,  want  voor  x  =  a  wordt 
de  vorm  z=a^  —  ^«^  =  0,  Ook  door  ./?-|-«,  want  voor  .rzzz — a 
wordt  .«;*^  —  a^  eveneens  rt^  —  a^  =  0. 

,)r^  —  a^  is  deelbaar  door  x  —  a,  want  voor  ./;  =  a  krijgt 
men  a^  —  a'^  =  0. 

Maar  ^fi  —  d'-^  is  lu'iH  deelbaar  door  ./;  -f-  a,  want  voor 
./•  =  —  a  wordt  de  vorm  =  —  d-^  —  d^  =  —  2^//^  En  dit  is 
///V/    =  0.    (Wat    is    de   rest   der  deeling  van  x^  —  d^  door 

De   leerling  passé  nu  het  kenmerk  eens  toe  op  x^  -|-  a"^. 

5 
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Opmerl'imj,  Het  spreekt  \'anzelf,  dat  men  niet  aan  de  letter 

X    als    rangletter  gebonden  is.  Wat  b.v.  voor  ,}fl  —  a^  geldt, 

geldt  eveirzeer  \'Oor  ^/^ —  Ir^,  Dan  beschouwe  men  a  als  ran^^- 

letter.  d'^  —  Ir^  is  deelbaar  door  a  —  6,  omdat  voor  a  =  b  de 

•     vorm  =  O  wordt. 

Oefcntru/e/i. 

1 .  Wat  is  de  rest,  wanjieer  2,v^  —  5.r^  —  4./-*'-  +  7x  —  8  wordt 
gedeeld  door  .v  —  2?  En  waanneer  ,i;-\-l  de  deeleri.s? 

2.  Waarom  is  x^  -j-  ax^  +  hx^  +  bx^  +  //./•  -|-  1  deelbivir 
door  X  -{-1? 

3.  En  x^-^ax^-^-bx^-^-cx^ — rx^ — hx"^ — ax — 1  door.r — 1: 

4.  Onderzoek  x^  -|-  4t'^  —  4i'  —  1  eens  op  x  -f-  1  en  .r  —  J. 

5.  Bewijs,  dat  {a  -f-  '>  —  (•)'*  —  '^ "  —  ^^"  +  <*"*  deelbjuir  is 
door  (f  —  c  en  /;  —  c. 

6.  Is  {(i  +  />*  +  ^O"  —  ''"  —  ^ '*  —  ^*"*  altijd  deolbiuir  door 
(//  4"  ^)  {(>  +  ^*)  <^^'  +  '^)  ^  Wanneej-  niet  r 

7.  Bewijs,  dat  x'Y  +  i/z'  +  z^\v^  —  .y  —  .fz^  -  z'x' 
altijd  deelbaar  is  door  {x  —  //)(// —  :)(z  —  x). 

8.  Waardoor  kan  x^  -|-  •^•''"^  —  ^^'^'  —  J*^-^'  +  ^^  doell)aar 
zijn?  Onderzoek  al  die  mogelijkheden,  zonder  de  dee- 
lingen nittevoeren.  Welke  zijn  de  resten  ? 

3.  Toepassingen  der  hoofdeigenschap.  Wij  zijn  nu  gena- 
derd aan  de  merkwaardigste  toepassing  der  in  §  2  behandelde 
Hoofdeigenschap.  Namelijk  aan  die  op  de  deelbaarheid  van 
vormen,  welke  de  al gemeene  gedaante  a"  =fc  //*  bezitten.  Achter- 
eenvolgens zullen  M^ij  vier  eigenschappen  bewijzen. 

a,     liet   verschil    van    tirt^p  (/chj/i'ft((i)if'(/('  even  inackb'n  is 

deelhiuir    zoowel    door    het    verschil  aLs  door  dt'  SOm  d^^r 
//ro/idfaJ/f'/i, 

.r'«  —  a"  =  (./•  —  (/)  (.6'"  -^  -4-  •'•"    ^<'  4-  'f'^^'^n^  +  .  .  .  + 

( 1 )  (  _^— ^-— — — ^—     ^^  ^^^.^^^^  ^ 


X 


n 


(/."  rrr  (./;  -\~-  d)  (,*;'*-!  —  x'^-'^a  4    .ï;""  Af2 


Want    is    .v  =  a,    dan    wordt  ./•"  —  u"  m  a"  —  ^^"  =  <> ;  ^*n 
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zet  men  .p  =  —  a,  clan  wordt  ./;'•  —  a'^  =  ( —  (fY  —  ((^  = 
=  a"  —  /^"=:0,  (liiar  n  even   is  en   derhalve  ( — </)'»== -|-r7'*. 

De  (jnotienleu  dei  deelinpen  door  ,r  —  d  en  ,v  -f-  ft  goed 
te  onthouden  :  komoijcm'  vormen,  afdalend  naar  de  machleu 
van  ./%  opklimmend  naar  die  van  a.  Alle  termen  zijn  van 
den  (n  —  1)^"  graad,  dmxr  het  deeltal  .r"  —  a'^  van  den  ;^^" 
jrraad  is,  de  deeler  ./•  —  a  van  den  1*^"  pi*aad. 

Verder  ncn/en.s'  Ciu[fl\('ienten,  zooals  hij  de  formules  (4)  tot 
(7)  van  ^  1   voor  uiachten. 

Maar  vooral  dit:  deelt  men  door  .r  — f/,  dan  zijn  alle  tee- 
kens  -\- \  deelt  uien  door  ./*— 1-<^/,  dan  zijn  de  teekens  oui 
den  andere  +  en  -.  (Waarom  kunnen  in  het  laatste  geval 
(k*  teekens  niet  alle  -|-  zijn  \) 

Vrthji^n.  rit  hoeveel  termen  .heslaat  het  (piotienl  ?  Waarom 
is  hij  deeling  door  .r -|- ry  de  buitstt'  term  ne^i^atief?  Kunt  gij 
ook  de  tweede  formule  (1)  uit  de  eerste  afleiden  r  Wat  blijkt 
dan  weer? 

Door  middel  van  (J)  kan  mcMi  nu  de  vormen  a^ — Ir', 
ti^ — h^,  (t^'--//\  ((^  —  /y^,  enz.  alle  als  het  product  van  twee 
factoren  opschrijven,  waarvan  de  eene  of  a  -f-  />,  of  </  -  h  is. 
Wij  zien  tevens  dat  de  formule  (1)  van  §  1,  nl.  a- —  Ifi  =z 
=z  (a  -|-  /;)  (il  —  h)  slechts  een  bijzonder  geval  van  <ie  boven- 
staande meer  algemeene  is. 

Schrijf  nu  de  zooeven  vermelde  vormen,  te  beginnen  met 
((^ — h^,  op  tvveeëi'lei  wijze  als  het  product  van  twee  factoren  op. 

Opinevluuj.  In  het  bovenstaande  ligl  y//V/besh)ten,  dat.r"-~r^'» 
nog  niet  (iiult'ir  factoren  dan  de  genoemde  bezit  ;  integen- 
<leel,  in  een  volgende  paragraiif  —  bij  de  factoj'en-ontbin- 
ding  —   zullen    wij    zien,    dat  dit  wel  degelijk  het  geval  is. 

ft.  />  som  van.  tHU'c  i/r/ij/rntnnif/r  even  mackten  Is  nóch 
iMhmir  door  dr  som,  nóch  dtutr  h't  verschil  der  t/roud- 
(tdlt^L 

Wajit  .r«  4" ''"  wordt  noch  =0  voor  .t:  =  n,  noch  voor 
•'==  —  dy  <lerhalve  is  noch  ,v~-n,  noch  ./•  +  </  een  deeler 
van  ./,'"  +  a'^  (Wat  zijn  de  i'esten  r) 

Zoo  kan  men  ^/'^ -j- //',  a^ -^  h^,  a^' -{- ¥\  ^^^  + /r,  enz.7//V/ 
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deelen  door  n -\- h  en  rn^nmiu  {\oov  a  —  />.  Waarmede  alweer 
iiiel  gezegd  is,  dat  zulke  vormen  per  se  ondeelbaar  zijn.  Alleen, 
dat  ze  füi't  deelbaar  zijn  door  de  som  en  het  verschil  der 
(iromltallen.  Zoo  is  bv.  d^'  +  /V*  wel  deelbaar  door  n-  -|-  Ifi, 
zooals  laler  zal  blijken,  maar  niet  door  ^/ -f- />  en  a — /y.  Kii 
ook  a^  -f"  4,  dat  toeli  de  som  van  twee  kwadraten  vooi-stelt, 
nl.  (a-)^  -}■  *^*»  '^  ^^'^'  degelijk  deelbaar,  en  wel  door  a'^  -|-  2^'  +  2 
en  door  d^  —  'la  +  2.  (zie  zesde  Les,  ^  9).  Mmir  de  vonn 
is  niet  deelbaar  door  n'*-  -f-  2.  Bedenk  dit  steeds  bij  lie(  gebnii- 
ken  van  deze  eigen  sehappeji. 

c.  Het  verschil  van  ttree  (/r/ijhh'nni</e  oneven  ./nffc/tf en  is 
deelbaar  door  het  verschil  der  tirondtallen,  niet  door  de  aoih. 

d.  De  som  ran  tid'e  (jelijhiandiie  oneven  marhteit  i^s  deel- 
baar door  (b'  som  der  r/rondb/Ue/f,  waar  niet  door  /iet  rersclul. 

Het  bewijs  van  (2)  en  (3)  volgl  weer  tmmiddellijk  uit  de 
toepassing  der  Hoofdeigenschap.  Voor  .v=a  wordt .?:''— a"=<K 
voor  .r  =  —  a  wordt  .r'*  —  a'*  niet  =  o,  wanneer  ;^.  oneren  is. 
Voor  .r  =  — a  wordt  ,r^ -{' <f^^  =z  O  bij  onrren  n,  maar  voor 
.f  =  a  wordt  .f^  +  a«  niet  =  0. 

Weer  merkt  men  op,  dat  het  quotiënt  bij  deeling  door 
.v-a  alle  teekens  -|-  heeft,  terwijl  bij  deeling  door  .e -{- a 
de  teekens  afwisselend  -f-  en  —  zullen  zijn. 

Waarom  is  het  teeken  van  den  laatsten  term  hier  altijd -f^ 
Lei<l  (3)  eens  int  (2)  af.  Wat  blijkt  dan  t.  o.  der  waixrde  van  //  r 

Volgens  (2)  zijn  nu  de  vormen  tr  —  b'\  a'""  —  b^\  a'^  —Ir, 
enz.  alle  deelbaar  door  a  —  />;  de  vcnnnen  (r^-\-li'^,  o;' -\' b'\ 
ffij^]fi^  enz.  alle  door  a -{- b.  Van  a'^  —  b'-^  en  ^/^ -[- //^ 
wisten    we   het    reeds  door  de  formules  (2)  en  (3)  van  ^  1. 

De  bovengegeveu  formules  (1),  (2)  en  (3)  zijn  dus  uitbrei- 
dingen van  de  in  §  1  onder  (1),  (2)  en  (3)  reeds  vermelde 
iiarkfraardiije  jnvd neten. 

Men  kan  de  behandelde  formules  ook  in  den  vorm  van 
(pioticnteji  schrijven,  aldus  : 
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(a^  _-  ^2)  :  (a  —  h)  =  a  +  &. 

(«2  —  b^)  :(a  +  b)T=a  —  h, 

(„4  _  //i) :  (a  —  6)  =  a-i  4-  ^2^  +  a63  +  J^. 

(a»-  ^h^):(a  -\-  h)  =  a'^  —  aV^  +  aft2  _  /,.i^ 

(«3  __  J3)  .  (^  _  /,)  _  ,,2  ^  ^,j,  ^  J2, 

(,,3  ^  J3)  .  (,,    -f-  t)  =  r/2  —  «6  +  è«. 

(,,5  _  ^:>) .  (^^  _  f,)  =  0^  -^  a%  +  a^b^  +  rt^»  ^  J4. 

(«5  +  65)  .  (,j  ^  6)  _  ,j4  _  ^jSj  .^  ^?/,2   _  ^^3  _j_  J4. 

Men  spreekt  dan  van  merlinaardlge  quotlenfen, 
N()«:  ééne  opnierkiiij^  ten  slotte:  de  leerling  zal  wel  gezien 
lieliben,  dat  hei  rersrlül  van  (wee  gelijknamige  niat^iten, 
onverschillig  of  ze  t^veii  dan  wel  onevm  zijn,  altijd  deelbaar 
is  door  het  fYrschll  der  grondtallen.  Zoo  is  ^/'  —  /y**  deelbaar 
door  tf  —  />,  evengoed  als  a''  —  f)'\ 

1.  l?ewijs,  dat  {rr  -f  «^^'  —  1)'^  +  [ft  —  ^^ff  —  -l)'"^  deelbaar 
is  door  a^ — 1.  (Waardoor  is  nl.  />^  +  7^  deelbaar?) 

2.  Eji  dat  (//  —  1)-   een  deeler  is  van  den  vorm 

(2/?3  _  2a  +  If  —  (2^3  —  a}  +  6)1 

3.  Bewijs,  dat  bij  evtm  n  ./'*»  +  •'*'*^^  +  •  •  +  •^'  +  1  idtijd  >  O 
is.  (Waarvan  is  nl.  deze  vorm  het  qnotientr) 

4.  Waarom  is  elke  ('ren  macht  van  2  een  drievond -f- 1  ? 

5.  Waarom  zal  elke  rw//  macht  van  11,  vermeerderd  met 
11,  een  12-vond  zijn? 

6.  Vijidt  gij  het  niet  njerkwiuirdig,  dat  tdkr.  macht  van  76 
weer  o|)  76  eindigt  ? 

7.  Bewijs,  dat  alle  getallen  van  den  vorm  p^  —  q^  door 
8  deelbaar  zijn,  wanneer />  en  (y  r???^^^???  zijn.  En  waardoor, 
als  y>  en  q  etu'n  zijn? 

8.  Bewijs,  dat  alle  getallen  van  den  vorm  a^  —  d  door  6 
deelbaar  zijn  bij  even  a,  en  door  24  bij  oneven  a. 

9.  ld.,  dat  elke  denle  machtöf  op  het  zelfde  eijfer  eindigt  als 
het  grondtal,  of  op  een  eijfer,  dat  met  het  laatste  cijfer  van 
het  grondtal  samen  10  is.  (Wat  weet  gij  nl.  van  a^  —  a  en 
d^  -f-  a  ?  Bewijs,  dat  of  a,  IA  a^  — 1,  of  a'^-f"  ^  ^^^^  5-voud  is). 


NEGENDE  LES. 


ONTBINDING  IN  PACTOREN, 


1.    Ontbinding   van   tweetermen  van  den  vorm  d'  =t  //. 

De  in  de  voorgaande  Les  beliandelde  eigensoliapi)en  stellen 
ons  in  staat  een  groot  aantal  algebraïsche  vormen  z.g.  in 
,,fiictor('n  ie  onthi)iil(ni\  d.  w.  z.  alle  factoreji  van  zoo  hnhi 
motjelljkeii  (jnoul  op  te  schrijven,  waarNan  de  gegeven  vorm 
het  prodnct  is. 

Zijn  alle  termen  van  den  gegeven  voi-m  door  een  zelfde 
getal  of  vorm  deel  haai*,  dan  begint  jnen  daardoor  te  deelen, 
of  liever  die  factoren   ,,bniten  haakjes"  te  zetten. 

Zoo  zal  men  voor  o^  —n  dadelijk  schrijven  o  [n-^ — 1], 
waarna  o:^ — 1  verder  ontbonden  wordt.  Kvenzoo  schrijft 
men  voor  l}//'7>-  —  V2h^  eei-st  3/>"- (^/'- —  4//^),  en  ontbindt 
daarna  nog  den  vorm  a-  —  4//-.  Een  dergelijke  ontbinding 
is  reeds  bij  enkele  <ler  laatst  opgegeven  Oefeningen  noodig 
geweest. 

( )(»k  bij  vormen  als  (r  —  Ir  -\-  8  [o  —  li)  zal  men  eerst  door 

o  —  h  deelen :  {o  —  h)  {a  +  />  +  3). 

Wij  beginnen  dns  nn  met  de  factorenontbinding  van  de 
eeorofollf/sfe  N'ormen,  waarvan  de  afzonderlijke  termen  niet 
meer    door    een    zelfden    factor  deelbaar  zijn,  nl.  die  welke 

de  algeineene  gedaante  a"  =t  //'  bezitten. 

Na  het  in  de  achtste  Les  behandelde  is  hel  volgende  van 
zelf  dnidelijk. 

,,2  _  //2  _  (,,  .j_  /,)  (,,  _  f,y 

a^  +  i2  = . 
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aS  —  /^3  _  (^  _  /,)  (^2  ^  ab  +  />«). 
(t3  -f  63  =  (a  -f  h)  (a2  —  «6  +  6^). 

De  vorm  n'-^  -f-  '^^  k<^"  "i<>^  i*^  factoren  worden  ontbonden. 
Want  had  ^7-  +  Ir^  twe(»  iaetoren,  dan  moesten  die  nood- 
ziikelijk  (a  -}-  ^>)  ('/  +  '^\  of  (^/  —  h)  {a  —  h)  zijn.  (Denk  aan 
lu»t  prodnet  der  eert;te  en  laatste  termen).  Maar  noch  het  een. 
noch  het  ander  is,  zooals  wij  weten,  =  it^  -|-  h^.  Inmiei-s  de 
eerste  vorm  is  =  n"^  4"  ^'^'^  H"  '^%  de  tweede  =  ^'-^ — 2///y-|-//^ 
Kvenzoo  kunnen  noch  tï^  -|-  ry/;  -}-  '^'^^  Jioch  (r  —  nh  -f-  //• 
verder  in   factoren  worden  onthonden. 

n^ -— h^.     Wij    zagen    reeds,    dat    a^  —  h^  door  a -\- h  en 

door  ^/  —  h  deelbaar  is.  Maar  deze  ontbinding  doet  men 
nieeslal  anders.  Men  kan  id.  <(* — h^  beschouwen  als  het 
verschil  van  twee  taredf  machlen  : 

r/*-  -   />«■:=  (a^)^  ~  (//^)2, 

e»  nu  ontbinden  volgens  het  schema// — (f':=z(p-\^q){p — q)^ 

aldus  : 

a^  —  h^  z=z  (^2  +  Ifi)  (a^  —  h\ 

Daarna  kan  n^  —  Ifi  nog  eens  ontbonden  worden,  zoodat 
ton  slotte  verkregen  wordt  : 

af^  ^h^  =  (g^  4,  //2)  (,,  j^  /,)  (^  _  i,y 

Vergelijken  wij  nu  deze  uitkomst  met  die  van  bl.  69  der 
voorgaande  Les,  zoo  blijkt  dat  n'^  -f  rrh  -f-  ah'  -\-  h^  nood- 
zakelijk =  (//,  +  h)  (//'2  -f  b%  en  (r  —  n'h  +  air  —  fy^  = 
=  {a  —  /;)  (^'^  4" '-'')  lïioet  wezen.  Inderdaad  blijkt  dit  bij  ver- 
menigvuldiging het  geval  te  zijn. 

Wij  hacklen  de  bovenstaande  vormen  ook  wel  direct  in 
lactoren  kunnen  ontbinden,  maar  dat  zou  een  veel  langer 
werk  geweest  zijn.  Zoo  hebben  wij  bv.  : 

ü-^  4-  a-h  +  «i^  +  b^  =z  a^a  -f-  h)  +  b\a  -f  6)  =  (a«  +  b'^)  (a  -f  b). 
En  zoo  ook  de  tweede  vorm. 

n^ -j- fjK     Deze  vorm  is,  evenmin  als  t/'^ -f />2,  in  foctoren 


l*iM 


ontbindbaar.    Eerstemachts*fiu*toren   zouden   alleen  a  -|-  '-^  ^" 
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a  —'  h  kimiion  zijn,  maar  die  zijn  volp:oiis  h)  van  §  3  <ler  voor- 
gaande Les  ji:éen  farloren.  Er  zonden  dns  nofi:  hveedeniaehts- 
faetoren  knnnen  zijn.  Maar  ook  die  zijn,  zooals  wij  laler 
znllen  zien,  niet  aanwezig  ^). 

Erenmin  als  tr  -\-  Ir  en  n^  -f"  '^^  knnnen  a^  -f-  //,  r/"'  -f-  //'•, 
(v^'^  +  /y'^^,    koiioin    alle    <lergelijke  vormen,  innirin  de  tWjHh 

/tenten  s/ec/its  fucforen  2  beratten,  in  laetoren  worden  ont- 
bonden,  noeli  eerstemaeld.s-,  no<'li  Iioogeremaelits-faetoren. 

(V'  qz  /y\     HierN'oor    kan    niets    anders  worden  geschreven 
dan  (zie  boven): 

iv^  qz  A->  —  ((/  zp  h)  (a^  d=  iv^h   f  (^^Z)^-  rb  ri/r'^  -f  /;'). 

De  beide  vijftermige  vormen  zijn   niet  verder  ontbindbaar. 
Dit    zal    evenmin    het   geval    zijn    bij    al    <lergelijke  vormen, 

iranneer  de  e.rpo/tenten  ran  it"  ±://^  oniJeellxire  ijetalleif  zijn. 
Deze  laatste  vormen  knmien  (hm  nl.  niet  beselionwd  worden 
als  de  som  of  het  veiNehil  van  hnjere  nuiehten  [evenals  bv. 
a^ — h^  kon  worden  besehonw<]  als  ('ï'^)- —  (/>*')"],  en  als 
zoodanig  worden  ontbon<len.    Zoo  hebben  wij  eenvondig: 

co  zp  /A  —  (g  zp  b)  (rf''  d=  aV>  4-  a7>3  zb  a^h^  4-  a%^  dtz  ah^  +  h% 

en  evenzoo  a^^  =f  />^^    a^^  =f:  //'^   a'^  =f  //"^  enz. 

De    leerling    behoeft    echter    niet    bevreesd    te  wezen  ooit 
dergelijke  vormen  te  znlleji  tegenkomen, 

a^'  —  //     Dit  kan  ^vorden  ojïgevat  als  (a^)^  —  (//^)^,  maar  ook 

als  (a^)'  —  (Jy^Y-  Het  hfdtste  is  te  verkiezen :  altijd  beschonwe 
men    den  gegeven  vorm  als  de  som  of  het  verschil  van  zoo 
btidj  ïnoijelijke  nuicltten. 
Wij  hebben  dns: 

a^\  —  U>  —  (a'^  +  />-^)  (a-^  —  />'^). 
derhalve 

a6  —  />«  =  (g  -f  ?,)  (^2  —  ah  4-  Z^g)  (g  ^  b)  (a"  +  a6  +  A^). 


^)  De    z.g.  jyOnnwtbdrc*'*  factoren  blijven  bier  gebeel  builen  boscliou- 
wiiig.  Ook  daarop  konieu  wij  later  teiLijj. 
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Men  ziet,  dat  (evenals  bij  n^ — /f^)  zoowel  a'\-hahn  —  f> 
belioorlijk  als  factoren  voorkomen,  (verscliil  van  twee  enm 
(nl.  6*')  niaeliten). 

n^'-\-ffi.  De  ontbinding  volgens  (//'^)^ -f- C^^)'^  i^' ^^^*"^ör?^'Ük» 
omdat  />^  +  (/■"  niet  kan  ontbondeji  vvoidcn.  Men  is  dus  hier 
wel  genoodzaakt  a^  -f"  ^^  *^  beschouwen  als  (a-)^  +  (/>')^j  <^i» 
nu  volgens  het  schema  y)'^  -f-  q^  =  (/>  -{-  (/)  (/r  -•})(/  +  cf)  te 
ontbinden.  Wij  krijgen  dan : 

gH  4-  Ifi  —  (gg  -\-  fc^)  (f/>  —  aVj-  +  />4), 

Hieruit  ziet  men  dus  weer,  dat  ft^'*  4~  ^^'*'  *^l  '^  *'^'^^^'  vorm 
niet  deelbaar  door  ^  +  ^^  ^^  ^'' ~  ^^'  ^^^^''^  ^^^'^  factoren  bezit. 
(Zie  bl.  t)8  boven). 

OpmtTiiiff/,  Had  men  (f' —  1/*  ontbonden  als  (</-)'^  —  {I^^^V^ 
dan  had  men  evenzoo  verkregen : 

,fi  _  ifi  =  {a'  ^  Ir)  (a*  +  a'/;2  +  6*). 

Vergelijkt  men  dit  met  het  zooeven  vooi'  ff*  -  //'  gevondejie, 
dan  blijkt,  (hit  [fi^  —  />^  =  {a  +  />)  {a  —  h)  zijn<le]  ^/^  +  a'h^  +  /> * 
noodzakelijk  =  (//'^  —  /'/A  +  //-)  (tr  -j-  </A  -f-  Ir)  moet  wezen. 
Inderdaad  zagen  wij  reeds  vroeger,  (hit  dit  het  geval  is. 
Hieruit  ziet  men  tevens  het  nadeel,  wjuiraan  men  zich  bloot- 
stelt, door  niet  volgens  hel  eenvoudigste  schema  te  ontbinden. 
Men  krijgt  dan  altijd  vormen,  die  nog  verder  ontbindbaar 
zijn,  en  waarvan  men  de  fixctoren  niet  op  het  oog  ziet,  en 
eerst  door  andere  middelen  (zie  later)  kunnen  opgespoord 
Av  orden. 

Nog  een  opmerking.  Deelt  men  den  vorm  <v^  -|-  Ir^  dooi' 
a  + 1),  dan  daalt  in  het  cpiotient  de  exponent  van  a  tel- 
kens niet  1  eenheid  af,  en  klimt  die  van  b  met  een  eenheid 
op.  Zoo  was  n^  +  h^  =  {a  -j-  'O  (^''^  —  ^^^>  '■{-f>^)'  Maar  deelt 
men,  zooals  bij  ^/'  +  //',  door  <i^  -\-  Ir,  dan  daalt  de  exponent 
van  a  telkens  met  2  eenheden  af,  ter^vijl  die  van  /;  evenzoo 
met  twee  eeidieden  opklimt.  Het  aantal  termen  van  het  quotiënt 
blijft  dus  hetzelfde,  of  men  </^  -f"  ^^^  ^^>^^^*  '^  +  '^  ^^^^  ^^^1 
a!^  4"  ^*'  door  (t^  -f"  ^^  deelt,  nl.  in  beide  gevallen  drie. 

Zonder  eenige  nadere  bespreking  zijji  nu  de  volgende  ont- 
bindingen van  zelf  duidelijk. 
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a^  —  AS  —  (,,>  ^  Ji.)(,,l  —  6^)  =  (a*  +  6+)(a2  -f  b^){a  -f  A)(a  —  h). 


(i 


10 


/>»0  —  (.jö  ^  /,:>)(,,o  _  /,5)  _  pjij^. 


]Mon  ziet  dus,  rlal  bij  vormen  mef  ere)i  inachtcii,  als  l>v. 
f/7^  qp  /;^''\  die  met  het  —  teeken  altijd  bevoorreeht  zijn.  Deze 
kan  men  nl.  altijd  als  het  versehil  van  twee  ffr^rd*'  machten 
besehouwen,  tei'wijl  die  met  het  -|-  teeken  alleen  als  de  som 
van  twee  hoogere  oneven  machten  (bij  ft^'* -\- /f^^  bv.  als  <le 
som    \an    twee  rij/dc  machten)  kunnen   worden  beschouwd. 

Men  merke  wederom  op,  dat  bij  de  ontbinding  van  rr^ '  -\-  /;'" 
in  den  tweeden  factor  de  expojient  van  ^t  met  2  eenheden 
afdaalt,  die  van  h  met  evenveel  eenheden  opklimt,  en  dat 
men  evenals  bij  />"'  -f-  (/•'  rijf  termen  vei'krijgt.  Evenzoo 
daalt  bij  //''  =f  //'  in  <kMi  tweeden  factor,  nl.  ^/*'  i:  (v^li'^  -|-  /V', 
omdat  daar  door  tf^  =f:  ly'  .aedeeld  werd,  de  exponent  van  // 
met  3  eenheden  af,  terwijl  die  van  h  met  3  eenheden  opklimt. 

De  leerlinp:  ontbinde  nu  zelf  eens  a^-  —  />'*  en  ^/^^ -f- />'-. 
Voorts  ontbinde  hij  de  voljrende  vormen. 

27r(''  +  125//'  ;     ()-l./'  ~  729  ;     .r'  -  32  ;     ./•'«  -i-  243. 

Men  vraagt  ook  te  be^^ijzcn,  dat  alle  getallen  van  den 
vorm  tr'  —  a  door  30  deelbaar  zijn,  wanneer  n  (nun  is,  en 
door  240,  wanneer  n  oncrcn  is. 

Evcjizoo,  dat  //*  —  n  in  dezelfde  gevalfen  door  42  of  1()8 
zal  deelbaar  zijn. 

Bewijs,  dat  elke  4^'  macht,  waarvan  het  gi'ondtal  niet  oi> 
5  eindigt,  op  1  of  O  zal  eindigen.  (Zie  bl.  (il),  Vr.  9). 

En  dat  elke  5"  macht  zal  eindigen  op  het  zelfde  cijfer  als 
het  grondtal.  (Zie  id.) 

2.   Ontbinding  van  drietermen  van  den  vorm  r/t- + bx + c. 

Heginnen  wij  met  drietermen  van  de  gedaante  a''*^'\-l.v-{'ii)y 
Wiiiir  ^/  =  1  is.  DiVii' 

(.,r  4-  p)  (./•  4   q)  =  ./-'^  -f  {p  +  q)  .P  -f  pq, 

zoo   vindt   men  p   en  ^,  door  te  zoeken  naar  twee  getallen, 
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wjiarvan  do  som  =  h  (de  coëfficiënt  van  ,r),  oji  \\q\  product  =  c 
(de  ,, bekende*'  term)  is.  Zoo  vindt  men  voor  liet  genoemde 
voorbeeld  gemakkelijk  : 

,jr2  ^  7.,.  +  10  m  Cr  -f-  2)  (,/•  +  5). 

Immers  2  -|-  '^  =  "  ^"  2X5  =  10.  Men  kan  dns  ook 
vragen  najxr  twee  factoren  van  JO,  waarvan  de  som  =  7 
is :  2  en  5.  Even  zoo  : 

.,.2  _^  4.^  _  21  =  (,,'.  +  7)  (.r  —  3), 

omdat    -f"  7    en    —  3  opgeteld  geven  -f-  4,  en  vermenigvul- 
digd   —  21.    (Hier   zou  men  ook  kunnen  vragen  naar  twee 
fa(*toren    van    21,    die    4   verschillen  :  7  en  3,  en  ze  dixarna 
de  goede  teekens  geven). 
Op  dezelfde  wijze  is 

.,,•2  —  .,.  —  1 2  =r  (.f  4-  3)  (./•  -  4), 

omdat  de  som  van  -\-  3  en  — 4  oplevert  — 1,  en  het  product 
—  12.    (Twee    factoren    van  12,  die  1    verschillen:  3  en  4). 
En  eindelijk  : 

.,.2  _  8.7r  -f  IT)  =  (.r  —  3)  (.r  —  5), 

waar  — 3  en  —5  samen  — H  zijn,  en  vermenigvuldigd -f-l»^ 
geven.  (Twee  factoren  van  15,  die  s<amen  8  zijn:  3  en  5). 
Is  niet  de  coëtVicient  van  ./•'  de  eenheid,  maai  de  bekende 
term  c=l,  dan  kan  de  ontbinding  toch  op  dergelijke  wijze 
geschieden.  Zoo  heeft  men  l)v. : 

12./;-^  +  7.P  -+;  1  r=  (3./;  +  1)  (4.r  +  1). 
8.r2  —  6.V  +  1  =  {2x  —  1)  (4.r  -    1). 

Is  de  bekende  term  =  —  1,  zoo  moet  men  zorgen,  dat  de 
factoren  -|-1  en  — 1  op  de  juiste  plaatsen  komen  te  staan.  Bv.: 

15ev^-  +  2.V  —  1  =  (3./;  +  1)  (o.v  —  1). 
20.^2  —  .r  —  1  =  (5.r  +  1)  (4.r  --  1). 

In  het  eerste  geval  zal  -|-  5.r  en  —  3.r  samen  -f-  2 /'  geven, 
in  het  tw^eede  geval  leveren  -|-  4r;  en  —  5.r  samen  —  ,v. 

Het  bovenstaande  blijft  natuurlijk  gelden,  wanneer  twee 
rangletters  aanwezig  zijn  : 

,r^  4-  5.r^/  +  Gf  =  ( .1-    +  2//)  {,v  -I-  3y/). 
d.c"  —  2.vy  —   y'2  _-  (3,^  4.   y  )  (,p  _  y  ),     ^ 
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Oe/enbhien,     Tc  ontbinden  : 

>  4_ ']().,.   f  24  :     ./-  —  5.r7/  +  4v2  ;     .r^  +  ±c  —  .S5  ; 

.^.4  _  5./>y  _  24// ^ ;     40.r^  +  13,ir  4-  1  ;     ü.c^  _  5.r  —  1  : 

8.,.«  +  l.v^  —  1  :     18/)''  —  Oy>-  +  1. 

Moeilijker  wordl  de  ()nll)indinji:,  wanneer  noch  <t,  noch 
r  =z  1  zijn.  Het  is  wel  zeer  eenvoudig  te  vermenigvuldigen 
r2./'+3)f  3.7 +5)=6./ '^-f  1 9.r+l  5,  maar  omgekeerd  (>./  2_^1  a/-f  1 5 
weer  terug  (e  ontbinden  in  (2.r  -f-  3)  (3.r  -|-  5)  is  zoo  gemak- 
kelijk niet.  De  eoc'^flleient  H  kan  op  vele  manieren  in  fac- 
toren worden  ontbc^iden,  evenzoo  15  :  die  factoren  kunnen 
zeer  verschillend  gecond)ineerd  worden,  en  alleen  de  juiste 
combinatie  van  de  juiste  factoren  zullen  -\-  19  geven.  Dat 
zou  dus  een  langdurig  zoeken  on  probeeren  kunnen  worden. 
(Tclukkig  is  er  iets  anders  op  te  vinden.  Algemenen  is  (Zie  1)1.  03): 

((i,r  -|"  ^')  (^'•''  -}-  'O  ^=^  "''•'*'^  -f^  ("^'  "1-  ^''')  •'■  -^  ^'''• 
Nu  kan  men  voor  het  product  van  den  coëflicient  van  .r  en 
den  bekenden  term,  nl.  ar  X  /><A  ook  schrijven  ffd  X  ^^c-  Maar 
de  coëflicient  vaji  .r  is  ftd  -f-  hr,  zoodat  we  weer  twee  getallen 
hebben  te  zoeken,  waarvan  het  product  en  de  som  bekend  zijn. 
Hebben  wc  bv.  (J.r -j- 1 9.r -|-  15  te  (mtbinden,  zoo  zoeken 
wij  twee  factoren  van  6x15  =  90,  waarvan  de  som  =  19 
is.  Men  vin<lt  gemakkebjk  9  en  10.  De  coëfficiënt  van  ,r 
kan  nu  (^rsij/ltst  worden,  en  zoo<ioende  de  <lrieterm  tot  een 
vierterm  wordcji  ternggel)raclit  ;  (J.r-  -j-  9.r  -|-  lO.r-j-  15.  Men 
heeft  daji  verder,  dat   dit  gelijk  is  aiin 

3,r  (2,r  +  3)  +  5  (Ir  +  3)  =  (3./'  +  5)  {2./'  +  3). 
Had  Uïcn  voor  den  vorm  gevSchi'CNen  iir  -f-  lO.r -|-  9.r -f- 15  =r 
—  2.r  {liv  +  5)  +  3  C.ir  +  5)  =  (2./'  +  3)  (3.r  +  5),  dan  had  men 
natuurlijk  dezelfde  factoren,  maar  in  omgekeerde  \'olgorde  ge- 
vonden. De  splitsing  van  den  middelsten  term  is  dus  zoodanig, 
dat  men  de  beide  (lederltelijke  producten  terug  krijgt,  welke 
ontstaan,  wanneer  a,r  -\-  h  met  cv  -f-  (^/ wordt  vermenigvuldigd  : 

nx    -f  h 


üCiV^  -f-  {ad  4-  bc)  X  -|-  bd 
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Zoodoende  wordt  dus  het  produet  weer  uit  elkaar  gehaald, 
waarna  de  oorspronkelijke  factoren  dadelijk  zijn  terug  te  vinden. 

Ander  voorbeeld.  Zij  gevraagd  te  ontbinden  2./?^ -|- 3.?' — 20. 

Men  zoeke  nu  naar  twee  factoren  van  2  X  (—  20)  of — 40, 
die  tezamen  +3  zijn.  Daarvoor  vindt  men  gemakkelijk -(- 8 
en  -  -  5.  Alsnu  is :  In^  +  3.r  —  20  =  2.6'^  +  H^u  —  5.f  —  20  = 
=  2.V  {.V  4-  4)  —  5  (.r  +  4)  =  {Ir  —  5)  (./•  -f  4). 

De  leerling  ontbinde  nu  ter  oefening  de  volgende  vormen. 
().r2  4.23./-f  7;    8r24-2.'y-15//2  ;    3a*— /^2-30;    10y)2~  39y>  +  14. 

OpinerJiinf/.  De  ontbindingen,  welke  in  deze  paragraaf 
behandeld  zijn,  kunnen  slechts  dan  langs  dezen  weg  gevon- 
den worden,  wanneer  men  de  te  zoeken  getallen,  die  aan 
een  bepaalde  voorwaarde  moeten  voldoen,  op  het  oog  kan 
bepalen.  Door  lang  zoeken  kan  men  er  bij  groote  getallen 
natuurlijk  altijd  komen,  miu\r  dan  is  er  een  eenvoudiger 
Aveg,  om  de  gezochte  factoren  te  vinden,  welke  echter  eerst 
in  hot  tweede  Deel  zal  worden  aangegeven  (bij  de  vierkants- 
vergelijkingen). 

Natuurlijk  zijn  er  een  massa  vormen,  welke  fu't't  in  facto- 
ren kunnen  worden  ontbonden  ;  men  ziet  dit  evenwel  spoedig 
jrenoeg.  Zoo  kan  (\i^  —  S.v  -f- 1  onmogelijk  ontbonden  wor- 
den, want  er  bestaan  geen  getallen,  die  vermenigvuldigd 
-|- 6  geven,  opgeteld  — 3.  F]venmin  .7- -j- 3.r -|- 4,  wijl  twee 
factoren  van  4,  die  samen  =  3  zijn,  niet  bestiian.  (Hoe  staat 
het  met  x^  +  5.r  -\-  4  r) 

Ook  op  dergelijke  gevallen  wordt  later  teruggekomen. 

3.  Andere  ontbindingen.  Wordt  gevraagd  te  ontbinden 
,1'^ -{- l^c^ -{- 225,  zoo  kan  dit  niet  op  de  boven  uiteengezette 
wijze  geschieden.  Twee  lactoren  van  225,  die  samen  14  zijn, 
hestaan  niet.  Toch  kan  de  gegeven  vorm  in  twee  (ftYt^dr- 
/////c/f/.v-factoren  worden  ontbonden,  en  wel  op  de  volgende 
wijze.  Daar  .r^  en  225  beide  vierkanten  zijn,  en  wel  van 
.r-  en  J5,  zoo  kan  men  van  den  gegeven  vorm  een  volko- 
nn'/i.  r'h'rhiiit  maken,  door  14./*'  te  vcM'vangen  door  het  dubbel 
prcnluct  van  .r  en  15,  d.w.z.  30.r.  Men  schrijve  dus,  daar 
14r2  =  30/3_J6^'^^  is: 
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x^  +  14.r2  +  225  nz  {,v}  +  SO.t-^  +  225)  —  16.r. 
Maar  dit  is  gelijk  aan 

(.,.2  +  15)2  —  (4.,.)2  _  (,,.2  +  15  4-  4.r)(w;'-  +  15  —  4ef), 

vülfi:ciis  liet  sclienia  y>^  —  7^  =  (y>  -(-  y)(y>  —  q),  Na  rang- 
schikking komt  er  dus  ten  slotte: 

x^  +  Ux^  +  225  =  {,ifi  +  4.r  +  15)(.*r2  —  4.f  +  15). 

N.H.  ^len  had  ook  kunnen  schrijven: 

,;.4  j^  14.^.2  ^  025  ^_^  (.,.!■  _  3o./r3  -^  225)  4-  44.r^. 

Maar  dan  was  wel  ,v^  —  30.r-  -[-  225  een  volkomen  vierkant 
geworden,  maiir  niet  44(*~,  en  bovendien  had  men  niet  het 
rer.schll,  maiir  de  .vo/?^  van  twee  vierkanten  geluid,  wat  als 
zoodanig   niet   ontbindbaar  is. 

Had  men  te  ontbinden  gekregen  4.r'"  —  48  ./r//^ -|~  %**>  ^^^^o 
zou  men  geschreven  hebben : 

4.ï,4-  _  48.r'2y-  j^  9;^J.  _  (4.,,-*  _  \2.v^y-  +  9^*)  —  3().<:-^y2  _ 

—  (2^2  _  3,^2y2  _  (6^^.,^)2  _  (2a.'2  —  3.r  +  'oxy) (2.^'3  —  3.n/  —  G./7/). 

Men  heeft  dan  de  uitkomst  nog  te  rangschikken.  Uier  zon 
de  splitsing  van  — 48,r?/2  in  -\'V2.v!^y^  —  ^Oa^y^  niet  tot  het 
doel   hebben  gevoerd,  omdat  60  geen  volkomen  vierkant  is. 

Men  ontbinde  nu  eens: 

x^  —  28.ï;- ƒ  +  1/ ;     c/"  —  3(t^  +  1 ;     a*  +  4  ;     a^  +  G4^K 

4.  Nog  eenige  voorbeelden.  Zie  hier  nog  eenige  uitgewerkte 
voorbeelden  van  ontbindingen,  welke  met  behulp  van  al  het 
voorgaande  gemakkelijk  kunnen  worden  uitgevoerd. 

a.   4a26*'— (a-+//^-('-)'=[2a^^  +  (aH/>'^-<^')]r^<^^— («^^ 

=(,,  +  /,  +  ,)  (a  +  /;  -  .)  (.  +  (a  -  h)){c  -  (a  -  h))  = 
— ((/  +  //  4-  c){—  o  -^  b  +  c){a  —  b-]-  (•)(//  +  />  —  c). 

Deze  ontbinding  komt  iji  de  Meetkunde  voiu-  bij  de  be- 
rekening van  de  hooglelijnen  van  een  driehoek. 

/;.  2a-^/;2  +  2a-c'^  +  26V  —  a^'  —  b^  —  ('}  = 

:^4a-//2  —  [(a-?-  +  //^)2  —  2r'?(V7-^'  +  b'^)  +  o^J  = 

=  4(£'^6'^ — ((i^-\-b'^—c''-y^  =  enz.  (zie  Voorbeeld  a)). 

.,.n_|.>_|_(;4.,^5_[_(}4— ;.(;(^,,:i_[_l)^040^^^^^^ 

—  (./>_^.(34)(/r^  l)=(.i-  +  4)(.f^  —  4.//^  +  l(3)(.r  4-  l)(.t.2  ^^^-i). 
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.r'*  -|-  64  kan  nl.  ontbonden  worden  als  {.v^f'  -j-  4-^. 

Deze  vorm  is  er  op  berekend  den  argeloozen  leerling  te 
vei-sclialken.  Ziende,  dat  ./•*  —  J  en  ;y*  —  c*  gemakkelijk  ont- 
bindbaar zijn,  gaat  hij  deze  ontbindingen  uitvoeren.  Maar  dan 
blijft  l)ij  steken  : 

;/2.v2  (.,2  _|.  1)  (.,  ^  1)  (.,  _  1)  +  .,2  (^2  ^   ,2)  (y  +  ^)  (^  -  ..). 

Dit  is  nl.  niets,  want  er  staat  nog  een  +  teeken  tnsschen  de 
twee  producten,  en  men  heeft  den  gegeven  vorm  dus  niet 
in   facUmni    ontbonden.  Iets  builen  haakjes  halen  kan  men 

ook  al  niet.  Beter  doet  men  dus,  de  bedriegelijke  haakjes 
weg  te  nemen,  en  de  termen  van  den  gegeven  vorm  op 
(unUir  wijze  samen  te  nemen,  bv.  den  J*^"  en  3^'"  term: 

Hierna  kan  nog  .r-//-  —  c*^  in  (.ry -|- c)  (.iv/  —  z)  worden 
ontbonden. 

Men  beproeve  nu  de   volgende  vormen  te  ontbinden. 

1.  (5.r  +  3y  —  zf  —  (ix  +  2y  —  8c)^. 

2.  900.ry  —  (25  afl  +  9y«  —  4^2)« ;   144/)'^  —  (9/)3  —  (^^  +  4)^. 
a.     l&^y  4-  72.i?^^3  +  8z/2^a  —  81./;i  —  .v^  —  16^^ 

4.  4  (c(&  +  ct/)-2  —  («2  -f  ü^a  _  c2  -  ,/2)2.     1) 

5.  4/i6-2  —  20i-^  +  45a56  -  9rr^ ;     .r^  +  ±c^  ^  .c  —  2. 
ö.     ;>Y  _  1  4-  ,yt  _  ^'i ;     64.ü0  +  8.r^//  —  y  —  1. 

7.     ,,y  (w/2  +  1)  —  X  (a-  +  ƒ )  ;     (-Ir^  +  3^^*^)  (t  +  (2a«  +  3j?-^)6. 

9.     Hepioef   eens    te  ontbinden  den  vorm 

./^^  -f  a.v.  —  /a6'  4-  ,v  +  2(/  —  r//y  +  />  —  2. 
[Schrijf  .^'^  +  ./;  (./  —  />  -f  J)  4-  (2<^  -^-  2  —  ^;/>  +  h\ 

10.  Ontbind    (5./.  —  9//)  (2^/  -  hh)  —  (3./  —  7/^)  (6c/  +  bh)  + 
+  (3./  —  7//)  (7c/  --  3/yj  —  {Zn  —  7/y)  (3c/  —  13/>). 

1 1.  Ontbind    ook  ,r^  +  //^  +  -^^  —  3.r//j. 
Aanwijzing.  Selirijt  voor  dezen  vorm  : 

^)  Dezo  ontbindin}?  koint  in  de  Moetkundp  voor  l)ij  de  borekoning  vnn 
<Jen  hilioiid  ynn  den  koordenvierhoek. 
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=  (•'•  +  :'/)•*  +  ^'^  —  '^«'7/  (•^"  +  //  +  -)^  en  hrciig  uu  .r+y  +  r 
buiten  haiikjes.    Ininiei-s  {.e  +  //)'*  +  ^^  i«  deelbaiii'  door 

(•^'  +  //)  +  -'  * 

12.  Nu   het  zelfde  met   .r^  +  27//^  +  125.-^  —  45.n/c. 

13.  Ontbind   .r^  +  Ir  —  ar  -  6. 

Aanwijzing*.  Daar  deze  vorm,  indien  ontbindbaar,  sleelits 
uit  het  produ(*t  van  (b'ie  eerstemaehts-faetoren  of  een 
eerstenuu'hts-  en  een  tweedemaehts-faetor  kan  bestaan, 
zoo  is  er  in  elk  t!;eval  een  eerstemaehts-faetor.  Deze  kan 
slechts  A'  ±:  1,  .(•  ±1  2,  ./•  rt  3,  *t'  =t  6  zijn.  ,v  +  1  blijkt 
een  factor  te  zijn,  want  voor  .e  =:  —  1  wordt  de  vorm 
=  0.  Na  deeling  door  .v  -f- 1  vindt  men  voor  den 
anderen  factor  .v^  -j-^r—  H  =  =:  {>r  +  3)  (•'•  —  2)- 

14.  Men  (mtbinde  nu  op  dezelfde  wijze  ur^  —  4/r  —  7,c  -\-  10. 

15.  Deel  door  middel  van  factoren-ontbindijij»: 

.^.s  _^  .,.fi  +  .r ^  +  ./;2  -I-  J   door  x'  —  .v^  +  ,ir  —  ./•  +  !. 
(Waiirvan  zijn  id.  deze  vormen  het  ([uotient  r) 
1(3.     Wanneer  is  .r-"  -\-  j-^w   2  _|_         _|_  .^.'J  .^  j   deelbjuir  door 

.r« -f  .,•«-»  +  .  ...f  .r4-l.? 
17.     Hewijs,    dat    wanneer    /f    en    h  >  O    zijn,    ook    altijd 
fi^  -f-  '^''  —  ^^^^^  —  ^f^^^  >  ^  i'"^- 


TIENDE  LES. 


OVER  DEN  GBOOTSTEN-GEMEENEN-DEELER 
VAN  GETALLEN  EN  VORMEN. 


1.  Bepalingen,  enz.  Fleii  getiil  dat,  of  algehniïsclie  vorm,  die 
op  eeni<?e  gegeven  get«allen  of  vormen  deelbaar  is,  wordt  een 
fji'meene  (gemeensfhaj)pelijko)  deelcr  van  die  getallen  of  vor- 
men genoemd.  Is  dat  gelal  zoo  (jroot  mogelijk,  of  is  de  graad 
van  den  vorm  zoo  kooij  mogelijk,  met  coëfficiënten,  die  zoo 
(ji'oot  mogelijk  zijn,  dan  spi-eekt  men  van  den  grootsten 
gemeenen  deeler  der  gegeven  getallen  of  vormen.  (Verkort 
lieschreven  G.  G.  D.) 

Is  de  grootste  gemeene  deeler  de  eenheid,  dan  zegt  men, 
«lat  de  getallen  of  vormen  onderUng  ondeelbitar  zijn. 

Men  kan  den  G.  (1.  D.  op  twee  manieren  bepalen,  door 
ihellnj/  en  door  /artoreiionthindhu/. 

2.  G.  G.  D.  van  getallen  door  deeling.  Heginnen  wij  met 
de  eerste  methode  bij  (jetallen.  Deze  bernst  op  de  volgende 
f,n-ondstelling. 

De  G.  G.  D.  van  twee  getallen  is  de  zelfde  als  die 
van  het  kleinste  getal  en  de  rest  der  deeling  van 
het  kleinste  getal  op  het  grootste. 

Hebben  wij  nl.  bij  twee  getallen  A  en  B,  waarvan  A  het 
kleinste  is: 

aIb     q 
R 

dan  is  B  =  AX  Q+H. 


\ 
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Derhalve   zal   elk   getal,  dat  op  A  en  R  deelbaar  is,  ook 

deelbaar  zijn  op  ^4  X  Q  en  11,  en  dus  ook  op  jB=: .4X0+^- 
(volgens  welke  eigenscha[)pen  ?)  Elke  deeler  van  ^  en  iR  is 
dus  ook  deeler  van  A  en  7i.  De  beide  getallen  A  en  B 
bezitten  dus  zeker  f/t'm  llehunum  G.  G.  D.  dan  ^4  en  It. 
Maar  ook  ijeen  (jrootereii.  Want  daar  omgekeerd  Ii=:B — A  Q 
is,  zal  Me  deeler  van  A  en  B  ook  een  deeler  van  R  zijn, 
dus  van  A  en  /?. 

De  leerling  zal  vragen  lioe  het  met  B  en  R  staat.  Daar 
yl  X  Q=^  B  —  R  is,  zal  een  deeler  van  B  en  R  wel  een 
deeler  zijn  van  A  X  Q-  Mjuir  dit  sluit  volstrekt  niet  in,  dat 
die  deeler  ook  een  deeler  van  A  is  (zie  8^  Les  §  2). 

Wij  begimien  dus  het  kleinste  getal  op  het  grootste  te 
deelen.  is  de  rest  toevallig  =  O,  dan  is  het  kleinste  getal 
zelf  de  G.  G.  D.  Nemen  wij  bv.  J08  en  192: 

108  /  192  \  1 
'  108   ^ 


84 


De  G.  G.  D.  van  108  en  192,  volgens  de  boven  l)eAvezen 
eigenschap»  dezelfde  zijnde  als  van  84  en  108,  gaan  wij  nu 
84  oj)  108  deelen  : 


84    '108 
'    84 


24 

Maar   de    G.  G.  D.    van   84   en  108  is  dezelfde  als  die  van 
24  en  84,  dus  wordt  24  op  84  gedeeld  : 

24  /  84  \  3 
72 


12 

En  omdat  de  G.  G.  D.  van  24  en  84  weer  dezelfde  is 
als  die  van  12  en  24,  moeten  wij  ten  slotte  12  op  24 
deelen : 
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12      24  \  2 
'   24  ^ 

De  rest   is  =  O,  derhalve  is  12  de  G.  G.  D.  van  12  en  24, 
dus    van    24    en    84,   dus  van  84  en  108,  derlialve  van  de 
gegeven  getallen  108  en  192. 
De  gelieele  bewerking  schrijft  men  op  de  volgende  wijze. 

108  I  192      l 

'   108   ' 

"sï  I  108  \  1 
'     84 

"24  /  84  1  3 
72 


12  /  24 
24 


O 

De  laatate  deeler  is  dus  altijd  de  G.  G.  D. 

Daar  de  resten  steeds  kleiner  worden,  zoo  ki-ijgt  men  dns 
in  elk  geval  ten  slotte  een  rest  =r  O,  maar  de  laatste  deeler 
kan  zeer  goed  =  1  zijn.  De  gegexen  getallen  waren  dan 
onderling  ondeelbaar.  Bv,  bij  12  en  31 : 

12  f  31     2 

'24  \ 

"l'j\2\  1 
7 

"  2  /  5  \  2 
'   4    ■ 


;  .  1 


1  /  2  \  2 
'   2  ' 


G* 
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Bekorthig,  Vooral  de  laatste  bewerking  is  tamelijk  lang, 
en  men  kan  veel  spoediger  den  G.  G.  D.  te  weten  komen, 
door  op  te  merken,  dat  de  G.  G.  D.  van  A  en  B  ook  de 
zelfde  zal  zijn  als  die  van  A  en  IV  =  A  X  Q'  —  B.  Het 
product  van  deeler  en  quotiënt  behoeft  dus  niet  noodzakelijk 
kleiner  te  zijn  dan  het  deeltal,  en  kan  men  dus,  teneinde  de 
rest  te  verkleinen,  het  quotiënt  met  een  eenheid  vergi-ooten. 
De  beide  voorgaande  bewerkingen  w  orden  dan  eenvoudiger : 

108  /  192  1  2  12  /  31  \  3 

216   ^  36   ^ 

"24  /  108  \  4  "T  /  12  1  2 

'     96  ^  ^  10  ' 

'~12  ;  24  1  2  "~2  \  5  \  2 

'   24  ^  ^  4   ^ 


O 


O 

3.  Eigenschappen. 

a.  Elke  gemeene  deeler  van  hree  (jctallm  U  (Mhaar  op  den 
(j.  G.  /).,  e7i  omgeheei'd. 

Immers  elke  deeler  der  beide  getallen  is  volgens  de  grond- 
stelling een  deeler  van  elk  der  resten,  die  men  l)ij  de  achter- 
eenvolgende deelingen  verkrijgt,  dus  ook  van  de  voorlaatste 
rest,  d.w.z.  van  den  G.  G.  D.  De  omgekeerde  eigenschap  is 
oniniddelijk    duidelijk,  (volgens  welke  vroegere  eigenschaj) r) 

h.  Wordfni  de  helde  f/ef/eren  getallen  met  p  renneitigruldigd 
of  door  p  gedeeld,  dan  zal  ook'  de  (r.  (t.  D.  p-nia Jen  g rooier 
of  kleiner  worden,. 

Deelt  men  nl.  ])A  op  pB,  dan  zal  het  quotiënt  Q  niet 
veranderen,  nuiar  de  rest  jf)-malen  grooter  worden.  Immers 
lt'=pB  —  pA  X  Q=p(B  —  Ax  Q)  =  pR.  En  deze  rest  is 
kliuirblijkelijk  weer  kleiner  dan  de  deeler  ^1,  want  is /^<[.l, 
dan  is  ook  pU<:^pA.  (alle  getallen  worden  nl. />o.yiV/^^/ onder 
steld.)  Alle  volgende  resten  zullen  dus  evenzeer  ^>-maal 
grooter  worden,  derhalve  ook  de  G.  G.  D, 
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Wordt  door  p  gedeeld,  dan  zal  de  G.  G.  D.  ook  /finaal 
kleiner  worden,  want  \vor(len  de  verkregen  getallen  wederom 
met  p  vemienigvnldigd,  dan  zal  de  G.  G.  D.  ook  weer;y-nmal 
grooter  moeien  worden,  d.w.z.  gelijk  moeten  worden  aan 
den  oorspronkelijken  G.  (i.D. 

De  leerling  zal  inzien,  dat  deze  eigenschap  van  groot  nnt 
kan  zijn  ter  hekortwci  van  het  zoeken  van  den  G.  G.  D. 
Heeft  men  hv.  den  G.  G.  D.  te  bepalen  van  108(K)  en  192(K), 
zoo  zoekt  men  dien  van  108  en  192,  en  vernienigN'nldigt 
(lezen  met  1(K).  Evenzoo,  wanneer  men  op  het  oog  andere 
eenvondige  faetoren  ontdekt,  waardoor  de  beide  gegeven 
getallen  knnnen  worden  gedeeld. 

c.  Deelt  men.  de  heide  (/efjereti  r/ef allen  door  hm  (i.  (/.  f)., 
dan  zvlhni  de  (jnotieiffen  onderline/  ondeeJhaiiv  zijn. 

Want  volgens  de  voorgaande  eigenschap  Avordt  dan  ook 
(Ie  G.  G.  D.  door  {Xqw  G.  G.  D.  gedeeld  ;  deze  w(n'dt  dus 
=  1,  d.w.z.  de  verkregen  quotiënten  zullen  onderling  ondeel- 
baar zijn. 

Wij  zijn  nu  in  staat  de  volgende  zeer  belangrijke  eigen- 
schappen  te  l)ewijzen. 

d.  Wanneer  een  (feta/  deelbaar  is  op  het  product  ran  twee 
of  meer  4/etaHen,  en  onderlimj  ondeelbaar  is  met  alle  i/etidlen 
op  een  na,  zoo  is  dat  getal  noodzakelijk  een  deeler  van  dat 
laaUte  getal. 

Zij  bv.  f)  deelbaar  op  A  X  S*  maar  onderling  ondeelbaar 
met  A.  Ihxn  zal  de  G.  G.  D.  van  ^;  en  A  de  eenheid  zijn, 
derhalve  zal  die  van  jyB  en  AB  volgens  de  Eigenschap  //) 
=  7i  zijn.  Maar  daar  ^;  deelbaar  is. op  pB,  en  volgens  de 
onderetelling  op  AB,  zoo  is  ook  volgens  a)  p  een  deeler 
van  den  G.  G.  D.  B.  (w\  t.  b.  \v.).  ^) 

Hadden  wij  het  product  ^'an  Ay  B,  C  en  D,  en  is  p  onder- 
ling ondeelbaar  met  A,  B  en  C\  dan  zal  volgens  het  zooeven 
bewezene  —  daar  p  deeler  is  van  Jl  X  -B  X  CX  D,  maar  niet 

1)  Dit  is  een  afkorting  voor  „zra^  te  bewijzen  wa8'\  Men  schrijft  ook 
wel  q.  e.  d.,  hetwelk  beteekent  quod  erat  demonstrandumy  het  latyn- 
sclie  aequivalent  van  het  voorgaande,  of  liever  de  letterlijke  vertaling  ervan. 


86 

van  A  —  noodzakelijk  p  een  deeler  van  5  X  Cx^Ö  moeten 
zijn.  Maar  p  is  ook  niet  op  li  deelhaar,  derhalve  moet  /) 
deeler  zijn  van  C  X  ^^,  en  daar  eindelijk  p  en  C  onderling 
ondeelbaar  zijn,  zoo  nuHi.  p  een  deeler  van  D  zijn.  En  daar- 
mede is  de  eigenseliap  volledig  bewezen. 

e.  Zijn  tinee  gelijke  (jefaUen  A  en  B  In  ondeelbare  fac- 
toren  (/ es j flitst,  dan  zullen  deze  nood ztdel IJk  identiek  moeten 
loezen,  d.tn.z.  elke  ondeelhdre  factor  zal  in  liet  eerste  getal 
een    zelfde   aantal  malen  moeten  voorkomen  als  in  het  tweede. 

Is  nl.  p  een  der  ondeelbare  factoren  van  het  eerste  getal 
Ay  dan  is  p  ook  een  deeler  van  het  tweede,  volgens  de  onder- 
stelling aan  .1  gelijke  getal  B,  Maar  p  is  ondeelbaar  onder- 
steld, en  dns  onderling  ondeelbaar  met  alle  ondeelbare  factoren 
van  7i,  die  niet  =  p  zijn  ;  derhalve  moet  p  noodzakelijk  op 
minstens  een  der  ondeelbare  factoien  van  B  deelbaar  zijn 
(volgens  d))y  d.w.z.  minstens  een  dezer  factoren  moet  zelf 
=  jf>  zijn. 

Stel  nu  dat  p  niet  een  keer,  maar  bv.  3  keer  in  A  voor- 
komt, dan  zal  p  dns  volgens  het  zooeven  bewezene  minstens 
een  keer  in  B  moeten  voorkomen. 

Deelen  wij  nu  .1  en  B  door  p,  dan  zijn  de  beide  quotiën- 
ten A'  eji  7i'  weer  gelijk.  Maar  p  is  dan  nog  2  keer  in  yl' 
aanwezig,  dus  moet  p  ook  weei*  mifistens  1  keer  in  B'  zit- 
ten. Weer  door  p  deelen,  waarna  p  nog  een  keer  in  .1" 
voorkomt,  dus  ook  in  ./i".  Evenveel  malen  dus  als  p  in  A 
voorkomt,  zal  /;  ook  in  B  voorkomen,  en  ook  omgekeerd. 
En  dit  geldt  voor  eiken  ondeelbaren  factor. 

Eu  daarmede  is  mi  tevens  bewezen,  dat  een  getal  slechts 
op  éen  wijze  in  ondeelbare  factoren  kan  ontbonden 
worden. 

Op  welke  irijze  men  dus  ontbindt,  men  zal  (tltijd  tenslotte 
dezelfde  ondeelbare  factoren,  zien  verschijnen. 

Zoo  isbv.  108  =  27X4  =  9X3X^-^X2  =  3X3X3X2X2. 

Of   ook    108  =  36  X  3  =  3  X  12  X  3  =  3  X  3  X  4  X  3  = 

rr3X3X2X2X3.  Enz. 

Het    zal    noodig    zijn    optemerken,    dat    deze  voorgaande 
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oijjenscliap  —  evenals  de  daaraan  voorafgaande  —  ook  toe- 
passelijk is  op  ahjehm'isclte  vormen,  Stilzwijfj^end  hebben  wij 
in  do  voorgaande  Les  reeds  van  deze  eigenschap  gebruik 
gemaakt.  Want  om  bv.  a^ — h^  in  ondeelbare  fa(*U)ren  te  ont- 
binden, noemden  wij  het  onverschillig  of  men  schrijft : 

a*  —  h^  =  {(fiJ^  h'^)  (rt-2  —  /r2)  =  (^2  +  6-2)  (a  4-b){a  ^  h), 
dau  wel  bv. 

a^^b^  =  {a-\-  b)  {(fi  —  a'b  +  ab'-  —  6«)  =  (a  +  b)  {a  —  /;)  (a»  +  b'^). 

Ten  slotte  komen  er  geheel  dezelfde  —  niet  verder  deel- 
l)are  —  factoren. 

Als  (mmi<ldellijke  gevolgen  van  de  bewezen  (vet  gedrukte) 
eigenschap  kunnen  nu  de  volgende  eigenschappen  gelden. 

/'.  /v  een  f/etdl  deelbaar  op  een  ander,  dan  zal  elke  ondeel- 
bare  factor  ran  het  eer.ste  (jetal  in  het  andere  nünMens  eren- 
veel  nullen  roorh>nn*n^  en  onnjelxeenL 

(Hoe  luidt  deze  eigenschap  nu  omgekeerd  ?) 

Het  bewijs  der  genoemde  eigenschap  is  als  volgt.  Daar 
het  deeltal  het  product  is  van  deeler  en  quotiënt,  zoo  zal 
natuurlijk  de  deeler  in  zijn  (jeheel  als  factor  in  het  gegeven 
getal  voorkomen.  Miuir  daar  deze  deeler  slechts  op  een  wijze 
in  ondeelbare  factoreit  ontbindbaar  /^v,  zoo  zullen  ook  alle 
ondeelbare  factoren  van  den  deeler  in  het  getal  moeten 
voorkomen. 

Is  omgekeerd  ai\n  de  voor>vaarde  voldaan,  dat  de  factoren 
van  het  eene  getal  alle  in  het  andere  aanwezig  zijn,  dan 
kan  men  die  in  het  laatste  getal  tot  éen  product  samenvoe- 
gen, waarna  dat  getal  door  dat  product  deelbaar  is. 

Zal  bv.  een  getal  door  18  deelbaar  zijn,  dan  moet  dit 
getal  minstens  een  factor  2  en  twee  factoren  3  bezitten ;  en 
omgekeerd :  bevat  het  gegeven  getal  die  factoren,  dan  is  het 
door  18  deelbaar. 

g.  Wanneer  een  getal  deelbaar  w  door  eenige  onderling 
ondeelbare  getallen^  dan  zal  dat  getal  ook  deelbaar  zijn 
donr  het  product  dezer  getallen.  • 

Verdeelen    wij,    om    deze    eigenschap    te    bewijzen,    het 


88 

fi:egeven  getal  in  orrooj)en,  waarvan  de  eersle  alle  factoren 
van  den  eei^len  deeler  bevat,  de  tweede  die  van  den  vol- 
genden deeler,  enz.,  terwijl  de  laatste  groep  dan  alle  overige 
deelers  lievat.  Men  zal  iirzien,  dal  deze  verdeeling  alleen  dan 
geschieden  kan,  wanneer  de  verschillende  deelers  onder/ini/ 
ondeelbaar  zijn.  Zijn  l>v.  18  en  35  deelers  van  een  getal  .1, 
dan  kan  men  dat  getal  voorstellen  als 

A  =  (2  X  '^')  X  (5  X  7)  X  -l'. 

Immers  volgens  de  eigenschap  ƒ )  moeten  de  factoren  van 
18  alle  in  A  voorkomen,  en  evenzoo  die  van  35.  Maar  nu 
is  het  duidelijk  dat  A  deelbaar  zal  weze]i  door  het  product 
van  2  X  3^  =  18  en  door  5X7  =  35. 

Waren  de  getallen  niet  oiulevUiKj  ondeelhaar,  had  men  bv. 
9  en  12,  dan  moeten  in  A  vanwege  den  deeler  9  minstens 
2  factoren  3  voorkomen,  en  vanwege  den  deeler  12  (behalve 
minstens  een  factor  3)  nog  2  factoren  2.  Maar  nu  behoeft 
het  gegeven  getal  A  nog  niet  door  9X12  deelbaar  te  zijn, 
want  daartoe  zouden  er  minstens  drie  fac*toren  3  in  .1  moe- 
ten voorkomen,  hetgeen  niet  noodig  is  voor  de  afzonderlijke 
deelbaarheid  door  9  en  12. 

Opmerkim/.  De  leerling  bestudeere  de  Eigenschappen  d) 
tot  ƒ/)  nu  nog  eens  aandachtig.  Hij  zal  dan  het  klemmende  van 
het  betoog  beter  inzien,  en  niet  voor  vanzelf  sprekend  aanzien, 
wat  het  werkelijk  niet  is.  Men  is  zoo  geneigd  te  redeneereii : 
wanneer  een  getal  door  4  en  9  deelbaar  is,  zoo  ,, spreekt 
het   toch    wel  vanzelf',  dat  het  ook  deelbaar  is  door  4X9. 

Neen,  dat  s])reekt  niet  vanzelf;  dat  is  alleen  waar,  waan- 
neer t)evvezen  is,  dat  een  getal  slechU  op  eene  irljze  in  ondeel- 
bare factoren  te  ontbinden  is.  Wat  wèl  vanzelf  vspreekt  (ten 
gevolge  van  vroegere  eigenschappen)  is,  dat  wanneer  een 
getal  door  4  deelbmir  is,  en  het  quotiënt  is  nog  eens  door 
9  deelbaar,  dat  dan  het  gegeven  getal  door  4  X  •*  zal  deel- 
baar zijn.  (Waarom  ook  weer  ?)  Maar  niet  vanzelf  sprekend 
is,  dat  wanneer  een  getal  deelbaar  is  door  4,  en  dat  zelfde 
(jetal  ook  door  9,.  dat  het  dan  ook  door  4x9  moet  deel- 
baar zijn.  Dat  is  in  de  voorgaande  stellingen  bewezen. 
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Ook  op  algebraïsche  vornien  is  dit  natuurlijk  van  loe[)as- 
sinj»:.  Weten  wij  bv.  dat   .7'''  —  //'•  deelba^ir  is  door  ./•  —  //  en 

door  .^'  +  /A  ^^^^^  '^'^^  •^'''  —  //*  ook  door  O' +  //)('' — //),  d.w.z. 
<lt>or  .?r-  —  7/-  deelbaar  zijn. 

4.  G.  G.  D.   van  getallen  en  algebraïsche  vormen  door 
faotorenontbinding. 

Na  al  het  behandehle  zal  het  duidelijk  zijn,  dat  de  (t[.(t.  I). 
van  eenige  getallen  of  vornien  gevonden  worilt,  door  het 
product  van  die  factoi'en  te  nemen,  die  in  al/f'  getallen  of 
vornien  voorkomen,  elke  fiictor  met  den  kleinsten  exponent, 
waarmede  hij  in  een  of  meer  der  getallen  of  vornien  voor- 
komt. 

Voorbeelden.  Zij  gevraagd  den  (1.  (i.  D.  te  bepfilen  der 
getallen  72  =  2-^  X  3^  en  120  =  2'^  X  3  X  •^>.  Men  vindt  dan 
onmiddelijk  2'^  x  3  =  24.  De  factor  5  komt  slechts  in  het 
tweede  getal  voor,  kan  dus  niet  in  den  (J.  (i.  D.  voorkomen. 

Wordt  gevraagd  den  (1.  (x.  D.  te  bejialen  van  18,  54,  60 
en  72,  dan  kan  men  ook  aldus  handelen.  De  (t.(t.  D.  is 
zeker  of  het  kleinste  der  gegeven  getallen,  of  een  dceler 
daarvan.  Nu  is  18  deelbaar  op  54,  dus  zal  het  alleen  noodig 
zijn  18,  60  en  72  te  ontbinden.  Nu  behoeft  men  volstrekt 
niet  altijd  tot  aan  de  ondeelbare  factoren  te  gaan  ;  schrijft 
men  18  =  6  X  3,  60  =  6  X  10,  72  =  6  X  12,  dan  ziet  men 
onmiddelijk  —  daar  3,  10  en  12  onderling  ondeelbaar  zijn 
(d.w.z.  geen  G.  (l.D.  bezitten)  —  dat  6  de  G.  (i.  D.  der 
gegeven  getallen  zal  wezen. 

Vraagt  men  naar  den  G.  G.  D.  van  ,/•- — rr,  .r' — (r\  .r — tr, 
dan  is  het  dus  ook  niet  noodig  al  die  vormen  geheel  in 
factoren  te  ontbinden.  De  (i.  (i.  I).  zal  nl.  =.?•'"  —  d-  of  een 
deeler  daarvan  zijn.  Nu  is  x^  —  a'^  =  {.v  -j-  a)  {.v  —  a),  en  w  -f-  a 
niet  deelbaar  op  jr^  —  a^  en  .c"  —  a",  daarentegen  .r  —  /Mvel. 
.1'  —  a  is  dus  de  G.  G.  D. 

Van  de  vormen  x  +  y,  a*  —  ?/,  .r*  —  y^,  ./'  —  f/^  ziet  men 
onmiddelijk  in,  dat  ze  geen  G.  G.  D.  bezitten,  omdat  er  twee 
bij    zijn,  nl.  .r -(- y  en  »r  —  y,  die  onderling  ondeelbaar  zijn. 

Heeft    men    den    G.  G.  D.    te    bepalen    van  2,v^  —  '2.v^  en 
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4r'  —  8.r-  —  12.1',  zoo  lette  men  ook  op  de  getallen-factoren. 
Men  heeft  nl. : 

2.r*  —  2.r2  =  2j!^  (.7r«  —  1)  =  2/i?«  (.r  ^-  1)  (.r  —  1). 
4.^:j  _  8.r2  —  12j-  =  4.6'  (^r^  —  2,,:  —  3)  z=  i.v  {.r  +  1)  (./.•  —  3). 

Voor  den  (i.  G.  D.  vindt  men  dns  2x  {.c  -j- 1). 

ga  men  eci'st  na  of  er  een  éentermige  faetoi  is  — 


in    het   voorgaande  voorbeeld  2,r  en  4.r,  Avaar(h>or  alle  ter- 
men der  gegeven  vormen  kunnen  worden  gedeehl. 
Zie  hier  nog  een  voorbeeld. 

ISa^i  _  VSoab'^  =  15«  (a^  —  9/>2)  =  15a  {a  +  3/>)  {a  —  3^). 

lOrt-i  —  GOa%  +  9i)ab^  =  lOa  (a^  —  (iah  +  9lr)  =  li)n  {a  —  3b)'. 

De  G.  G.  D.  is  (bis  khiarldijkelijk  =  5//  {(f  —  3//). 

Voorlmdchnh  ter  oefenliKj,  De  leerling  beproeve  nu  eens 
zijn  krachten  op  de  volgende  vormen  (tevens  hernieuwde 
oefening  in  factorenontbinding). 

1.  a^  +  6ai  +  W^  —  e^  en  a'  +  3ai  +  ac. 

2.  4a«  —  9ft2  en  ia^  —  \2ah  +  9/>2. 

3.  27.i;3  —  125^  en  27.^3  —  135.r2^  +  22hxy^  —  I2hy^. 

4.  4a«  --  />2  4-  2hc  —  c«  en  4a2  +  4a/>  +  b^  —  c^. 

5.  2lp^  —  63;>  —  588  en  29>p^  —  140;>  —  392. 

6.  ^2  +  2a//  —  35//2 ;   a^  +  5a//  -  146«  en  a^  +  lOo//  +  21//-. 

7.  .r2  —  25  ;  .v«  +  2x  —  35  ;  2a-2  —  13.i;  +  15 ;  3.t'3  —  16.p  +  5. 

8.  iib  '{'  ac  —  b^  —  Ifc  ;     (i%  —  ar^c  —  6*  -j-  Ir^c. 

9.  </.«  —  1  en  (r'  +  a*  —  2a^^  +  r/^  +  a  —  2.  (Splits  de  laatste 
vorm  in  twee  drietermen). 

10.     20/;*  +  //3  —  ]   en  25/;*  +  op^  —  p  —  A,  (Welke  termen 
moeten  in  den  tAveeden  vorm  bijeengenomen  woixlen?) 

5.  G.  G.  D.  van  algebraïsche  vormen  door  deeling.  Zijn 
de  gegeven  vormen  niet  meer  op  het  oog  in  factoren  te 
ontbinden,  dan  zoekt  men  den  G.  G.  D.  op  de  zelfde  wijze 
als  voor  getallen  in  §  2  is  uitgelegd,  nl.  door  deeling.  Hierbij 
doen  zich  evenwel  in  vele  gevallen  eigenaardige  moeilijk- 
heden   voor.    In    elk    geval    deelt    men    eerst,   voor    zoover 
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mogelijk,  door  éentermige  factoren^),  ^loet  men  bv.  den  G.  G.  D. 
bepalen  van 

2.r'^  +  2^2  _  i6.r  -L  12  en  Q.i^  +  18./;*  —  SO.r^  +  54/'2  _  48.r, 

zoo  deelt  men  den  eersten  vorm  eerst  door  2,  den  tweeden 
door  6.r : 

.^.3  ^  ,j.2  _  8.K  +  6  ;     .r*  +  3.^3  —  5.r-  +  9.r  —  8. 

Wij  moeten  er  dan  aan  denken  den  {i:evonden  G.  G.  D.  der 
laatste  twee  vormen  nog  met  den  G.  G.  D.  van  2  en  6.c, 
d.w.z.  met  2  te  vermenigvuldigen.  Voeren  wij  nu  de  bewer- 
king uit  evenals  in  §  2  is  geleerd,  dan  vinden  wij  het 
volgende. 

.,:3  ^  ^2  _  8.;.  4-  6  /  .ü'^  +  3.f3  —  ö.t^  -f     9./;  —     8  \^  +  2 

2.r^  +  S£^  +    3.7  —     8 
2^^  +  2.v3—  16a'  +  12 

^ÏÏMIT97^I~20 
.ï,=J  ^  19.6-  --  20  /  .r3  4-      .r^-  —    8.r  +  6  \  ^ 


—  18.r^  +  12.'c  +  6 

Nu  zouden  wij  eigeidijk  door  moeten  deelen,  want 
—  18.r*' -f- i2cr -f- 6  is  nog  niet  de  rest  der  laatste  deeling. 
Wij  zullen  dan  ook  voortgaan  met  deze  deeling,  maar  eerst 
'iiftdat  we  de  verkregen  rest  door  —  6  liebben  gedeeld.  Dat 
dit  geoorloofd  is,  blijkt  hieruit,  dat  op  de  verkregen  rest 
eveneens  de  grondstelling  bij  het  zoeken  van  den  G.  G.  D. 
van  toepassing  is,  nl.  dat  de  G.  G.  D.  van  deeltal  en  deeler 
dezelfde  is  als  van  rest  en  deeler.  WeJh^  rest  doet  er  niets 
toe.  jMaar  dan  zal  ook  de  deeling  door  —  6  geen  invloed 
uitoefenen  op  den  te  zoeken  G.  G.  D.  Want  die  factor  — 6 


^)  Ook  bij  het  zoeken  van  den  G.  G,  D.  van  twee  gelallen  door  deeling 
(zie  §  2)  deele  men  de  gegeven  getallen  eerst  door  die  factoren,  welke 
men  door  de  gewone  rekenkundige  kenmerken  van  deelbaarheid  op  het 
oog  ziet. 
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is  filH  in  den  deeler  iv^-  -j-  19?'  —  20  aanwezig,  en  kan  duj* 
ook  Jiiet  in  den  (4.  (7.  D.  aanwezig  zijn.  Deelen  wij  dus  eerst 
door  —  <>  *),  en  deelen  daarna  verder,  daarbij  de  door  —  G 
gcdeel<le  rest  als  deeltal  besehon wende:  vooreerst  omdat  de 
rest  nog  niet  van  Uvgeren  graad  is  dan  de  deek^*,  maar  ook 
omdat  de  eoëffieient  van  .r*^,  nl.  3,  grooter  is  dan  die  van  .r^ 
in  den  deeler,  nl.   1  : 

.;;2  _|_  19,,.  —  20  /  3.7t2  _    2.r  --    1  \  8 

/   3.r«  +  57.1-  —  60 

—  59.r  +  59 

Deze  rest  is  nn  van  lageren  graad  dan  de  deeler.  Maar 
wederom  kan  zij  door  —  59  gedeeld  worden,  welke  factor 
niet  in  den  deeler  voorkomt.  Wij  verkrijgen  dan  ten  slotte  : 

j?—  1  /  .r-2  +  19.7;  —  20  \  w  +  20 


20.1'  —  20 
20.C  —  20 

Ö 

De  geheele  bewerking  moet  natuurlijk  aaneengesloten  geschre- 
ven   worden. 

Voor   den    gezochten    (x.  G.  1).    vindt  men  mi : 

(i.  O.  D.  =  2  Or  —  1). 

Zoeken  wij  nog  den  G.  G.  D.  der  volgende  vormen. 

/  \ 

,ri_4.,.2y^y.,.^e_5,^3    /.pU.,2.r3fy_     5,??«l/2—     .iry-i  -f-  3//*\   .1^+6// 

6a^y  -  24^2y2_[.  48^y3_  30^  4 

'lï^y2-~44^vH3V 
lly2     : L_ 

.^2 — 4jjt/-j-3y2 


^)  Dit   verkleinen    van  resten  kan  ook  met  succes  bij  het  zoeken  van 
don  G.  G.  D.  van  twee  getallen  door  deeling  geschieden» 
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« 


5,v*2 

-y 

f 

/ 

/ 

«'^  —  .V  / 

1 

/ 

-T^'y   +  3.y2 
-  3.'7/   +  3//2 

3.V 

Daar  de  gegeven  vonnen  niet  door  een  genieenscliappe- 
lijken  eenlerm  deelbaar  waren,  zoo  is  de  gez(x*lite  G.  G.  1). 
eenvoudig  =  .r  —  y. 

Twee  keer  was  het  mogelijk  een  rest  door  deeling  te 
verkleinen. 

Miu\r  niet  altijd  loopt  het  zóo  eenvoudig  af.  Dat  zien  wij 
aan  het  volgende  voorbeeld.  De  vomien  zijn  van  gelijken 
graad,  dus  is  het  onvei'schillig  welke  als  deeler  wordt  geno- 
men. Kiezen  wij  echter  om  gemakkelijk  te  doorziene  liede- 
nen die,  welke  den  kleinsten  coëflRcient  bij  den  2^"  term  bezit. 

j.*  _[-  5.^3  -j_  4^2  —  9.C  —  9  /  A'*  +  12.i;3  +  29^'3  —  18  \    1 

/  d.'*  +   5  .f3  +   4  .^?'-  —  9.<j  —  9 

7  .«rS  -f.  25.r2  +  9^-r'9 

7.ri+25.r-+9ec— 9        ci?*+   5a'3+     4.7;-—     9.t—     9     \  ^«(+10) 

'   7.fH35.ri+   2"8.«?2_  63.f—  Os'^ 
7.»*+25;u3+     9.i?«—     9.r 

I0.r3:jr"i9.ï.2_   54^  63 

70efy+133~7s^'^78^'~^4Ï  ^ 
70a'S+250.i?34-   90.t'—  90 

—117./;^— 4687^^1^1 
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x"^  4-  4>g  4-  3   ƒ  Ix^  4-  25jr«  +    9.f  —  9  \  7jj  —  8 


—  3.r«  —  12.r  —  9 

—  3.^2  —  12.C  —  9 

O 

Wal  moest  hier  geschieden?  De  rest  7.f3 -|- 25.c- -j- 9.<*  —  9 
kon  niet  0[)  den  deeler  gedeehl  worden,  omdat  de  coëfficiënt 
7  grooter  is  dan  1.  Wij  moesten  derlialve  het  nienwe  deel- 
tal d^  +  5.r^  4"  "^'-^ . —  •^•''  —  '^  eerst  met  7  vermenigvuldigen, 
teneinde  de  deeling  iuo(jeUj]c  te  maken.  Daarjnede  wordt 
alweer  niets  aan  den  (j.  O.  I).  veranderd.  Bij  de  rest 
lü.r^  4"  1^''^  —  •^^•^*  —  ^^  halverwege  de  decling  bleek  dit 
nog  eens  noodig.  Gelukkig  kon  (hiarna  de  eigenlijke  rest  door 
— 117  gedeeld  worden,  en  vond  men  nu  spoedig  voor  den 
G.G.  D.  ./,.2  4.  4,;  4.  3. 

Ik  nnuik  ej-  den  leerling  opmerkzaam  op,  dat  de  (piotienten 
der  achtereenvolgende  deelingen  niet  de  minste  beteekenis 
bezitten.  De  grimdstelling,  nl.  de  i\.  (i.  D.  van  <leeler  en  deeltal 
is  dezelfde  als  die  van  deelei*  en  rest,  en  omgekeerd,  kuit 
de  quotiënten  geheel  buiten  spel.  Men  kan  ze  evengoed 
weglaten.  Hij  de  middelste  deeling  schreef  ik  (4- 10)  tussclien 
haakjes,  omdat  deze  term  van  het  quotiënt  eigenlijk  op  een 
nmiwe  deeling  betrekking  heeft,  nl.  van  den  deeler  op  de 
met  7  vermenigvuldigde  rest.  Miuir  nog  eens,  die  quotiënten 
doen  hier  absoluut  niets  ter  zake. 

In  het  voorgaande  voorbeeld  lie|>  het  nog  betrekkelijk 
eenvoudig  af  met  twee  vermenigvuUligingen  met  het  kleine 
getal  7.  Maar  het  komt  helaas  zeer  dikwijls  voor,  dat  men 
met  veel  grootere  gelallen  moet  vermenigvuldigen,  en  niet  bij 
éene  deeling,  maar  bij  een  pmir  opeenvolgende.  En  dan  kan 
hei  gebeuren,  dat  men  ten  slotte  met  coëfficiënten  van  6  en 
meer  cijfers  moet  werkeji.  (ielukkig  is  dan  altijd,  wanneer 
de  nood  het  hoogst  is  gestegen,  de  redding  het  meest  nabij, 
want   tegen   het   eind    der  be^verking  —  bij  de  voorlaatste 
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deeling  —  moet  de  rest  dan  plotseling  door  een  zeer  groot 
getal  deelbaar  worden,  want  hebben  de  opgegeven  getallen 
kleine  coëfficiënten,  dan  zal  ook  de  G.  G.  D.  kleine  coëfficiënten 
bezitten. 

Men   kan  in  zulke  gexallen  —  en  ook  in  alle  andere  — 


de  bewerking  nog  eenigzins  vereenvoudigen,  door  in  de  ver- 
schillendo  deelingen  alleen  met  de  coëfficiënten  te  werken, 
en  de  rangletters  weg  te  laten.  Alleen  moet  men  er  dan  ' 
goed  op  letten,  dat  w\anneer  bv.  op  een  term  met  a^  volgt 
een  term  met  .i*,  men  deji  daartusschen  liggenden,  onthre- 
hmden  term  met  den  coëfficiënt  O  aanduidt.  Andei^s  zou  de 
deeling  natuurlijk  geheel  in  de  war  raken,  want  dan  kwamen 
de  overeenkomstige  termen  niet  meer  onder  elkaar  te  staan. 
Ziehier  een  voorbeeld  van  een  zoodanig  bovenbedoeld  on- 
aangenaam geval,  waarin  groote  coëfficiënten  Ie  voorschijn 
komen.  Den  leerling  zij  in  zulke  gevallen  op  het  Jiart  gedrukt 
toch  vooral  langzaam  en  nauwkeurig  te  rekenen,  desnoods 
elk  cijfer  twee  maal  over  te  rekenen,  want  maakt  hij  een 
fout,  dan  is  hij  meestal  verloren. 


3+lU  — 6-24+  11+  6       /       3+~12— "9-^48+  aif  36— •^7     ^  ^  '^^ 

3+10—    6  —  24+  11+    6 


2—    3-24+22+3Ü-27 


6—    9  — 72+66+ yo -81 
6+  20-12-  48+  22+12 


3 


—  29  —  60+114+68—93 
*^+60-114—  ~m^^ 


29  +  60-114  —  68  +  93/3+     10—      6—     24+     11+      6      \  3  +  55 

' „ 29  \ 

87+  290—  174—  696+  319+   174         \ 
87+  180—  342—  204+  279 

110+  168—  492+     40+  174 
2 1: 1 

55+     84—  246+     20+     87 

29 


1595  +  2436  —  7134+  580+2523 
1595  +  3300-6270  —  3740  +  5115 

—  864—864  +  4320  —  2592 

_864 

1  +  1-5  +  3 
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1  ^-  1  —  5  4-  3  /  29  +  60  -  114  —    68  +  93  \  29  +  31 

/  29  +  29  —  145  +    87  •  \ 

""'"31+ ~3r~f55  -jTgs 
31  +    31  _  155  +  93 

Ö 

De  G.(J.D.  is  dus  .r^  4.  .^^  _  5j?  +  3. 

De  leerling  lette  op  de  verschillende  verkleiningen.  Een 
der  opgegeven  vormen  kon  door  2  worden  gedeeld  ;  dit 
heeft  geen  invloed  op  den  (r.  (i.  D.  Bij  de  eerste  dceling 
moest  twee  keer  met  3  worden  vermenigvuldigd ;  de  rest  kon 
door  —  1  worden  gedeeld.  Bij  de  tweede  deeling  moest  twee 
keer  met  29  worden  vermenigvukligd;  de  tweede  keer,  nadat 
de  rest  eerst  door  2  gedeeld  werd.  (iets  deï'gelijks  nooit  ver- 
zuimen 1)  Ten  slotte  kon  de  rest  door  —  864  worden  gedeeld. 

En   nu  oefene  de  leerling  zich  met  de  volgende  Opgaven. 

1.  30.r'  _  2,rhj  -f  4.r\v2  —  2(i./'2y^  -  l^.vij^  -L  12^^> ; 
25.rö  —  10.r\y  —  l0.r»^//2  __  oOur'^y'^  —  15.?>-7/*  +  30./7/\ 

2.  ,/4  +  5<ri  -f  o<r  —  9a—  2 ;   iv'  +  ha^  +  4«-i  —  13«2  —  2a  -f  o. 

3.  4.r^  —  4.r+  -}-  80./-'^  +  h'ljt^  -  780a'  +  648  ; 

(5.rG  _  (S.rr^  +  150.r*  +  78.r3  —  1290.?^  +  1242.r  —  540. 

4.  3aH-^^*'''— -i'-^^^'^— 72«>-^;     2a^— Oa^ft— 14a-?>H  18(e/>3-f  24/A. 

5.  2./r*  —  9.r'5  4.  5.r2  -f  12.r  ;     2.7;«  —  2.r^  —  lG;r^  +  ar^  +  33.c«. 

6.  2a->  +  12«*  —  lOa»  —  96a-2  —  100a  —  24  ; 

5a6  +  20a^  —  80a*  —  lOOa^  +  295a^  +  80a  —  220. 

7.  6.c5  —  90.r+  +  338.i;3  _  359.7.'2  +  2415cr  ; 
Vlx^  —  18Ü.ri  +  760,/'2  —  878.r  -f  3892. 

8.  G.r^  +  35.r^  +  48.^3  ~  42.r^  —  118.r  —  57  ; 
./.  _|.  7,,.5  ^  12.c^  _  I4.ri  _  59.^2  __  57.^  _  18. 

9.  o.,r5  _  80.K*  -4.  48.6-  —  18.^2  _  18.r  -f  12  ; 
.v}^  -  G.r*5  +  12.r*  —  Q.l^  —  9.v^  +  12.c  —  4. 

10.      .r^  +  .n/  -  .rr  —  2?/^  —  8//  —  6 ; 

2x^^  —  3.6-2  _  2.rt/  —  7.f  —  2x^y  —  ?/2  —  5y  —  6. 
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Bij  het  laatste  vraiigstnk  een  kleine  toelichting.  Men  rang- 
scliikke  beide  vormen  eerst  naar  de  afdalende  machten  van 
éeii  rangletter,  bv.  ,k.  Er  komt  dan  : 

/  -iJ*-\-J■v;h/-•i)—x(4,|^-ï(>>|+l•2)  ^ 

-x"ii„+l)-x(if-  3y_j)-^-•2(4H-l)(J^'-M.V+:^) 

Bij  (leeling  blijkt  nu  ./?  —  //  —  3  de  G.  G.  D  te  zijn. 
De  leerlinji:  behanclele  op  dezelfde  wijze  nog  eens  : 

4.v^  +  2jy  —  2w  —  20 ƒ  +  31^/  —  12  ; 
6^3  -f  19./'^/  —  6.f2  +  10.?v/2  _^  7^.,^  _  22a:  —  2oy  +  20. 

De  witkonist  zal  2.r  +  5y  —  4  wezen. 

6.  G.  G.  D.   van  meer  dan  twee  vormen  door  deeling. 

Wanneer  men  door  (h^eHntt  den  (t.  (j.  ]).  van  meer  dan 
twee  vormen  moet  bejuilen,  zoo  zoeke  men  eerst  den  G.  G.D. 
van  .1  en  li,  nl.  <r^.  Is  nu  (/^  weerden  G.  G.  D.  van  ^Z,  en  (!, 
7.CX)  is  (r^  den  vorm  van  den  lioojrsten  griuid,  deell)aar  op 
(i\  en  (\  en  daar  elke  deeler  van  (i^  ook  een  deeier  van 
-1  en  B  is,  zoo  is  ^/^  tevens  den  vorm  van  den  hoogsten 
{naad,  deelbaar  op  .1,  B  en  (*.  Zoo  gaat  men  voort  tot  alle 
vormen  genomen  zijn. 

Men  kan  natuurlijk  ook  eerst  den  G.  (x.  D.  bepalen  van 
-1  en  7i,  nl.  <ri\  daarna  dien  van  C  en  /),  nl-  (V^;  eindelijk 
dien  van  (ri  en   (j.> ;  enz. 

Heeft  jnen  bv.  den  G.  G.  D.  te  bepalen  van 

x^  —  4.7:^  +  5.c2  —  .f  —  2  ;     'dx^  —  T.r^  —  5.p  +  14  ; 
2.^3  _|.  .1.2  _  13,^.  _[_  6  .     ,^3  _  5^p2    ^  iLc  —  10, 

zoo  zoeke  men  eerst  dien  van  den  3^"  en  4*-*"  vorm,  als 
gevende  de  eenvoudigste  bewerking.  Alen  vindt  zoodoende./; — 2. 
Daar  deze  vonn  van  den  eersten  graad  is,  zoo  is  deze  tevens 
den  G.  G.D.  van  den  1^'"  en  2«»  vorm,  of  er  is  geen  G.  G.D. 
Declen  wij  dus  x  —  2  op  die  beide  vormen,  of  liever  zetten 

7 
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wij    daarin  x  =  2.  Daar  beide  vormen  =:  O  worden,  zoo  is 
.r  —  2  de  G.  ti.  D.  der  vier  gegeven  vormen. 

Het  spreekt  van  zelf,  dat  de  zelfde  handelwijze  ook  bij 
getallen  wordt  toegepast,  maar  dit  komt  bijna  nooit  voor. 
Het  zoeken  van  den  G.  G.  I).  van  algebraïsche  vormen  is 
daarentegen  een  bewerking,  die  in  de  hoogere  deelen  dei 
Algebra  meermalen  noodig  is. 


ELFDE  LES. 


OVER  HET  KLEINSTE-GEMEENE- VEELVOUD. 


1.  Bepalingen,  enz.  Men  noemt  een  jretal  of  vorm  een  (/rmtm 
(jreniecnsehappelijk)  veelvoud  van  eenifi^e  fj;etallen  of  vormen, 
wanneer  die  laatste  jretallen  of  vormen  alle  (liiarop  deelbaar  zijn. 

Is    dat    g:eLal    zoo  /Av'//  mogelijk,  of  is  de  gnmd  van  den 
vorm    zoo    fauk/    mogelijk,    met    eoëllieienten,    die  zoo  tf^umi  ^l^ 
mo^^elijk    zijn,    dan    spreekt    men    van    kleinste   gemeene 
veelvoud,  (verkort  geschreven  K.  G.  V.) 

Kan  men  de  gegeven  getallen  of  vormen  in  factoren  ont- 
Inndeji,  dan  is  het  duidelijk,  dat  het  K.  (t.  V.  gevonden  wordt, 
door  het  prodnct  te  nemen  van  nlle  ondeelbare  factoren,  die 
in  <le  gegeven  getallen  of  vormen  voorkomen,  elke  factor 
met  den  hooijsteu  exi)onent,  waarmede  hij  in  een  of  meer 
der  getallen  of  vormen  voorkomt.  (Vergelijk  §  J  en  het  begin 
van  ^  4  van  de  voorgaande  I.es). 

Voovheelden,  Zij  gevraagd  het  K.  (7.  V.  der  getallen 

12  =  22  X  3  ;     20  =  2^^  X  5  ;     24  =  2^  X  3  ; 
30  =  2  X  3  X  5  ;     45  =  32  X  5  ;     80  =  2^  X  5, 
dan  vindt  men  daarvoor  dns  : 

K.  G.  V.  =  2^  X  3*2  X  5  =  16  X  45  =1  720. 

J)e  hoogst  voorkomende  macht  van  2  is  nl.  2'  (in  80), 
die  van  3  komt  voor  in  45,  nl.  3',  terwijl  5  nergens  tot 
een  hoogere  macht  voorkomt  dan  de  V\ 

Men  kan  deze  bewerking  dikwijls  aajjzienlijk  bekorten, 
door  <)|)lcniGrken,  dat  het  K.  U.  V.  of  gelijk  is  aan  het //n>c>/,v/(^ 
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der  gegeven  getallen  (als  alle  andere  daarop  deelbaar  xijn), 
6f  aan  een  veelvond  daarvan.  Men  zal  dns  in  ons  voorbeeld 
vinden  80  of  een  veelvoud  vaJi  80.  In  80  ontbreken  de 
factoren  3,  die  in  andere  getallen  voorkomen,  en  wel  3-. 
Dns  wil  het  K.  ü.  V.  =  80  X  9  =  "20  wezen. 

Evenzoo    bij    algebraïsche    vormen.    Vraagt  men  bv.  naar 
het  K.  G.  V.  der  vormen 

zoo  heeft  men  : 

.r3  —   y3   _  (.^   _  y)  (.^.2   ^    ^^y    ^    ,^2)  . 

2*v^  —  7.r7/  +  5y2  =:  2u?^  ^  2xy  —  hxy  -|-  5,v®  = 
=  2x  {x  —  y)  —  hy  (;p  —  y)  —  (2,P  —  5//)  (.f?  —  y)  ; 

,v!^  +  ^'y  4"  ^y^  =^  *^  ('^^  "f"  '^y  "i"  J/^)« 
Het  K.  G.  V^.  zal  dus  zijn:  x{x — y){^x — 5?/)(j;^  +  .7'y  +  y*)- 
2.   Eigenschappen. 

a.  Eau  (jetaJ  (of  vorm)  is  een  veelrond  run  eeu'uje  andere 
getallen  (of  vonnenj,  wanneer  het  een  reelrotnl  is  van  het 
K.  0\  V,  (Ier  laatste  iietalle)i  (of  rnmienj,  en  onnjeleerd. 

Immers,  zal  eeu  getal  deelbaar  zijn  door  eenige  andere, 
dan  is  het  iioodig,  dat  daarin  minstens  alle  factoren  ium- 
wezig  zijn,  die  in  het  K.  (i.  V.  voorkomen.  En  ook  het 
omgekeerde  zal  men  onmiddelijk  inzien.  (Hoe  luidt  dit  omge- 
keerde ?) 

Deze  eigens(thai)  kan  dienen,  om  het  K.  G.  V.  van  meer  dan 
twee  getallen  (of  vormen)  ook  als  volgt  te  bei)alen.  Eerst  zoeke 
men  het  K.  (t.  V.  van  A  en  i>,  zij  dit  A\  ;  daarna  dat  vaji 
Ki  en  hel  getal  (\  zij  dit  K^i  ;  enz.,  tot  men  alle  getallen 
genomen  heeft. 

Het  spreekt  vanzelf,  dat  deze  laatste  methode,  welke  geheel 
analoog  is  met  een  dergelijke  bij  den  G.  (}.  I).  (zie  §  6  van  de 
voorgmmdo  Les),  alleen  ilan  gebruikt  wordt,  wanneer  men  liet 
K.  (t.  Y.  zonder  factori^nonthlnd'nni  bepjuilt,  d.w.z.  bij  zoogroote 
getallen  of  Ikj  zulke  vormen,  waar  meji  de  factm'en  niet  zoo 
gemakkelijk  kan  bepalen.  Wij  moeten  dus  eeji  middel  l)ezitt(Mi, 
hel  K.  G.  V.  van  twee  getallen  of  vojinen  te  bepalen  zonder 
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tactorenontbinding,  én  dit  middel  vindt  men  in  de  volgende- 
eigenschap. 

h.    Hef    K.  (t,  V.  van  tmee  tjetalle^i  of  im^meii  iv  gelijk  aan 
hun.  proflifct,  gedeeld  door  den  G.  6r.  Z). 

Wij  zullen  nl.  l^CNvijzen,  dat  men  bij  twee  getallen  (of  vor- 
men) A  en  B  steeds  beeft : 

O.  O.  D.  X  K.  G.  V.  =  A  X  B. 

In  den  G.  (t.  I).  komt  nl.  elke  ondeelbare  factor  voor  tot 
do  laagste  macht,  waarmede  hij  in  de  getallen  voorkomt ; 
in  het  K.  Cr.  V  daarentegen  tot  de  hoogste  macht.  Komt  bv. 
de  fiictor  a  in  .1  voor  als  a'^  in  B  als  a^,  dan  zal  die 
factor  in  den  (1.(4.1).  voorkomen  als  a^,  in  het  K.  G.  V. 
als  (e\  Voor  dien  factor  geldt  dus  ft.  G.  D.  X  K.  G.  V.  (van 
//^  en  a'')  =  a^  X  a'^-  En  dit  geldt  voor  eiken  factor,  derhalve 
ook   voor  de  uit  die  factoren  opgebouwde  getallen  .t  en  7>'. 

Men  heeft  dus  slechts  den  (j.  (t.  D.  te  bepalen  van  A  en 
B   (door    deeling),   dan  ^'indt  men  zonder  factorenonthindhig 

het   K.  G.  V.    uit    K.  G.^V.  =  -f  ^-  ^- ,  of  daar  de  G.  G.  D. 

(i.  (t.  D. 

natuurlijk  op  de  beide  getallen  deelbaar  is,  uit  : 

"■  "■  ^-  =  <A  T>.  X  "■ 

En  dan  wijst  het  bij  a)  gezegde  den  weg,  om  zonder 
fïietorenont binding  het  K.G.  Y.  van  meer  dan  twee  getallen 
of  vormen  te  bepalen. 

YoorheekL  Men  vraagt  het  K.  G.  V.  van 

jT  -»  5.pC  ^  9.1;  -_  9;    ,r3  —  .r-  —  9.^  +  9;    .é  —  4jr  —  12.i'  —  9. 

Bepalen  wij  eerst  den  G.  G.  D.  van  den  2«°  en  3^"  vorm. 
Men  vindt  daarvoor  (door  deel  ing)  x  —  3. 
Derhalve  is  : 

rt»3.  ^'i?_9j.   I   9 

A'i=— ' — '---Hl  X  (,v*-.4;r-^-12.6'.  9)=(.<?-24-2.r-3)(^-^-4f2-12er-9)= 

=  .ir'i  -f  2.^5  -  T.!;*-  —  20.r^  —  ^\x^  f  18.r  +  27, 
Men  zoeke   nu   het   K.  G.  V.    van   Ki  en  den  eersten  der 
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^op:evon    voi'men.    Voor    den    G.  G.D.    vindt  men  wederom 
./'  -   3,  en  derhalve  (en  slolte  voor  het  gezoelite  K.  (i.  V.  : 

K.  V.  (i.  =  '--  —  '    -       '  -^-  X  (.r^'i--V'>-7.r^-20.7r^-21.7;H  18.r-f  27), 

Wiiiirvan    wij    de    nitwerkinj»*   gaarne  aan  den  welwillendeii 
lezer  overlaten. 

Daar  het  zoeken  van  Jiet  K.  G.  V.  van  dergelijke  vormen 
nilerst  weinig  voorkomt,  zoo  znllen  wij  het  bij  dit  eene 
v(»orl)eeld  laten,  en  het  aan  den  leerling  overlaten  als  oefe- 
ning nog  ééji  keer  op  deze  wijze  het  K.  G.  V.  te  bepalen 
der  vormen 

Verder  zoeke  hij  door  factoren-onthinduKj  het  K.  G.  V.  der 
volgende  vormen. 

1.  .1-2  —  1  ;     .^2  _  25  ;     .r2  —  fo  +  5. 

2.  4(r  —  W  ;     8(/"*  —  276'^ ;     4^2  —  \2nh  -f  0/.2. 

8.     2,r'  —  1.V  +  6  ;     G.v^  —  l.v  —  3  ;     3.r2  —  5.r  —  2. 

4.  15./;^  -\-  2.irir  —  y^  ;    9.r»  -f  (3.r'7/'H  //'' ;   •^''•'+  iS,r'ii-\-%vf—ijK 

5.  «•:_rt_i2;    ai_2a^- 2«4-3;  tr5-3(r_3« -4;  «♦•+a"-fl. 


TWAALFDE  LES. 


MACHTEN  VAN  VEELTERMEN.  DE  BINOMINAAL- 
FORMULE  VAN  NEWTON.  EENIOE  ONGELIJK- 
HEDEN EN  IDENTITEITEN. 


1.  Machten  van  veeltermen.  Als  nilbreidiiiji:  van  het  Hoofd- 
stuk over  iiiorkwaa,rdiKe  producten  en  machten  (Aciiste  Les) 
vernielden  wij  nog  de  volgende  forniulas,  welke  meermalen 
worden  toegOpast. 

a.    In    <le    i^rstt*  j)huxts  de  formule  voor  de  tirerde  macht 
van  ecMi  refdtenn  : 

(,,.  _j_  /,+.,._{_,/  4.  .  .)2  —  (^3  ^  A-2  j^  ^-2   |.  ,/-2  +  .  .)  + 

+  {2nh  -f-  iac  +  2^^/  +  .  .  +  2//C  +  2bd  +  .  .  +  'led  +  .  .). 

D.w.z. :  het  kirddrani  rtiït  een  rerltenn  Ls-  f/t^Iijk  (uui  dn  soia 
d*^}'  hradrafen  van  alle  termen,  vermeerderd  )net  de  som.  van 
alle  moijehjle  dxdfbele  producten. 

Deze  uitkomst  wordt  in  de  eerste  plaats  verkregen  door 
directe  vermenigvuldiging,  maar  kan  ook  door  redeneering 
worden  afgeleid.  Vermenigvukügt  men  nl.  a-\-b-{'C-\'d-\' ,, 
met  zich  zelf,  dan  zullen  in  het  product  alle  mogelijke 
coiiibinatiën  voorkomen  van  termen  uit  het  verraenigvuldigtal 
met  termen  uit  den  vermenigvuldiger.  Daaruit  volgt,  dat  de 
coiiihinatiën  a  X  ^^  l>  X  '>.  ^^^nz.  maar  een  keer  zullen  voor- 
koiiKMi;  daiirentegen  <lc  c(mibinatiën  ax.b,  nX.<\  enz.  elk 
tiree  keer.  Want  men  kan  hv.  a  uit  den  eersten  factor  ver- 
menipfvuldigen  met  /;  uit  den  tweeden  fa(*tor,  nuiar  (M)k  h 
uit  <len  eersten  met  a  uit  den  tweeden.  Daarom  krijgt  men 
'V/i  keer  de  som  der  kwadraten,  maar  twee  keer  de  som 
der  producten. 
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De  pewoiie  formule  {(t  ±  /<)*  =  a*  it  2tth  4-  fr  is  van  deze 
iilgenieene  eoii  Injzoiider  «reval. 

VoorhMd.  7a]  jicvraiif^d  (2^/  —  36 -f"  ^^'  —  4</)'-,  zoo  zal 
(Ie  uitkomst  zijn  : 

De  kwadniten  liehhen  altijd  het  positieve  teeken,  dat  der 
dubbele  producten  liani^t  natuurlijk  van  dat  der  afzonderlijke 
termen  (hier  +  2</,  --3/i,  -j- 5r  en  -  -  4</)  af. 

Men    kan    de    boven  geschreven  formule  korter  schrijven 
als  volgt : 
(1)  {:£a)^  —  2£a-  +  2  Vg^^, 

waar  het  teeken  2i  (de  grieksche  hoofdletter  Sigma  =  S) 
als  övm  of  si(jtua  moet  gelezen  worden.  2£a  (lees  ,^o)i}  a  of 
aigma  a)  beteekent  dus  a.  -(-  /;  -f-  r*  -}-  ^^  +  •  •  ;  ^^^^  (lees  som 
of  sigma  (f)  beteekent  a"^  +  ^^'  +  ^*^  +  ^'^  +  • .- '  ^"^^• 

6.  In  cle  tireede  i)laats  de  formule  Aoor  de  derde  macht  van 
een  veelterm: 

(2)  (:£ii)^  —  :S(r^  +  '^:£a^b  +  6::£ahc. 

Hier    beteekent    ^a*/>    dus    nrf>  -j-  a/r  -f-  ^iV  -[-  ac-  +  .  .  ; 

-^a66*  staat  voor  ahr  -f-  ^'/>^/  +  •  •  •  +  ^'^'^^  +  •  •  • 
Heeft  men  een  dvieteniiy  zoo  wordt  dit  dus  : 

Denkt  men  zich  nl.  [a  -f-  />  -j-  c  +  .  ,y  als  het  product  van 
drie  gelijke  factoren  a  -{-  h  -{-  c  +  .  .,  zoo  ziet  men  in,  dat 
men  in  het  product  slechts  één  keer  termen  als  ^7^,  ly^,  enz. 
verkrijgt ;  daarentegen  drie  keer  termen  als  a'^h,  a/r,  enz. ; 
en  zes  keer  termen  als  a/>(\  (dn/y  enz.  Want  a-/)  kan  bv. 
ontstaan  uit  één  term  /j  uit  den  f^^^yw/fVi  factor  en  twee  termen 
a  uit  de  beide  overigen  (den  2^'"  en  S'^");  maar  ook  uiteen 
term  />  uit  den  tweeden  factor  en  twee  f/'s  uit  de  beide  overigen 
(den  1^^  en  3*^");  en  eindelijk  uit  één  6  uit  den  ^/(^r(/<?;/ factor 
en  twee  a'^  uit  den  1^"  en  2^'"»  factor.  En  evenzoo  zal  abc 
kunnen  ontstaan  uit  Ui/)^^^,  (fil^c^y  (iJ>iC'.»,,a.2bzCua^/)iC.i  en  a^/)oC\, 
waardoor  de  onder  aan  de  letter  geplaatste ///(//r<?.v  (meervoud 
vau    index,   aanwijzer)  wordt  aajigegeveu  uit  welke  factoren 
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(Ie   termen  a,  b  en  c  worden   genomen.    Men  ziet,  dat  men 
dit  op  ze.i  veröcliillende  manieren  kan  doen. 

Wilde  men  (a  '-\'  h  -\-  cf  op  [directe  wijze  bepalen,  zoo 
kan  men  ook  van  de  formule  {]>'{- qf  —  een  bijzonder 
geval  van  de  algemeene  formule  (2)  — gebruik  maken,  door 
nl.  te  schrijven  (a  -f-  ^  +  c)^  =  [(^^  +  b)  4-  «"J^  =  (^  +  f>y  + 
;j(a  +  '^)"^'  +  '^  (^'  +  ^K'  "h  ^^^>  ^^*  ^'i^  verder  uit  te  werken  — 
wat  de  leerling  gemakkelijk  zelf  kan  doen. 

2.  Binomi^aalforinule.  Een  andere,  heronnde,  fornnde  is  de 
z.g.  binomiiiaalformule  van  Nrwton.  Het  is  een  zeer  algemeene 
uitdrukking  xoor  een  unllekeuruje  macht  van  een  tnYefermif/cn 
vorm  {binommm)  en  luidt : 

n                n(n — 1)           ,      nin      \)in — 2) 
^  ^  ^  ^1  ^1,2 ^         1.2.8 ^ 

^1.2 p ^  L2.  .(/<-3)  ^ 

n(n — 1)  ....  3   ,              nhi — 1)  ....  2               n(n  —  1  ...  1 
^1.2.  ..(w  — 2)  ^1.2...(//  — 1)  ^1.  2 «      ^  ^ 

Het  algemeen  bewijs  voor  deze  formule  volgt  veel  later 
(iu  het  tweede  Deel  bij  het  Hoofdstuk  Permvtntii'ii  en  Com- 
hinatiën,  en  in  de  Hoogere  Algebra);  onze  taak  is  hier  alleen 
de  formule  op  te  schrijven  en  haar  bouw  —  hoofdzakelijk 
wat  de  coëfficiënten  betreft  —  in  bijzonderheden  na  te  gaiin. 

Zoo  algemeen  geschreven  als  hierboven,  lijkt  de  formule 
buitengewoon  ingewikkeld.  Dat  dit  echter  bij  nader  bezien 
medevalt,  moge  blijken  uit  de  volgende  voorbeelden,  waar 
n  resp.  =  1,  2,  3,  4,  5  en  6  genomen  is. 

2         2  1 

3  3   2  3   '■*    1 

^   ^    '  ^1        '  \:l      ^1.2.3        —2- i -i-— 
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4  4.3  ,  ,     4.3.2    ,     4.3.2.1  . 

^  ^  '  ^1       ^1.2        ^1.2.3      ^1.2.3.4 

.     5    .       5.4      ,     5.4.3  ,        5.4  3.2     .     5.4.3.2.1  . 
^^^  ^1  1.2        ^1.2.3        ^1.2  3.4      ^1.2.3.4.5 

Hieruit  spreekt  de  regelmaat  duidelijk.  Wij  zullen  iUin 
deze  v'oorheeldeji  (hui  ook  eeuige  algcnieeue  heseliouwingen 
ten  opzichte  der  algenieene  formule  (3)  vastknoopen. 

(f.  Wat    de    nuH/Iefters    betreft,    zoo  ziet  men,  dat  a  afdaalt 

van  ^f»  tot  ffy  en  ö  opklimt  van  (*  tot  //,  in  dier  voege,  dat 
de  scnn  der  exponenten  steeds  =??  is.  Zoo  zal  bij  {a  -\-  f))^^  een 
term  met  h''  Jioodzakelijk  a^  bevatten.  Het  tweede  lid  is  dus 
—  evenals  hét  J*^  lid  —  een  hoiiW(j<me  vorm  van  den  ?i®°  graad, 
en  bevat  n -^  1   tej-men.  Want  a  daalt  af  van  a"  tot  ^/\  zijnde 

71  termen,  en  bovendien  is  er  nog  een  term  zonder  a,  met  6". 
De  ontwikkeltng  van  (a  -\-  hy  b.v.  bevat  dus  6  termen. 

h.  Wat  de  teekens  betreft.  Is  h  positief,  dan  zijn  alle  teekens  -f-. 
Is  h  daarentegen  myatief,  dan  zijn  de  teekens  afwisselend 
-[-  en  — .  Want  de  onevtm  machten  van  h  zullen  het  yieijatieve 
teeken  aaimemen.  Zoo  is  bv. 

(Wat  is  dus  het  teeken  van  den  laatsten  term?) 

(\  Wat  de  C(y\tficie}iU'u  betreft.  Uit  de  algemeene  formule  (3) 
en  uit  de  diuironder  jieergeschreven  bijzondere  gevallen  ziet 
men,  dat  de  coëfficiënten  volgens  een  eenvoudig  schema  zijn 
opgebouwd.  De  coëfficiënt  van  de  p^  macht  van  b,  dat  is  dus 

van  den  (y;-!-!)"*  term,  bevat  in  teller  en  noemer />  fixctoi'en. 
In  den  teller  begint  het  factorenproduct  met  tt  en  eindigt 
met  // — (y> — 1);  in  den  noemer  begint  het  met  1  en  eindigt 

met  p.  De  coëfficiënt  van  a^"^  h^  is  dus  (zie  ook  formule  (3)) : 

n  {n  - 1)  (w— 2) . .  .  (/i~(^>— 1)) 


12         3 
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Zoo  zal  die  van  den  5*^"  term  der  ontwikkeling*  van  {ff-{-hy^,  in 

13.  12  .11  .  10 
welken  term  dus  a'^ö^  voorkomt,  =  -^  -   ,,  -  .>    -  ;  =  7J5  zijn. 

(l.  Hij  nader  onderzoek  der  vitijerrerlie  eoëflieienten  blijkt, 
dat  deze  van  de  niteinckMi  af  naar  het  midden  toe  (li^lwel  <le 
cel/den  zijn.  Zoo  zijn  de  eoëlïieicnten  van  (a  -j-  /;)*  bv.  =z 
=  1,4,6,4,1,  en  voor  die  van  (fi-^f))'*  vindt  men  1,5/10,10,5,1. 

De  reden  hiervan  is  (hiidelijk.  Vervangt  men  nl.  {ft  -j-  />)  doen* 
[/»-\-(i]".    (hm    veran(k»rt   er  niets.   Het   tweede  lid  begint  nu 

eeliter  met  //*  en  eijidigt  met  a^  zoodat  de  zellxku'oëfïicienteji, 

die  bij  {((  +  hf  bij  be|)aalde  machten  van  h  behoorden,  thans 
hij  de  Zidfde  machten  van  a  komen  te  staan.  Maar  die  vindt 

men  in  de  ontwikkeling  van  {a  +  hf  ook  van  achteren 
naar  voren. 

[Is  ƒ/  ei'cn,  zoo  is  het  aantal  termen  ofirrruy  en  is  er  dus 
ir}i  middelste  term ;  is  n  onnrn,  zoo  zijn  er  bbjkbaar,  wijl 
het  aantal  termen  alsdan  f^rm  zal  zijn, //r^v  mi(hk^lste  termen.] 

Ook  {\an  de  algejneene  uitdrukking  voor  die  coëtïlcienten 
is  zulks  gemakkelijk  te  zien.  Neemt  men  bv.  (a  -\-  hy,  (hm 
ziet  men  in  de  volgende  rij 
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1.  ± 

5.  4.  3. 
1.  ±  3- 

5.  *.  3.  2. 
1.  ;(.  3-  i- 

5.  4.  3.  2.  1. 
J.  3.  3^  4^  5. 
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1 

5.  4. 

5.  4. 

1    3 

5 

'i 

1 

tei>>tond,  dat  na  het  midden  er  telkens  hoe  langer  hoe  meer 
foctoren  van  den  teller  tegen  evenveel  gelijke  in  den  noemer 
wegvallen,  zoodat  de  laatste  coëtlicient  altijd  weer  de  een- 
lu'ld  wordt. 

Vóór  het  midden  bevatten  de  coëtïicienten  dus  evenveel 
factoren  als  de  exponent  van  h  aanwijst;  na  het  midden 
evenveel  als  de  exponent  van  a  aangeeft.  Dus  altijd  letlen 
op  den  hvKjMen  der  twee  exponenten. 

f.  In  het  bovengezegde  heeft  men  nu  een  gemakkelijk 
middel,  om  van  een  macht  onmiddelijk  een  bepaalden  term 
der  ontwikkeling  op  te  schrijven. 
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Vraagt    men    bv.    naar   den    7«"  term  van  (a  —  />)^®,  zoo 

a'hrijve    men  eerst  de  macht  van  /;  op.     Deze  is  altijd  één 

lager    dan    het  ranggetal  \an  den  term.     Men  heeft  dus  b^. 

Voor  fi  \'indt  men  dan  van  zelf  (hoe?)  a^^.  f  Iet  teeken  richt 

zich    naar  de  machl  van  />.     In  ons  voorbeeld  is  deze  f^reiK 

zoodat    de    term    het  -J-  teeken    \'(">or  zich  krijgt.     Daar  de 

exponent  van  h  de  hfac/ste  is,  zoo  richt  zich  het  aantal  tiic- 

toren  van  den  coëlïicient  naar  dien  exponent.  Men  heeft  dus 

ten  slotte  : 

19.  18.  17.  16.  15.  14 

^        ^     1.     2.     3.     4.     5.     6 

Had  men  den  8*^°  term  van  (a  —  b)^^  moeten  uitrekenen, 
zoo  zou  men  op  geheel  dezelfde  Avijze  gevonden  hebben  : 

11.  10.  9.  8       ^ 
'  1.    2.    8.  4 

Men  had  evengoed,  zich  richtend  mmr  b^,  7  factoren  in 
den  coöllicient  kunnen  oj^schrijven,  maar  dan  waren  er  toch 
3  weggevallen  : 

11.  10.  9.  8.  J.  6.  5_11.  10.  9.  8 
1.    ±  3. '4.'5.  V?""   1.  ¥.    3.4" 

(ieheel  op  dezelfde  wijze  kan  men  nu  ook  meer  samen- 
gestelde vormen  ontwikkelen,  bv. 

(2x  -  3y)i^  =  (2..)!^  -   ^  (2.tf  ^  (3^)  +  -~~  (2.r)'-(3y)«  +  .  .  . . 

+  ••..  +  V  2"  ^^''^'  ^^•^^''  +  y  (2.r)(33,)H  4-  (3y)i5. 

Van  deze  ontwikkeling  zal  bv.  de  10-  term  zijn  : 

15.  14.  13.  12.  11.  10 
^^  1.     2.     3.     4.     5.     6  ^     ^  ^  "^^ 

wat  men  dan  gemakkelijk  verder  uitwerken  kan. 

De  leerling  ontwikkele  nu  eens  in  zijn  geheel  volgens  for- 
mule (3)  4le  volgende  vormen. 

{a  —  bf  ;  (.r  —  1)*  ;  (x  —  2)'^ ;  (2a  —  Zb)\ 

Verder  schrijve  hij  op  van  (2a,'  —  1)^*^  den  4^",  middelsten 
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en    18*^    term;    van    {x — 3y)^    de    beide  middelste  termen. 

/'.     F^eu  eenvoudier  middel  om  de  coëfficiënten  —  hhtominaal' 
au[fjicienten  genoemd  —  van  de  lagere  machten  0[)teschrijveii, 
is  het  volgende. 
Men  8chrijve  het  onderstaande  eenvondige  schema  op : 

/*  =  1  1       1 

1         1 


1 

2 

1 

1 

2 

1 

3 

3 

1 

3 

1 

4 

6 

1 

4 

1 

3 


4  1 

6  4  1 

5       10       10  5*  l' 

1  5       10  10  5        1 


6  1       6       15       20       15       (5       1 

Waarop  benist  dit  ?  Vermenigvuldigt  men  nl.,  om  {a-^h)^ 
te  verkrijgen  : 

o  ^b 
VI  4-  b 


a^  +  ah 

+  ai     +  i' 
^2  ^  2ab  +  />2  . 

verder  ter  verkrijging  van  in  -j-  W  deze  laatste  uitkomst 
wederom  met  a  -{•  h  : 

a  +  b 
aVp  +  2itb^  +  //•*      ^ 

enz.,  zoo  ziet  men  duidelijk,  dat  men  de  rol'fr'iclfutcn  ook 
kan  krijgen,  door  mei  \v(»glaling  van  a  en  b  eenvoiKÜg 
fH.*huin  onder  elkaar  Ie  schrijven  : 
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11  12     1 

11  12     1^ 


12     1  13     3     1 

En  zoo  voor  alle  volgenden.  Men  ziet  Avel  in,  dal  dit  middel 
hoogst  onpraktisch  zon  wezen,  om  de  eoëffieienten  van  hoo- 
(jere  machten  te  berekeneji,  bv.  van  {a  -j-  Ijf^,  Het  is  dan 
veel  eenvondiger  de  formule  (3)  toe  te  passen. 

ƒ/.  Vermelden  wij  (eji  slotte  nog  een  zeer  merkwaardige 
eigenscluip  van  de  binomiyaalcoëfficienten. 

Telt  men  die  van  de  1*^  macht  bij  elkaar  op,  dan  krijgt 
men  1 -f- 1  =  2^  Die  van  de  2^  macht  geven  tot  som 
1-f  2+1=4=2' ;  die  van  de  .>  macht  evenzoo  1+3+3+1=: 
=  8  =  2"^  die  van  de  4«  macht  l+4+(>+4+l=l()=2^; 
enz.    Iii    lu't    ahjeiiuu'n    zal   df'   som  (h'r  coi'firitnitea  van  ih' 

n    mac/it  =2    ztjn. 

Waarom  r  Stellen  wij  in  formule  (3)  eens  a  =  l,  6=1, 
dan  onstajit: 

11        n  (v  —  1) 
(1  +  1)"  =  1+  ^  +     -,   2      +   ^"^- 

In  het  tweede  lid  staat  nu  niets  anders  dan  de  som  der 
binominaalcoëflicienten,  in  het  eerste  lid  2",  en  daarme<le  is 
de  eigenschap  bewezen. 

j\let  deze  eigensdiap  hangt  nog  een  andere  samen,  nl.  dat  de 
som    der  coëHlcienteji  van  eron  rang  altijd  gelijk  is  aan  die 

der  coëfficiënten  van  omnu'n  rang,  en  wel  =:  2"~  . 

Immers  stelt  meii  a=:l,  6  =  — .1,  zoo  verkrijgt  men: 

(l-l)"  =  l--^+    ^^^-2-—      -^^-^^--     +enz. 

Hef  oersto  lid  nu  is  =:  O,  zoodat  we  hebben  : 

n(n-\)  •//        „(n~\)h,-2) 

'+      1.2       +'"'-=l  +  -   T.2.8-      +^"''^- 

YaW  dmir  de  som  van  rdli'  (*oëfficienten  te  Ziimen  =  2'^  is. 
zoo  is  de  som  van  elke  der  twee  gelijke  helften  =  2"~"  . 
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Zoo  is  bv.  bij  «  =  3,  1  +  3  =  3  +  1  =  2- ;  bij  ?^  =  4  is 

1^6  +  1=4  +  4=2^;  enz. 

3.    Benige  ongeljjkheden  bjj  tweede-  en  derde-machten. 

a.  Dt'  som  Vffu  de  hnadruten  nm  ttrre  oruielijh*  (/efaJ/en  is 
altijd  ijrooter  dnn  hm  duhhtd  product. 

a^  +  //2  y  2ah. 

Wij  welen  nl.,  dal  {a  —  /-»)*  allijd  positief  is.    (Waarom  r). 
Men  kan  dus  schrijven  : 

a'i  —  2ah  +  //2  >  l), 

en    hieruit  volgt  door  optelling  van  2ah  bij  beide  leden  het 
jrestelde  omniddelijk. 

b.  Te    bewijzen,  dal  {a  +  /->  +  c)^  ]>  3  (ah  +  ac  +  hc),  nuiar 
<3(r/2  +  /;^  +  c2). 

Wij  weten  nl.,  dal  (volgens  hel  zooeven  bewezene) 

al  ^  //2  >  2ab 

b^   +    (^   >  2iH' 

c'i  4-  a^  >  2ca 

dus  2((/-2  +  ^>  +  ^'^)  >  20//>  f  />c  +  ca), 

of  <f*2  -f  />2  +  ,,2  >  ai  +  .(f  -f  />(•  ....      (1) 

Nn   is  volgens  ^  1  : 

(,j  4-  />  +  r)2  =  (a«  -f  h'^  +  f'^)  +  2((J/    1    ar  +  //r), 

derhalve  zal  wegens  (1) 

(a  +  />  +  c)*2  >  3((i/>  +  ac  -f  />/'), 
maar 

(a  +  h  +  c)2  <  3(rt2  +  6«  +  c") 

zijn.  (Waarom?). 

Kn    liiermede    is  de  geslehie  eigensehrij)  volledig  bewezen. 
3Ien  heefl  dus  de  aaneengesehakelde  ongelijkheid : 

3  (afj  +  ar  +  hr)  <  (a  +  /;  +  Q-  <  liQf^  +  />g  +  r^). 

De  leerling  krijgt  dooj*  deze  voorbeelden  een  dejdvheeld  hoe 

dergelijke  (Mgensehappen  bewezen  wordc^n.  Vraagslukken  als 

1        deze  behooren  niet  lol  de  gemakkelijkste.  Dil  geldl  trouwens 
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voor  al  dergelijke  vraagstukken  met  Chigelljl'heden.  Het 
comhinaüereriHOcieii  van  den  leej'liug  moet  hier  geoefend 
worden.  Heliandelen  wij  daarom  als  Voorhei  Men  niY^^^i\\)ï\£iv 
dergelijke  eigenscliai)|)en, 

c.  Bewijs,  dat  {a^ -\-fr){c^"\-(P)  steeds  ijrooter  i^  dan  {ac-^-bdy-. 
Wij  weten  door  a)  dat 

{adfJ^{hcf>2(Klhc 
Hierbij  op  :  aV^    +  hht'  =  aV  +  ¥d^ 

geeft  :        ^^ïc:^'~'\-'d^^^^^^^ 
of  (^/'-  +  h%c^  +  d^)  >  {ac  +  hd)\ 

d.  Bewijs,  dat  als  a,  h  en  c  jjositief  zijn,  de  volgende  onge- 
lijkheid gekit : 

(—  n  +  h-^  c)  (a  —  6  -f  6')  (a  4.  ö  —  c)<  ahc. 

Daar  nl.  ft^  —  (/;  —  c)^  <^  a^ 

is  (waarom  r),  zoo  zal  ook  —  bij  ontbinding  van  het  1^  lid 
in  factoren  : 

{a  +  />  —  c)  {a  —  i  -f  (•)<  a' 

zijn.  Maar  evenzoo  heeft  men  nit  h'''  —  (c*  —  af  <^U^  \ 

(/;  4- ,;  —  a)  (ft  —  c  +  a)  <  ft«, 
en  nit  c^  —  (r/  —  bY  <[  c^  : 

(r  -I-  a  —  h)  {e  —  a  +  b)  <  c". 
Vermenigviddiging  dezer  drie  ongelijkheden  geeft : 
(—  a  +  ft  +  cf  {a  —  ft  +  cf  {a  +  ft  —  c)-^  <  ^/"6V, 

derhalve  is  ook  het  gestelde  waar. 

Welke  gevolgtrekkingen  zouden  niet  doorgaan,  wanneer 
een  of  meer  der  grootheden  //,  ft  en  c  nei/atief  waren  V  Hoe 
staat  het  in  dit  opzicht  met  de  eigenschappen  a),  ft)  en  c)? 

e.  Wattneer  (ft/le  (jivotheden  jtosltlefj  a^  -f"  ^'  -{-  c"  =  1  en 

ir  -f-  ^r  "I"  '*'  ^^  ^  ^''**>  ^^^^^^  ^'^  zeker  ap  -f-  b(j  -j-  ^'>*  <C  1- 

Deze  eigenschap  wordt  op  dei'gelijke  wijze  als  c)  bewezen. 
Telt  men  nl.  op  : 
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c2j2  ^  J2y2  v^  2  cj.Jr 

(127.3  ^  02p2  ^  2  ar.cp 
dan  komt  er : 

(6'2  +  c^) p^  +  (c^  +  ^^) ?^  +  (^^  +  ^^)^^  I>  2 (op .  6j  +  ^?  •  ^  +  ^J**  •  ^i')' 
Hierbij  op  :         a^  +  ^ V  +  ^'^^'^  =  «V^  +  f>V  +  ^^'^^ 
geeft:     (a«  +  6«  +  c«)(p2  +  j«  +  r2)>(ap  +  6g  +  cr)2. 

Deze  eigenschap  komt  dus  geheel  overeen  met  c). 
Stelt    men    nu   a«  +  i^  +  c«  =  1,  ^^ -f  ^^  +  r«  =  1,   zoo 
vindt  men  onmiddelijk  de  gevraagde  eigenschap. 
Waarom  moeten  a,  6,  c,  pyqenr  allen  wederom  positief  zijn? 

f.     ifyVz   a,   b   en  c  positief,   dan  is  (a  +  6  +  c)^  >  27a&c, 
??iaar  <  9  (a^  +  ö»  +  c»). 

Deze  eigenschap  is  analoog  met  b).  Men  bewijst  haar  als  volgt. 
Uit  a?  +  i'^  >  2ab  volgt : 

a^c  +  6«c  >  2a6c 
Evenzoo  is  6*^a  +  c'a  ^  2bca 

en  c^6  +  a^6  ^  2ca6 

dus  a^6  4"  ^^  +  ^^^  +  ^^  +  ^^ö  +  ^c^  ]!>  6a6c.     *     ;     (1)   ;. 

Verder   volgt  uit   a^  ^f  6^  >  lab  ook  a^  —  aft  +  ft*2  v^  ^ j^ 
derhalve  na  vermenigvuldiging  van  beide  leden  met  a-^b-, 

«3  +  i3  >  ab  (a  +  6) 
Evenzoo  is  b^  +  c^  '^bc{b  +  c) 

en  c^  +  «^  ^  ca  (c  +  «) 

derhalve  2(^3  +  6»  -|-  c3)>a26  +  ab^  +  a^c  +  oc^  +  bh  +  6c2.   (2) 

Nu  is  (zie  $  Ij : 
(a+64.c)3z=(a3+63+c3)+3(a«6+a6Ha2c+acH6^ö+ftc2)+6a6c, 
derhalve  zal,  wegens  (1) : 

(a  +  6  +  c)3  <  (a^  -f  i3  _|.  c3)  +  4  (a^ft  +  ab^  +  etc.) 

zijn,  en  hieruit  volgt,  wegens  (2) : 

(a  +  6  +  cf  <  9  (a3  +  63  _|.  ^3). 

8 
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Combineert  men  de  formule  voor  (^  +  6  +  c)^  met  de 
ongelijkheid  (2),  zoo  verkrijgt  men  ook,  na  vermenigvuldi- 
ging der  formule  met  2  : 

2  (a  +  6  +  (5)3  >  7  (a^fc  +  ab^  +  etc.)  +  Uabc, 
en  dit  geeft,  tengevolge  van  (1) : 

2  (a  +  6  +  o)3  >  54aics 
derhalve  («  +  *  +  c)3  >  27 ahc. 

Wij  hebben  dus,  samenvattende,  de  aaneengeschakelde 
ongelijkheid  : 

27abc  <  (a  +  i  +  c)3  <  9  (a3  4  63  ^  c^). 

De  leerling  ga  wederom  na,  waarom  a,  b  en  c  positief 
moeten  zijn. 

Tot  zoover  de  Ongelijkheden.  De  oplossing  van  vraagstuk- 
ken als  boven  behandeld,  vereischt  eenige  handigheid,  die 
alleen  door  oefening  en  routine  verkregen  wordt.  Natuurlijk 
behoeft  de  leerling  de  Imvenstaande  ongelijkheden  niet  te 
onthouden  :  het  zijn  alle  slechts  voorheelden  van  behandeling 
van  dei'gelijke  vraagstukken. 

4.  Eenige  identiteiten,  enz.  Ëen  identiteit  is  hetzelfde  als 
een  formule :  het  is  een  waarheid,  die  voor  alle  waarden 
der  daarin  voorkomende  letters  geldt.  Het  bewijzen  van  der- 
gelijke identiteiten  is  lang  zoo  moeilijk  niet  als  het  bewijzen 
van  Ongelijkheden,  omdat  men  er  door  een  meer  of  minder 
groot  aantal  herleidingen  altijd  „wel  komt". 

Maar  de  leerling  moet  leeren  :  niet  ,,er  wel  te  komen", 
maar  er  zoo  l:ort  woyelljk  en  zoo  sierlijk  mogelijk  te  komen. 
Er  moet  ook  bij  algehraisch  werk  een  zekere  artistieke  zijde 
in  het  oog  geliouden  worden.  De  grootmeesters  op  wiskundig 
gebied  ondei^scheiddcn  zich  bijna  zonder  uitzondering  door 
een  korte  en  sierlijke  „methode". 

Hier  volgen  nu  eenige  afleidingen  van  bekende  formules, 
betrekkingen,  identiteiten  of  hoe  men  ze  noemen  moge.  Ik 
geef  ze  wederom  alleen  als  Voorbeelden,  niet  om  van  buiten 
te  leeren. 
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a.  Wanneei'  ^-|-y-|-z=0  w,  dan  is  altijd  ai^-^y^-^z^zzzS.vi/z. 

Wij  hebben  gezien  (zie  ook  Vraagstuk  11  op  bl.  79),  dat 
,f3  -|-  y3  -|-  ^  —  ^ifz  door  A'  -f-  y  -f"  2  deelbaar  is.  Is  der- 
halve X  -^y  -^  z  =  Oy  dan  ook  x^  +  y^  +  ^^  —  ^^y^,  on  het 
gestelde  is  bewezen. 

b.  Wanneer  5=73(0  +  0  +  ^)  ^'>'»  ^^^  /*<?<?/<  7/i<?/i : 

«2  +  («  _  a)3  +  («  —  J)«  +  («  —  c)2  =  a3  +  6'i  +  c^ 

Voor  het  eerste  lid  kan  men  schrijven  : 

4«2  —  28{a  +  b  +  c)  +  a^  +  b^  +  c^ 
en  daar  a+64*^=25  is,  zoo  blijft  er  alleen  a^-|'^^+^^  over, 

c.  Bewijs,  dat  in  de  zelfde  onderstelling: 

(,  —  af  +  («  —  6)3  +  («  —  c)3  —  «8  =  —  3a6ö. 
Voor  {s  —  a)^  +  (^  —  ^)^  kan  men  schrijven  : 
[(,  ~a)  +  (.^6)]  [(.~a)2  -  (*-a)  (.-6)  +  (.-.6)3]  =  c  X  id. 
Voor  ^  —  (^  —  cf  kan  geschreven  worden  : 

[,_(,_  c)]  [8^  +  .  (,  -  c)  +  (.  -  c)2]  =  c  X  id. 

Het  eerste  lid  der  te  bewijzen  betrekking  wordt  derhalve : 

e  [(«-a)2  4-  («-6)'2  —  («— c)^  —  «2  _  (5— a)  («—6)  -  s  (5-c)], 

of  uitgewerkt  (men  neme  de  eerste  vier  termen  bij  elkaar) : 

c  (—  2«  (a  +  6  —  c)  +  a«  +  6«  —  c2  —  2«2  +  5  (a  +  6  +  c)  —  ai). 

Nu    is    2^  (a+6— c)  =  (a+6+c)  (a+6— c)  =  (a+6)'^  —  c^ 
derhalve  wordt 

_  2«  (a  +  6  —  c)  +  a^  4-  6«  —  c^  =  —  2a6. 

Verder    valt   —  2^^  weg  tegen  s{a  -{-  b  -}-  c)=z  2^^,  en  er 
blijft  alleen  over: 

c  ( —  2a6  —  06)  =  —  3a6c. 

d.  Wanneer  5  =  V2  (^t  +  ^  +  <^  +  ^  ïs,  dan  wordt 

{8  -«  a)«  +  («  -  6)''  +  («  —  c)2  +  (fi  _  d)2  =  a«  +  6«  +  c»  +  d^. 
Het  eerste  lid  uitgewerkt,  geeft  onmiddelijk  het  tweede  lid. 

e.  Bewijs,  dat 

(a-3  +  6^)  (c2  4-  d^)  =  (oc  ±  bd)^  +  (6c  if  ad)'. 

8* 
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Ook  dit  ziet  men  onmiddelijk  in,  na  uitwerking  der  beide 
leden.  Deze  eigenschap  luidt  in  woorden  : 

Hei  product  van  twee  getallen,  die  elk  gelijk  zijn  aan  de 
sam  van  twee  vierkanten,  kan  op  zijn  beurt,  en  loel  op  trvee 
verschillejide  manieren,  ah  de  som  van  twee  vierkanten  worden 
geschreveti. 

Is  bv.  a  =  1,  6  =  3,  c  =  2,  (/ 1=  5,  dan  heeft  men: 

(1  4-  9)  (4  +  25)  =  17^  +  1«  of  =  132  +  112. 

Beide  leden  zijn  =  290, 

De  leerling  leide  nu  de  analoge  eigenschap  af  voor 
(a^ — -6^)  (c* — d^),  brenge  haar  weer  onder  Avoorden,  en  geve 
een  getallen  voorbeeld. 

f    Toon  aan,  dat 

(a2  -f  62  4.  c2  +  d^)  {p^^  -{-  j2  +  r^  +  ^'2)  = 
:=:  {ap  -\-  bq  -{-  er  -f-  ds)^  -f-  {aq  —  bp  -\-  es  —  dr)^  -|- 
4-  {ar  —  bs  —  <^p  +  ^?)^  +  (^*  -{-  br  —  cq  —  (fp)^* 

In  woorden  :  Het  product  van  twee  getallen,  die  elk  de 
som  zijn  van  vier  vierkanten,  is  ook  tveer  de  som  van  vier 
vierkanten. 

Neem  bv.  a  =  l,  6  =  2,  c  =  4,  rf  =  7  ;  2>  =  1,  (7  =  3, 
r  =  5,  .9  =  6,  dan  wordt : 

(1  4.  4  -j_  16  +  49)  (1  4-  9  +  25  +  36)  =  69^  4-  10^  4- 10^  4-  32' 

of  70  X  71  =  4761  4-  100  +  100  4-  9. 

g.  Wanneer  een  getal  de  som  w  7)a7i  twee  vierkanten,  dan  is 
het  kwadraat  ook  de  som  van  tioee  kioadraten.  Dit  zelfde 
geldt  voor  het  dubbel  van  het  gegeven  getal. 

Is  nl.  het  getal  p  =  a"^  4-  6^  dan  is  //^  =  (a'^  4-  ¥f.  Maar 
voor  dit  laatste  kan  men  schrijven  {a'^  —  Ir^Y  4-  (2<7/>)-,  en 
daarmede  is  de  stelling  bewezen. 

En  wat  het  dubbel  betreft :  daar  2y>  =  2  (a^  4-  b')  = 
^  (a  +  6)^  +  (<ï  —  bf'  is,  zoo  is  ook  hier  de  waarheid  van 
het  gestelde  aangetoond. 

Zoo  is  bv.  34  =  25  4-  9,  dus  a  =  5,  b  =  3.  En  nu  is  ook 
34-2  =  16«  +  30^  en  68  =  8^  4-  2^ 

Ook   het   omgekeerde  van  deze  eigenschap  is  waar,  maar 
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dit  kan  éérst  bewezen  worden,  wanneer  brenken  en  wortel- 
vormen  behandeld  zijn. 

h.  Li(jt  een  vnllekeMruj  getal  A  in  tu^ischen  tu)ee  opeenvol- 
(jende  vierkanten  p^  en  (p-^1)^,  dan  zaLi — {A—  p^)[{p-\-l)^ — ^4] 
ook  v)eer  een  volkomen  vierkant  zijn. 

Werkt    men  nl.  de  laatste  uitdrukking  uit,  dan  komt  er : 

A^  -  A  i(p  +  \f  +  p^^  -  11  +  p^  (p  +  1)^ 

En  dit  is  het  vierkant  van  A — yi  (/>  +  !)•  (Waarom?). 

Heeft  men  bv.  25  —29  —  36,  dan  zal  29—4X7=1=12 
weer  een  vierkant  zijn.  Evenzoo  bij  elk  ander  getal  tusschen 
25  en  36.  Bij  27  heeft  men  27  —  2  X  9  =  9  =  3-. 

k.  yl/.y  een  <jetal  deelbaar  i^  door  4,  dan  /Is*  dat  getal  altijd 
liet  rer^vhil  van  ttree  rierkanten. 

Immei'S  4aA  =:  (a  +  ^)*  —  (^  —  f^f- 

Zoo  is  24=4X6X1=7^— 5«.  Schrijft  men  24=4x3x2, 
dan  is  ook  24  =  5-^  —  11  Evenzoo  is  48  =  4x12  = 
=  4X(1X12  of  2X6  of  3X4)  =13'^  — 112  =  8«  — 4«=: 
=  7*  — 12.  Enz. 

1.     Wanneer    een    vierkant   de   som  is  van  trvee  andere  vier^ 
kanten,  dan  is  een  dezer  laatste  ttree  altijd  deelbaar  door  9; 
een  der  drie  altijd  door  25. 
Men  heeft  nl. : 

(a2  ^  i^f  —  (a%  _  52)g  ^_  (2a&)^ 

welke  vergelijking  wel  de  Pytkagora'ische  wordt  genoemd. 
(Denk  aan  de  Stelling  van  Pythagoras  in  de  Meetkunde). 

Nu  is  of  ab,  of  a^  —  b^  óf  a^  +  b^  deelbaar  door  5.  Want 
zijn  a  en  6  zelf  geen  5-vouden,  dan  zeker  a^ — b^  of  a^-|*6^. 
Immers  dan  zijn  a  en  b  óf  5v  d:  1,  óf  5v  ±:  2,  en  dua 
a-  en  b^  óf  5v  +  'J,  óf  5v  +  4.  (Waarom?) 

Zijn  dus  a-  en  b^  beide  =:  5v  -|-  1  of  beuk  =  5v  +  4, 
dan  is  a*^  —  6^  =  5-voud,  en  is  het  eene  vierkant  =  5v  -|- 1 
en  het  andere  5v  -|-  4,  dan  is  ar  +  ^'  =  5-voud. 

Er  is  dus  bewezen,  dat  óf  2a6,  óf  a-  +  />',  óf  ^-  —  b^ 
een  5-voud  is,  dus  is  het  kwadraat  van  een  dezer  vormen 
zeker  een  25-voud. 


il  ft 


ïijn  verder  a  en  b  zelf  geen  3-vouden,  dan  zijn  ze  .^v  ±  1, 
dus  «2  en  //  3v  +  1,  derhalve  a®  —  fj^  =  3-voud.  Of  2ah, 
óf  a*  —  />'  is  bijgevolg  een  3-voud,  en  derhalve  zijn  de  vier- 
kanten van  een  dezer  vormen  een  9- vond.  (Zie  ook  Vr.  9 
op  blz.  69). 


Voorbeelden. 

a      5 

6  —  3 

342  —162-1-  303 

a  —  3 

6  —  2 

132—    52 -f  128 

a— 7 

J  — 4 

65*  =  33«  +  56» 

m.     Ee7i  vierkant  te  vindeiiy   dat  gelijk  is  aan  de  som  van 
drie  andere  vierkanten. 

Gebruiken  wij  hiertoe  de  identiteit : 

(pZ  -f  g^  -f  r^)'2  =  (p^  4-  g^  —  r^')^  +  (2pr)^  +i2qr)^. 

De  leerling  ga  eens  na  of  deze  formule  juist  is. 
Voorbeelden  : 


pH?H^" 


p 

? 

1 

1 

2 

1 

3 

2 

r 

p^-\-q^ — ^° 

2pr 

2qr 

1 

1 

2 

2 

2 

1 

8 

4 

6 

(-)23 

36 

24 

3 

9 

49 

en  zoo  verder  tot  in  het  oneindige.  Men  heeft  dus  bv. : 
32=l«-f22+2^    9'=l«+8«4-4-;   49«= 23» +36^+24' 


DERTIENDE  LES. 


GEBROKEN  GETALLEN  EN  VORMEN. 


1.  Bepalingen,  enz.  Evenals  de  negatieve  getallen  werden  inge- 
voerd, teneinde  de  in  eeji  vorm  voorkomende  a/trekkingen 
uittevoeren,  wanneer  het  aftrektal  grooter  dan  de  aftrekker 
mocht  wezen,  en  zoodoende  de  verschillende  eigenschappen  te 
kunnen  laten  doorgaan,  ook  wanneer  men  op  „onmogelijke" 
aftrekkingen  stuit  —  evenzoo  handelt  men  bij  de  deeling. 

Ook  daar  kunnen  „onmogelijke"  deeïingen  voorkomen, 
wanneer  nl.  het  deeltal  geen  veelvoud  is  van  den  deeler,  en 
er  een  „rest"  over  zou  blijven.  Derhalve  bij  „niet-opgaande" 
deelingen.  Men  kan  bv,  het  quotiënt  van  13  en  3  niet  aan- 
geven, zonder  een  rest  te  doen  ontstaan.  Wel  is  12  :  3  =  4, 
niaar  de  deeling  13  :  3  is  feitelijk  even  onmogelijk  als  de 
aftrekking  4  —  9. 

Om  zulke  deelingen  nu  toch  in  gedachten  uittevoeren, 
worden  weer  een  nieuw  soort  getallen  ingevoerd,  de  gebro- 
ken getallen  of  breuken.  Ze  zijn  dus  het  (/f^c/acA^f' resultaat 
van  onmogelijke  deelingen,  evenals  negatiexw  getallen  het 
gedachte  resultaat  van  onmogelijke  aftrekkingen  waren. 

Men  schrijft  deze  gebroken  getallen,  door  het  deeltal  boven 

den    deeler    te    plaatsen,   met    een   streep  —  hreukstreep  -^ 

tusschen    beide.  Het  deeltal  wordt  dan  de  teller  der  breuk 

genoemd,  de  deeler  de  noemer. 

2 
Zoo   is  -  (lees  :  twee  derde{n) )  een  breuk,  waarvan  2  de 

ó 

teller  is,  3  de  noemer.  Om  plaats  ui ttesparen,  schrijft  mende 
horizontale  breukstreep  dikwijls  in  schuine  richting,  aldus :  Va* 
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In  tegenstelling  met  de  gebroken  getallen  noemt  men  alle 
andere  getallen  geheele  getallen. 

Evenals  bij  de  Aftrekking  een  onmogelijke  aftrekking  later 
mogelijk  kan  worden,  wanneer  bij  het  negatieve  verschil 
een  ander  getal  moet  worden  opgeteld  —  evenzoo  kan  een 
onmogelijke  deeling  als  13:3  mogelijk  worden,  wanneer  bv. 
daarna  met  6  moet  worden  vermenigvuldigd.  Immers  laat 
men  de  commutatm^e  eigenschap  der  Vermenigvuldiging  en 
Deeling  doorgaan,  dan  kan  voor  13  :  3  X  6  geschi-even  wor- 
den 13  X  6  :  3  =  78  :  3  =  26,  en  de  aangeduide  bewerkin- 
gen zijn  ten  slotte  uitgevoerd.  Maar  om  de  commutatieve 
eigenschap  te  kunnen  laten  doorgaan,  moest  de  onmogelijke 
deeling    13 : 3    voor    een    oogenblik    als    mogelijk    worden 

18 
beschouwd,  gevende  als  uitkomst  het  „gebroken"  getal  — . 

o 

Daar    nu   2:3  =  %  is  volgens  hejyaling,  zoo  zal  ook  het 

quotiënt    ^/a,  vermenigvuldigd  met  den  deeler  3,  het  deeltal 

2  tot  uitkomst  geven.  Met  letters  : 

a 

-  X  6  =  a. 

o 


Wanneer  dus  een  breuk  met  den  noemer  vermenigvuldigd 
wordt,  dan  krijgt  men  altijd  den  teller. 

Men  kan  ook  spreken  van  gehroken  vormen  oï  alyehrdische 
breuhni.  Zoo  zijn 

a  a—h  a^— 3afcf5//^ 

gebroken  vormen.  Maar  men  zal  iuzien,  dat  evenals  nega- 
tieve vormen  zeer  goed  ])ositievc  (jetallen  kunnen  vooi'stellen, 
ook  gebroken  vonnen  geheele  (/etal/en  kunnen  opleveren. 

a 
Zoo   zal    -    geheel  worden,  wanneer  bv.  «  =  6,  i  =  3  is. 
b 

En 7  wordt  geheel,  wanneer  bv.'  a  =  5,  &  =  —  3.  Want 

a  '\-  b 

5_(_3)       5  +  3        8 

dan  wordt  deze  breuk  =  ^  .-       «^  =  ^  "~^  ~  "^  =  4- 

5-t-(— 3)       5—3       2 
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Opmerking.  Zijn  in  een  algebraïsche  vorm  alleen  de  coëffi- 
cienten  gebroken  getallen,  dan  blijft  de  vorm  een  ^^/i^(?/^  vorm. 
Zoo  is  dus 

een    geheele    vorm.    Een   gebroken    vorm   ontstaat,  wanneer 

zooals  reeds  boven  is  uiteengezet,  teller  en  noemer  algebraïsche 

X     2x       ^x — 4y  a   ^  -,,70 

vormen  zijn.  Zoo  bv.  - ,  -^  ,  ^  ^  ■  o'  o-  Maar -ei?- — cx'—^-dy^ 
"  y     oy     2x^-j- oy^  b 

a 

is   geeii    gebroken    vorm,    omdat    hier  -  weder  de  rol  van 
coëfficiënt  vervult.  Let  daarop  altijd. 

2.  Verschillende  soorten  van  breuken.  De  breuken  wor- 
den in  de  praktijk  nog  in  vei'schillende  soorten  onderschei- 
den.   In    de    eerste    plaats   maakt  men  onderscheid  tusschen 

.6 
eigenlijke    en    oneigenlijke    breuken.  Zoo    is  -  een  „oneigen- 

lijke"  breuk.  Dit  getal  heeft  wel  den  vomn  van  een  breuk, 
maar  een  breuk  is  het  niet,  daar  de  teller  een  veelvoud 
is    van    den    noemer,    en   de   breuk  dus  feitelijk  een  geheel 

getal    voorstelt,    nl.    2.    Evenzoo  zal —  een  oneigenlijke 

bi'euk    voorstellen.    Want   wij  weten,  dat  deze  gelijk  is  aan 

a  -|-  h,  en  dit  is  geen  (algebraïsche)  breuk  meer. 

De    eigenlijke    breuken    worden    weer    onderscheiden    in 

echte  en  onechte.  Echte  breuken  zijn  dezulke,  welke  kleiner 

dan    1    zijn,    zooals  2/3,  ^4»  ^^^i.  Zoowel  2:3  als  3:4  gaat 

niet  \(^n  volle  een  keer.  De  teller  is  bij  een  echte  breuk  dus 

13     7 
altijd  kleiner  dan  de  noemer.  Maar  breuken  als  — ,  -,  enz. 

3      4 

worden  onechte  genoemd.  Ze  zijn  grooter  dan  1,  de  teller  is 

grootei^  dan  de  noemer,  en  men  kan  ze  „herleiden"  tot  z.g. 

,,gemengde  getallen''.  Immers  voor  13  :  3  bv.  kan  geschreven 

12       1 
worden    (12  +  1)  :  3  =  —  +  ö-  (welke  eigenschap  laten  wij 

o  o 

hier  doorgaan?).  En  dit  laatste  is  =  4 -[-  Y3,  of  zooals  men 
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altijd  schrijft  47a.  Omgekeerd  kunnen  natuurlijk  gemengde 
getallen  altijd  tot  onechte  breuken  worden  herleid. 

Men  heeft  ook  echte  en  oneclite  alijehra'ische  breuken.  Bij 
een  echte  breuk  is  dan  de  teller  niet  „kleiner"  dan  de  noemer, 
want  dit  begrip  bestaat  niet  bij  algebraïsche  vormen,  maar 
van  logeren  graad,  terwijl  .bij  onechte  breuken  —  herleid- 
baar    tot  gemengde  vormefi  —  de  teller  van  hoogeren  graad 

a  —  b 

is  dan  de  noemer.  Derhalve  is  -yyyj  een  echte  algebmïsche 

breuk,  een  onechte.  Voert  men  de  aangeduide  deeling 
zoo  ver  mogelijk  uit,  dan  wordt  het  quotiënt  a'^  —  ab  -\-  &^ 
de  rest  —  2i^,  en  men  zal  de  onechte  breuk  —  kunnen 

a  \-b 

voorstellen  door  den  gemengden  vorm 

«2  _  aé  ^  b%  _ 


Immers  men  heeft  weer: 

a-\-b  a  —  b 

en  dit  is  volgens  de  distributieve  eigenschap  der  Deeling  gelijk 
aan  het  voorgaande. 

Een  bijzonder  soort  van  breuken  zijn  nog  de  mm efigestelde 
breuken.  Ze  komen  in  de  praktijk  nagenoeg  niet  voor,  en 
daarom  zijn  ze  tot  nu  toe  alleen  in  gebruik  geweest,  om 
onze  jeugdige  examen-candidaten  tot  verschillende  kunstige 
herleidingen  te  dresseeren.  Ter  wille  der  volledigheid  vermeld 
ik  alleen,  dat  samengestelde  breuken  zoodanige  zijn,  w^aar 
öf   teller,    öf  noemer,    of   beide    weer    breuken  zijn,  zooals 

2/  5  3/ 

— ,  — ,  -ry.    Dit  zijn  al  heel  vreemde  dingen,  niet  waar? 

Hoe   men    ze    „herleidt",    zullen    we  dadelijk  met  een  paar 
woorden  aangeven. 

Wanneer  wij  nu  dat  nieuwe  soort  getallen,  de  gebroken 
getallen,  in  hun  verband  met  de  geheele,  wat  nader  beschou- 
wen, dan  blijkt  dat  wij  thans  de  getaUenrij  van  —  oo  tot  -f-  oc 
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kunnen  aanvullen  met  alle  mogelijke  gebroken  getallen,  die 
tusschen  de  geheele  getallen  inliggen.  Zoo  hebben  wij  bv.  de  rij 

...  -  2  - 17,  -  i'A  -  1V4  -  1  -  7*  -  V2'  -  V4  o 

V4        V2        «A      1     i'A    1V2     1V4  2.., 

zoodat  tusselien  elke  twee  opeenvolgende  getallen  drie  gebro- 
ken getallen  zijn  gevoegd.  Tusschen  O  en  1  en  ook  tusschen 
O  en  —  1  heeft  men  echte  breuken,  in  alle  andere  gevallen 
gemengde  getallen. 

Had  men  inplaats  van  vierde  deelen  genomen  tiende  deelen, 
zoo  waren  tusschen  elke  twee  opeenvolgende  geheele  getallen 
negen  gebroken  getallen  gekomen.  Met  honderdsten  opklim- 
mende, had  men  er  99  gekregen,  enz.  Hieruit  blijkt  dus,  dat 
men  zich  ten  slotte  een  gestadig  doorloopende  (continue) 
getallenrij  kan  denken,  loopende  van  —  od  tot  -j-  Q^>  waarbij 
de  sprong  tusschen  twee  opeenvolgende  getallenwaarden  hoe 
langer  hoe  meer  tot  O  nadert. 

Nu  wij  de  gebroken  getallen  hebben  ingevoerd,  kunnen  de 
lettei-s  in  de  verschillende  algebraïsche  vormen  voortaan  ook 
breuken  vooretellen,  en  zullen  alle  tot  nu  behandelde  en  nog 
te    behandelen  eigenschappen  in  dat  geval  blijven  doorgaan. 

3.  Vereenvoudiging  van  breuken.  Een  breuk,  waarvan  teller 
en  noemer  door  een  zelfde  getal  deelbaar  zijn,  kan  men 
vei^eetwoudigen,  door  teller  en  noemer  te  deelen  door  hun 
G.  G.  D.  Dat  de  waarde  van  een  breuk  niet  verandert,  wan- 
neer men  teller  en  noemer  door  een  zelfde  gelal  deelt,  of 
met  een  zelfde  getal  vermenigvuldigt,  volgt  uit  eigenschap- 
pen der  Deeling.  (Zie  bl.  53  boven). 

4 
Heeft   men   dus   de   breuk   -,   zoo   schrijft   men  daarvoor 

onmiadeliik  -——■  =  -.    bvenzoo    vervangt   men   — — —   door 

6:23  °  a^ — h^ 

wijl    teller   en    noemer    beide   door  a  —  h  deel- 


baar  zijn.  En  voor  — :r—  schrijft  men  — . 

p"'q*  pa 

Zijn  teller  en  noemer  van  een  breuk  onderlint/  0}ideelbaar, 
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zoo  kan  de  breuk  niet  gelijk  zijn  aan  een  andere  met  kleineren 
teller  en  noemer,  of  waarvan  teller  en  noemer  van  hujenni 
graad  zijn. 

Imraei'S  was  —  =  --,  dan  zou  ook  -— r=  -— ziin,  en  der- 

B       D  BD       BD    ^ 

derhalve  ook  AD  =  BC  (volgens  welke  eigenschap  ?).  Maar 
daar  A  en  B  volgens  onderstelling  onderling  ondeelbaar  zijn, 
zoo  zou  A  noodzakelijk  op  C  moeten  deelbaar  zijn.  Maar 
dan  kan  C  niet  kleiner  zijn  dan  A,  of  van  lageren  graad, 
en  daarmede  is  de  stelhng  bewezen. 

Zijn  derhalve  teller  en  noemer  onderling  ondeelbaar,  zoo 
is  de  breuk  niet  voor  verdere  vereenvoudiging  vatbaar :  zij 
is,  zooals  men  zegt,  onherleidbaar. 

Het  spreekt  vanzelf,  dat  wanneer  de  breuk  van  een  gemengd 
getal  onherleidbaar  is,  ook  de  onechte  breuk,  welke  door 
herlerding   uit   dat   gemengd  getal  ontstaat,  onherleidbaar  is. 

h        ac-\-h 
Immers  daar  a  -{ —  = is,  zoo  zal  c,  deelbaar  zijnde  op 

ac,  maar  niet  op  h,  onmogelijk  deelbaar  kunnen  zijn  op 
ac  +  /;.  (Waarom  niet  ?) 

Wij  kunnen  nu  ook  aangeven  hoe  men  .samengesti^hk 
breuken  herleidt. 

Daartoe  vermenigvuldige  men  slechts  tellei  en  noemer  niet 
een  zoodanig  getal,  dat  de  noemer  of  noemers  in  teller  cii 
noemer  van  den  samengestelden  breuk  verdwijnen,  d.w.z. 
met  het  K.  G.  V.  der  noemers. 

Voorbeelden.  (Zie  blz.  122). 

%  =  '/s X 3  ^l^l 

4  4X3        12       6* 

5  5X8        40 

=  ^  =  137.3. 


Vs       VsXS        3 

1!±  _  V4XI2  ^  ^4X4X3  ^  3X3  ^  9 
2Vo       2VcX12       ^7/6X6X2        17X2       34* 

Ter    oefening    in    de  herleiding  van  algebraïsche   breuken 
dienen  de  navolgende    Vraaystukhni, 


1. 


2. 


3. 


4. 
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3a3-l- 8a2— 35a  1  bx^—  1  Sxy  - 20t/2 


2a3+3a*— 35a  '  12.rS-35.e2y+25.ry2 

l—2x\-2a!^—.v^  6.«8— 31.«y+35«/2 

(_y)3(2^  -y)(3.^-y)(2,c,/-2,8-;r«) ' 
Oa«— 13a-|-6  4^3+12«2_a;4-21 


o. 


9a3— 13a+6  '  Ö.«»+d;«+7«+6    * 

6a3— 2a-t—  1  Ooi^— 2*3  2.v*—.v^-\-  24rH  1 

4a*-3a364-4a6!'-3i*    '      5.i-+— 4ij,-3+5«HÏ' 

N.B.    Bepaal    in    Vr.    4   en  5  den  G.  G.  D.  van  teller  en 
noemer  door  ileeUng. 

2««  ,       ,     ifi—ïfi 

•" — y-\ — ; —  o — «  H 

x+y  a  f6 

b.     


2.b3    '  ,       ,     a3+63* 

y — x-\ rt^ — o* 

x-{-y  a — b 

b^—abc-^-ah^  1 


rt9_|_63_ 


^                             a-)-c  «* — 1 

I.     — :  X 


b^  '  1 

a-\-c X  -|- 


a-\-c  X —  l 

N.B.    Herleid   in   het   tweede   Vraagstuk   van   7)  eerst  de 
breuk,  waarvan  ,i^ — 1  de  teller  is. 

7*  ?/  ^ 

8.  Wanneer =  -- —  =  — — ,   bewijs   dan,   dat  altijd 

.r  +  ?/  +  2  =  O  is.  f  Stel  — ^- ,  enz.  =  />  1. 

9.  Waarom  wordt  een  ec/ite  breuk  altijd  grooter,  wanneer 
men  bij  teller  en  noemer  een  zelfde  getal  optelt  ? 

4.  Optelling  en  aftrekking  van  breuken.  Wanneer  de 
noemers  der  verschillende  breuken  reeds  gelijk  zijn  ;  wan- 
neer dus  de  breuken,  zooals  men  het  uitdrukt,  gelijhiamiy 
zijn,  dan  kan  men  de  breuken  samenvoegen  door  toepas- 
sing der  distributieve  eigenschap  der  Deeling,  nl. 
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a        b         c        d        a-'b-\-c  —  d 
P        P        P        P  P 

Men  heeft  dus  eenvoudig  de  tellers  optetellen  en  aftetrek- 
ken.  Zoo  is  bv. : 

276  +  3  Vö  -  4V»  =  2  +  Vs  +  3  +  Vs  -  (4  +  %)  = 

=  (2+3-4)+(V5+V5--V5)=l+  —5—  =1+75=175- 

Met  een  weinig  oefening,  doet  men  zoo  iets  geheel  uit 
het  hoofd. 

Maar  zijn  de  breuken  ongeUjhnamigy  zoo  moet  men  ze 
eerst  gelijknamig  maken,  door  de  tellers  en  noemers  met  zoo- 
danige getallen  (of  vormen)  te  vermenigvuldigen,  dat  de  noe- 
mers gelijk  worden.  Die  gemeenschappelijke  noemer  moet 
dus  —  zal  deze  zoo  klein  mogelijk  zijn,  of  van  zoo  laag 
mogelijken  graad  —  het  K.  G.  V.  zijn  der  verschillende  noe- 
mers. Het  spreekt  daarbij  vanzelf,  dat  men  niet  begint  met 
gelijknamig  maken,  alvorens  de  verschillende  breuken  zoo 
ver  mogelijk  vereenvoudigd  zijn.  Alleen  dan,  wanneer  een 
noemer  van  een  vereenvoudigbare  breuk  eene  deeler  is  van 
dien  van  een  onvereenvoudigbare,  of  daaraan  gelijk,  kan 
men  zulks  nalaten,  daar  de  eerste  noemer  toch  minstens 
gelijk  aan  de  tweede  moet  worden. 

Zoo  is  bv. : 

«/S    f  V4  -  V3  +  ^/o  -  Vs  +  'U  =  Vs  +  'U  -  V3  +  ^6  = 

De  breuk  V4  i^  ^^^^  herleid  tot  V2»  omdat  4  een  deeler  is 
van  de  onherleidbare  breuk  ^/s-  Evenmin  V^,  waarvan  de 
noemer  gelijk  is  aan  dien  van  %•  ^^  breuken,  die  reeds 
gelijke  noemers  bezitten,  worden  dadelijk  samengevoegd  ;  eerst 
daarna  bepaalt  men  het  K.  G.  V.  der  noemers  8,  4,  3  en 
6,  zijnde  24.  Door  zulke  kleinigheden  in  acht  te  nemen, 
bespaart  men  zich   veel  onnoodig  werk. 

Moet  2V3  worden  afgetrokken  van  SVa,  zoo  herleide  men 
3V3  eerst  tot  2'  3,  en  bepale  daarna  het  verschil,  zijnde  Vg. 

Met  alyebrdische  breuken  is  natuurlijk  alles  hetzelfde,  alleen 
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zuilen  de  bewerkingen  dan  dikwijls  langer  zijn,  en  moet 
men  oppassen  zich  niet  te  vergissen.  Vraagstukken  over 
optelling  en  aftrekking  van  algebraïsche  breuken  zijn  een 
uitstekende  oefening  in  en  herhaling  van  de  factorenontbin- 
ding. Een  Voorbeeld  moge  dit  toelichten. 

xX-l  3«— 23  x-\-l  3«— 23 


a^—x—Q   '   «*+«— 12       (i»+2)(«— H)  '  («-|-4)(«— 3) 

(4!4-7)(«+4)-f  (3«-23Xa!+2)  _  x^-\-nx-{-2S-\-dx^-17w-46 
(«+2)(«+4X«— 3)         ~  N 

4««— 6d!— 18  _  2(2««— 3«— 9)  _  2(2d!«+3«— 6«— 9)  _ 

N  ■"  N  "■  N  ~ 

2(j,— 3)(2«+3)  2(2^;+ 3) 


(«4-2)(«+4Kj;— 8)       (a+2)(«-t-4)* 

De  leerling  oefene  zich  nu  verder  met  de  volgende  Vraag- 
stukken. 

3a  4- 34  2(a— 6) 

1-    -5 — ;: — rrr  + 


a«— 9a -1-14       a*— 5a-f6 

15  12  .  a 


a«-|-9a-|-14       a^-f  10a-|-21    '   a«-|-5a+6 

O.  ■         — -p   r r • 

a?-|-y  ^ — y  ^^ — y* 

a+2  3a— 5  6  2a+3 

a«+a— 12  ^  a"^~-a-12  ~  a«-.9  "*"  a«— 16  ' 

o»  ■ '  ■' —  — ^—  —f"  • 

6.    (^Hy^-^'^)(^+y)     (y^+^^-^%+^)     (^^4-^-V)(>r+^) 

ay  yz  xz 

„      \  a  2  1 

7-     -  + 


o        l_|-a-fa*       a-|-l        (a-f')* 

8.      y-+y— 1      ■     y^—y—'i-      ,     y  V 


y'-y'+y-i     ƒ +yHy+i     y'-i     y*-i  * 
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9.     Bewijs  eens,  dat 

1 


i  9.     i       9  .9      1^        9.    I        9  9 


is,  wanneer  .x*  -|-  y  +  2  =  0. 

10.     In   de   Meetkunde   wordt   bewezen,   dat  de  stralen  der 
in-  en  aangeschreven  cirkels  van  een  driehoek  zijn  : 

O  0^0  O 


S  8 — a  s — o  8 — c 

terwijl    de    straal     van     den    omgeschreven    cirkel    is 

7 

R  =  —T ,    in    welke   uitdrukking   2.v  =  a  -f-  ^  +  c   en 

0'^  =  s  (s  —  a)  {s  —  b)  {s  —  c).  Bewijs  nu  eens,  dat 
Ri -{-  Rz -{-  R^  —  r  =  47?.  (Voeg  de  breuken  tioee  aan 
tl  vee  samen). 

11.  Waarom  is  de  som  van  twee  onherleidbare  breuken, 
waarvan  de  noemers  onderling  ondeelbaar  zijn,  een 
onherleidbare   breuk,    waarvan   de   noemer  het  product 

der  beide  eerste  noemers  is? 

a  c 

Oplossing,  TA]  de  eerste  breuk  -    en   de  tweede    --, 

dan  is  de  som  =  — ~- — .  Was  deze  breuk  nu  herleid- 

bd 

baar,  dan  zou  de  teller  door  een  of  meer  der  factoren 

van   b   of  d  of  beide   moeten  deelbaar  zijn.  Nu  is  ad 

deelbaar   door   rf.   Maar  volgens  de  onderstelling  bevat 

noch   c,   noch   b   factoren    van   r/,   derhalve   is   ook  de 

teller  niet  deelbaar  door  factoren  van  rf.     Op  dezelfde 

wijze  toont  men  het  aan  voor  de  factoren  van  b. 

12.  Bewijs,  dat  de  som  van  twee  onherleidbare  breuken 
met  ongelijke  noemers  nooit  een  geheel  getal  kan  zijn. 

a        c 
Oplossing.    Noem  de  breuken  weer  -  en~.  Wij  heb- 
ben   dan    te    bewijzen,    dat    de   teller  van  de  som,  nl. 
ad  -f-  eb  geen  veelvoud  van  bd  kan  zijn.  Wanneer  die 
teller    wel    een  veelvoud  van  bd  was,  dan  zouden  wij 
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hebben  ad-\'  cbz=z  èc?-voud,  derhalve  eb  =  rf-voud  en 
ad  =  è-voud.  Maar  volgens  de  onderstelling  is  c  onder- 
ling ondeelbaar  met  d,  en  a  met  b ;  dus  zou  b  een 
d-voud  moeten  wezen,  en  d  een  6-voud.  Dit  kan  alleen 
als  b  =  d  is.  Maar  dit  strijdt  met  de  onderstelling,  dat 
b  en  d  oiigelijk  zijn.  De  teller  van  de  som  kan  dus 
onmogelijk  een  veelvoud  van  den  noemer  zijn,  en  de 
stelling  is  bewezen. 

13.     Waarom  is  -  -j-  -  altijd  grooter  dan  2,  wanneer  a  en  6 

b      a 

ongelijk  zijn*? 

5.  Vermenigvuldiging  en  deeling  van  breuken. 

a\  Hoe  men  een  breuk  met  een  yeheel  c/etal  vermenig* 
vuldigt,    volgt    uit    de    eigenschappen   der   deeling.  Daar  nl. 

-  X  c=— —  of  =  - —  is  (zie  blz.  52),  zoo  heeft  men  dus 
b  b  '  b :  c 

slechts    den    teller   met   het  getal  te  vermenLyvuldUjen,  of  — - 

wanneer  de  noemer  door  dat  getal  deelbaar  is  —  den  noemer 

er  door  te  deelen. 

Zoo  is        3/^x3  =  74  =  27,;        VcX4  =  V6  =  V3; 
Vc  X  2  =  Vs  =  1  ^3 ;       2^5  X  7  =  14  +  ^i/.  ^  18V5. 

Wij  zagen  reeds  vroeger,  dat  wanneer  met  den  noemer 
wordt  vermenigvuldigd,  men  den  teller  verkrijgt:  75X5=2. 
Vermenigvuldigt  men  met  een  veelvoud  van  den  noemer,  zoo 
verrichte  men  de  bewerking  in  tweeën,  aldus:  75X1Q  = 
=  ^/5X5X2  =  3X2  =  6.  Dit  komt  dus  daarop  neer,  dat 
men  vooraf  5  op  10  deelt,  en  vervolgens  den  teller  3  met 
dit  quotiënt  vermenigvuldigt.  Evenzoo  kan  men  bij  het  voor- 
beeld Vq  X  4  (zie  boven)  vooraf  6  en  4  door  den  gemeen- 
schappelijken  factor  2  deelen,  en  daarna  V3  X  2  uitwerken. 

b.  Omgekeerd  wordt  nu  een  geheel  getal  met  een  breuk 
vermenigvuldigd,  door  dat  getal  te  t)ermenigvuldlgen  met  den 
teller,   en    de    uitkomst   te    deelen   door  den  noemer.  Want 

^b  ,  b  hXa       aXb     ^  .     i.      .  , 

aX-  ïs  =z-  X  ^  = = •  Door  zoo  te  handelen, 

c  c  c  c 
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blijft  men  dus  in  overeenstemming  met  vi'oeger  bewezen 
eigenschappen,  geldende  voor  opgaande  deelingen,  maar  die 
wij  ook  bij  niet-opgaande  deelingen  (breuken)  laten  door- 
gaan. 

Zoo  is  7X^^4  =  'V4  =  5V4;  4x^/ü  =  2  X  ^3=  ^'3=3'/.; 
5  X  Vó  =  2  ;  6  X  -/3  =  2  X  2  =  4  ;  5  X  IV3  =  5  X  ^.'3  = 
=  25/3  =  8V3.  (ook  IV3  X  5  =  5  +  =  8»/3).  Men  verkleint 
dus  altijd  vooraf  weer  zooveel  mogelijk. 

Daar  a  :  />  =  a  X       is,  zoo  zien  wij  ook,  dat  een  dfelinq 

h 

altijd    tot   een    i^erme/tü/vu/du/itK/  kan  teruggebracht  worden, 

door  te  vermenigvuldigen  met  het  onuieleevde  van  den  deeler. 

Men    noemt    nl.  het  „omgekeerde"  van  een  getal  de  breuk, 

welke  men  verkrijgt,  door  dat  getal  op  1   te  deelen.  Zoo  is 

dèeleti  door  3  liet  zelfde  als  cenaeiuijraldliieit  met  ^';j. 

6*.     Heeft    men  ten  slotte  tau^e  h inden  met  elkaar  te  ver- 

menigvuldige!!,  zoo  passé  men  de  eigenschap      X  ,  = 

ff       d        hxd 

(zie  blz.  52)  toe.  Men  heeft  dus  slechts  het ^>/W/ic/ der /^//er.v 

te    deden  door  het  /fivdurt  der  noemers,  (gemengde  getallen 

eerst  tot  onechte  breuken  herleiden). 

Voorbeelden.  '•^U^  X  %  =  V  5  :  V:^  X  ''U  =  Vi  X  ^'2  =  V'2  : 
3V4Xl'V5=^V4  X  %  =  V,  X  Vi  =  6.  (altijd  weer  vooraf 
zooveel  mogelijk  vereenvoudigen). 

Men  kan  ook  de  handelwijze  van  h)  toepassen  :  Verme- 
nigvuldigen met  ''/d  beteekent  vermenigvuldigen  met  c,  en  de 
uitkomst  deeleu  door  d.  Maar  dit  komt  natuurlijk  op  het 
zelfde  neer. 

d.  Geduruje  producten  behandelt  men  op  gelijke  wijze. 
Zoo  is  bv.  : 

,ir-\-b.v — 6        .v^ — 4.C — 21  A'^-f-5^ 

(j!+6)(.«— 1)      («4-3)(.r— 7)"^"    .4»; +  5)  ï^l      ï 

In    dit  voorbeeld,  wimrin  weer  eens  algebraïsche  breuken 
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voorkomen,  valt  toevallig  alles  weg.  Als  de  leerling  nu  maar 
niet  bij  vergissing  O  voor  de  uitkomst  neerschrijft,  maar 
behoorlijk  1.  Dat  „wegvallen''  van  factoren  gebeurt  bij  der- 
gelijke vermenigvuldigingen  herhaaldelijk,  en  de  leerling  zal 
zulks  wel  niet  onpleizierig  vinden. 

/'.  Voor  machten  geldt  hetzelfde.  Men  zal  inzien,  dat  om 
een  breuk  tot  een  zekere  macht  te  verheffen,  men  slechts 
teller  en  noemer  tot  die  macht  behoeft  te  verheffen. 

2^       16  53      125 

Zoo  is  (V,)'  =  ^.  =  8Ï  '  ^^''"^^  =  ^^'"^^  =  P  =  X  =  ^^'''^ 
De  macht  van  een  eigenlijke  breuk  kan  dus  nooit  een 
gelteel  getal  opleveren.  Want  is  de  breuk  tot  haar  eenvou- 
digste gedaante  herleid,  zoo  zijn  teller  en  noemer  onderling 
ondeelbaar.  Daar  nu  de  macht  van  een  getal  wel  de  ondeel- 
bare factoren  in  een  grooter  aantal,  maar  geen  andere  fac- 
toren bevat,  zoo  zullen  de  gelijknamige  machten  van  teller 
en  noemer  eveneens  onderling  ondeelbaar  zijn,  en  de  ontstane 
breuk  is  derhalve  niet  tot  een  geheel  getal  herleidbaar. 

ƒ.  Hoe  men  nu  deelt y  wanneer  óf  deeltal,  öf  deeler,  öf  beide 
breuken  zijn,  is  weer  uit  de  eigenschappen  der  opgaande 
deelingen  afteleiden,  welke  eigenschappen  wij  weer  door  het 
invoeren  van  het  begrip  breuk  ook  op  niet-opgaande  deelin^ 
gen  toepasselijk  verklaren. 

Men  heeft  dus  achtereenvolgens  : 

b  aXc       „  .  6X7 

«:-=a:6X<'=:-^.     By.  6  : '/^  = -^  =  «/ó  =  SVb- 

Daar  — r—  ook  =  aX  t  is,  zoo  ziet  men  dus,  dat  deelen 
o  o 

door  -  neerkomt  op  vermenigvuldigen  met  -,  d.w.z.  methet 
c  b 

c  h 

omgekeerde    der    breuk.    Dat  -    het    omgekeerde    is   van  -, 

h  c 

,6  cc 

volgt  hieruit,  dat  1 :  -  =  1  X  t  =  v  is. 

C  0  0 

9* 
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CL      C 

Op   dezelfde  wijze  kan   men   ook   - :  -  terugbrengen  tot 

b    d 

ïxf  Zoo  is  3Vs:2V.  =  ü:H=»x^  =  |  =  lY.. 

Opmerking.  Door  toepassing  van  de  deeling  van  breuken 
kan  men  ook  samengestelde  breuken  nog  op  een  andere  wijze 
herleiden  dan  door  vermenigvuldiging  van  teller  en  noemer 
met  een  zelfde  getal  (zie  $  3).  Men  heeft  bv. : 

3V«_3u.i,/_7.5_7^3_21_ 
__3/8.1/8_-.-_-X5-Y^-2/io, 

geheel  gelijk  aan  het  zooeven  behandelde. 

De  volgende  Vraagstukhen  hebben  op  het  geleerde  in  deze 
paragraaf  betrekking. 

aftrekkingen  uitvoeren). 

/  56  42  W  56  42  \ 

/       iv      /       1^^ 

6.  Bereken  1  ^^  +  7  )  en  I  .t  -j —  I  . 

7.  Druk  .^^  4"  ~^  ^i*  ^^  .r  -f  -  z=i  y.  (d.w.z.  in  de  uitkomst 

ar  X 

mag  slechts  y  voorkomen). 

(Denk    aan   ir  :  (/^  X  '''  =  (/?  •  7  X  z*)^ ;   de  kwadraats- 
verheffing dus  het  allerlaatst !) 


gen  en 
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\a^-\-2xy-\ry^'     x+y     )        a^+y'^     \y       aj' 
4a*— 10a«ft«4-256»  ^       8aö+1256ö         4a*+l0a«6«+25&* 
2a*"— 9a2fc3-|-106«'   *'  2rt«'+3a*^ft«— 56+  '         8a6— 12566        ' 
^3  236(a4-6)        |      2a2— 7a6+6J2 

/2  ~2(2a«+7a6+562)j  '  2a'»+a6- 106«' 

6.  G.  G.  D.  en  K.  G.  V.  van  breuken.  Het  komt  een  enkele 
maal  voor,  dat  men  bij  vormen,  waarin  gebroken  coëfficiënten 
voorkomen,  deze  tot  geheele  getallen  terugbrengt,  door  een 
gemeenschappelijke  breuk  buiten  haakjes  te  brengen.  Neemt 
men  die  laatste  breuk  zoo  groot  mogelijk,  dan  worden  de 
geheele  coëfficiënten  zoo  klein  mogelijk.  Heeft  men  bv.  den 
vorm  74  «^^  —  Vs  ^y  +  *4  y^  2iOO  kan  men  Vco  buiten  haakjes 
halen,  en  schrijven:   Voo  {^^^  —  ^0 ocy -{- ^S y^). 

De  grooM  mogelijke  breuk  nu,  welke  op  ^enige  (onherleid- 
bare) breuken  een  geheel  aantal  malen  begrepen  is,  noemt 
men  de  G,  G.  D,  dezer  breuken. 

Het  is  duidelijk,  dat  van  die  gezochte  breuk  de  teller 
gelijk  is  aan  den  G.  G.  D,  der  verschillende  tellers,  de  noemer 
gelijk  aan  het  K,  6r.  V,  der  verschillende  noemers.  Want 
dan  wordt  de  teller  zoo  groot  mogelijk,  de  noemer  zoo  klein 
mogelijk,  dus  de  breuk  zoo  groot  mogelijk.  En  het  is  ook 
duidelijk  dat  deze  nu  op  alle  breuken  een  geheel  aantal 
malen  begrepen  is. 

Zoo  is  van  bovenstaande  breuken  de  G.  G.  D.  der  tellers 
=  1,  het  K.  G.  V.  der  noemers  =  60,  dus  de  6.  G.  D.  der 
gegeven  breuken  =  Vco-  ^^  ^^  '^  ^Im  ^^^  geheel  aantal  malen 

2      1        2       60 

begrepen    zijn   op  "j^  bv.,  want  ö  '•  jt:  ^  ö  X  — '  zoodat  de 

o     60       3         1 

G.  G.  D.  der  tellers,  nl.  1,  deelbaar  zal  wezen  op  den  teller  2,  en 

de  noemer  3  deelbaar  op  het  K.  G.  V.  der  noemers,  nl.  60. 

Van  de  breuken  -/g,  */:>  ^'7-21  zou  de  G.  G.  D.  =  72i  geweest 
zijn,  gaande   op   de  gegeven  breuken  resp.  7,  6  en  5  keer. 

Hetzelfde  geldt  voor  den  G.  G.  D.  van  algebraïsche  breuken. 

Wanneer  wij  den  G.  G.  D.  der  algebraïsche  vormen 

6a?5-f^»       17.C  +  3    en    2afi  ^  ha^ -\- lU  ^  12 
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door  deel  ing  bepalen,  zoo  vinden  wij  daarvoor  2,c  —  3.  ï)ezè 
vorm,  gedeeld  op  de  beide  gegeven  vormen,  geeft  der/eheele 
vormen  3./;-  -\'  5v  —  1  en  .?••  —  .v  -f-  4.  Hadden  wij  nu  4r  —  6 
als  G.  (t.  D.  genomen,  dan  zouden  de  beide  quotiënten  wel 
geheele  vormen  gebleven  zijn,  maar  mei  gebroken  coëfficiënten. 
En  nu  zullen  wij  als  nauwkeuriger  definitie  van  den  G.  G.  D. 
van  twee  of  meer  (jeheeh  algebraïsche  vormen  met  geheele 
coëfficiënten  deze  geven : 

I  Het""'is  de  vorm  van  den  hoogsten  graad  met  zoo  groot 
mogelijke  coëfficiënten,  die  op  de  gegeven  vormen  gedeeld, 
tot  quotiënten  geeft  geheele  vormen  met  geheele  coëfficiënten. 
Van  de  beiden  boven  gegeven  vormen  is  dus  de  G.  G.  D. 
niet  4t?  —  6,  maar  2.r  —  3. 

Moest  men  den  G.  G.  D.  bepalen  van  de  vormen 

4^3  +  2/ga?2  -  111/3.1;  -f  2     en     l-Vy^''^  -  ix^  +  SV^-r  —  97.^ 

dan  bepaalt  men  eerst  den  G.  G.  D.  der  coëfficiënten  Vi»  Va» 
3%  en  Vi,  zijnde  Va;  daarna  dien  der  coëfficiënten  V51  */n  ^/j 
en  ^^/g,  zijnde  ^3,  waardoor  de  vormen  overgaan  in 

^3(6.1-3  +  d;^-  —  17.r  +  3)     en     %(2/c8  —  5.i'2  +  1  l.r  ~  12). 

En  nu  w^ordt  voor  den  G.  G.  D.  van  73  en  V5  gevonden  7i5, 
terwijl  wij  boven  zagen,  dat  de  G.  G.  D.  der  beide  vormen 
tussclien  haakjes  =  2x  —  3  is.  De  gezochte  G.  G.  D.  der 
opgegeven  vormen  is  derhalve  =  7i 5(2*1'  —  3). 

Met  geringe  wijzigingen  kan  alles,  wat  boven  ten  opzichte 
van  den  G.  G.  D.  van  breuken  (of  gebroken  vormen)  is  gezegd, 
worden  overgebracht  op  het  K,  G,  K.  Het  zal  geen  nadere 
verklaring  behoeven,  dat  om  bv.  van  de  breuken  75,  7ioen  ^5 
het  K.  G.  V.  te  bepalen,  men  het  K.  G,  V.  der  tellers  moet 
bepalen,  en  den  (r,  G.  IJ.  der  noemers,  zoodat  men  vindt  ^Vj. 

Dit  is  dus  de  kleinste  breuk,  waarop  de  gegeven  breuken 
een  geheel  aantal  malen  (resp.  3,  4  en  5  keer)  gaan. 

Ook  moet  de  vroeger  gegeven  definitie  van  het  K.  G.  \. 
van  twee  of  meer  geheele  algebraïsche  vormen  met  geheek 
coëfficiënten  in  dier  voege  gewijzigd  worden,  dat  het  K.  G.  ^  • 
de  vorm  is  van  den  btagsten  graad  met  de  Meinst  mogelijke 
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coëfficiënten,  welke  door  de  gegeven  vormen  gedeeld,  tot 
uitkomsten  geeft  yehede  vormen  met  yehede  coëfficiënten. 

En  hiermede  stapi)en  wij  af  van  dit  vrij  onbelangrijke 
onderwerp,  hetwelk  in  de  praktijk  slechts  zeer  zelden 
voorkomt. 

7.  Negatieve  exponenten.  Wij  zullen  thans  nagaan  wat 
het  beteekent,  wanneer  een  exponent  negatief  wordt. 

Tot  nu  toe  deelden  wij  alleen  een  eenterw  als  ri^  door  een 
anderen  eenterm  als  r/*,  wanneer  het  deeltal  van  hooijeren 
(/raad  was  dan  de  deeler,  wanneer  m.a.w.  de  exponent  van 
de  eei*stgenoemde  macht  (jrooter  was  dan  dien  van  de  tweede. 
De  uitkomst  is  dan  a?—^  =r  a^. 

Passen  wij  dit  zelfde  nu  ook  eens  toe  op  het  geval,  dat 
de  beide  exponenten  gelijk  zijn,  bv.  a* :  a^.  Wij  hebben  dan, 
wanneer  de  exponenten  wederom  afgetrokken  worden : 

Maar  daar  blijkbaar  a^ :  a,^  ook  =  1  is,  zoo  volgt  van  zelf, 
dat  de  i^chrijfioijze  a^  niet  anders  beteekent  dan  1.  Elke 
,.nvkle'  macht  is  dus  =  1 : 

In  overeenstemming  daarmede  noemden  wij  reeds  vroeger 
(zie  blz.  41)  in  een  vorm  als  ./r^  —  Ix'-^-^x  —  3  de  term — 3 
van  den  nniden  graad  t.  o.  v.  .r.  Want  men  kan  zich  denken, 
dat  er  staat  —  3.r'',  zijnde  =  —  3x1=  —  3. 

Is  de  exponent  van  het  deeltal  kleiner  dan  die  van  den 
deeler,  hebben  wij  bv.  te  deelen  a'^ :  a^,  dan  kan  men,  wanneer 
wederom  de  exponenten  worden  afgetrokken,  daarvoor 
sclu'ijven : 


.  =  a-4. 


iS^Iaar  voor  a^ :  a''  kan  men  ook  schrijven  —  deeltal  en  deeler 
door  a^  deelende  —  de  breuk  ~.    Aldus  zien   wij,  dat  a— * 


o^ 
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èen  gemakkelijke  schrijfwijze  is  voor  — ,  en  wij  hebben  duè 


O" 


algemeen : 


1 

a— »  =  — . 


Zóó  ontstaan  negatieve  exponenten.  Het  voordeel  er  van 
is,  dat  men  er  mede  werken  kan  als  met  positieve  exponenten : 
de  wijze  van  invoering  dezer  exponenten  waarborgt  ons, 
dat  alle  eigenschappen,  welke  wij  bewezen  hebben  voor 
positie\'e  exponenten,  ook  zullen  doorgaan  in  het  geval  van 
negatieve  exponenten.  Zoo  zal  bv.  a—^  X  öJ""^  =  ^~^  zijn 
{optelling  der  exponenten) ;  a  -^  :  a-  ^  =  a*  {aftrekking  der 
exponenten);  (a~-*)^  =  a~^  {vermenigvuldiging  der  exponenten) ; 
a—-  X  ^""^  '  ^"^  =  {a  X  ^  '  <^)~^'y  öiiz.  enz.  Ter  controle  zal 
ik  de  waarheid  der  eerstgenoemde  gelijkheid  aantoonen. 

11        1 

a  -3  X  a-^  =  -,  X-i  =  -z  =  a-^ 

a^       a^       a° 

De  leerling  toone  nu  op  dezelfde  wijze  de  waarheid  der 
andere  bovenstaande  gelijkheden  aan. 

De  tegenstelling  van  positieve  en  negatieve  exponenten 
wordt  bijzonder  duidelijk,  als  men  het  volgende  opmerkt: 

a*=:lX«XaX«X«- 
aO     =1 

a~-^  =  1  :  a  :  a  :  a  :  a. 

Wij  zien  dus,  dat  bij  a+^  de  eenheid  moet  veimienigvuldigd 
worden  met  4  factoren  a,  maar  dat  bij  a~*  de  eenheid  moet 
gedeeld  worden  door  4  factoren  a.  Bij  a^  moet  de  eenheid 
.met  O  factoren  a  worden  vermenigvuldigd  (of  door  O  factoren  a 
worden  gedeeld). 

Opmerking.  Daar  a  -"  =  -  =  f  -  )  is,  zoo  kan  een  nega- 
tieve exponent  altijd  tot  een  positieve  worden  teruggebracht, 
door    het   grondtal  der  macht  om  te  keeren.   Zoo  zal  («/^) 

ook  =  y  zyn,  bv.  ^      :^  ^  =  -  =  2  -. 


— » 
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Letlerexpon  enten  kunnen  nu  ook  voortaan  negatieve  getallen 
voorstellen. 

8.  Graad  van  gebroken  vormen.    Evenals  wij  bv.  2a®  of 

2  van  den  nulden  graad  t.  o.  v.  a  kunnen  noemen  (zie  boven), 
kunnen  wij  ook  bv.  3a~*  van  den  —  4^"  graad  t.  o.  v.  a 
noemen. 

Wij  kunnen  nu  ook  spreken  van  den  graad  van  gebroken 
vormen.  Immers  is  de  teller  een  vorm  van  den  if^  graad, 
de  noemer  een  van  den  q^^  graad,  dan  zal  de  breuk  van  den 
(p — 5)^"  graad  t.  o.  der  rangletter  zijn. 

2a^-.4a4-5 

Zoo  zal  bv.de  breuk    ^-r— - — ^  van  den  graad  —  2  ten 

óa^-fba  —  7 

opzichte  van  a  zijn.  Immers  de  teller  is  van  den  2**"  graad, 
de  noemer  van  den  4^°  graad. 

.9  Oelükheden  en  ongelijkheden.  Twee  breuken  zijn  gelijk, 
wanneer  ze,  na  tot  de  eenvoudigste  gedaante  te  zijn  herleid, 
gelijke  tellei-s  en  gelijke  noemers  hebben. 

En  twee  breuken  zijn  ongelijk,  wanneer  ze  bij  gelijke  noe- 
mers ongelijke  tellers  bezitten,  of  bij  gelijke  tellers  ongelijke 
noemers. 

Wij  hebben  verder  de  volgende  eigenschappen. 

,    1        1 
a.  Is  ^  =  /?,  dan  ook  -  z=  -. 

A       B 

.        <  1  >  1 

h.         Is  A^B,     „     „     2^^- 

Want  —  wat  h)  betreft  —  de  ongelijke  getallen  A  en  JB, 

op  de  gelijke  getallen  1  gedeeld,  geven  de  tegengesteld  onge- 

1  1 

liike  uitkomsten  —  en      . 

A        B 

Is  bv.  3  <"  4,  zoo  zal  0  !^  T  ^^i^-  ^^  "^/s  <^  ^^4»   ^^^  ^ial  ^/j 

ö        4 

>*/3  zijn. 

Overigens  gelden  de  op  bl.  55  bij  de  deeling  behan- 
delde eigenschappen  woordelijk  voor  het  geval  van  breuken, 
d.w.z.  van  niet-opgaande  deelingen.  Zoo  zal  bij  gelijke  tellers 
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die  breuk  de  ijrooiste  zijn,  welke  den  MeiiusUm  noemer  heeft, 
en  bij  (/f^I(j^'c  noemers  die,  welke  den  grootsten  teller  bezit.  Enz. 

Uit   /;)   volgt  nog,  dat  wanneer  .4"  ^  ]f    is,  ^"^  B  '' 

zal  zijn. 

Wij  moeten  nu  ook  nog  terugkomen  op  de  eigenschappen 
der  Ongelijkheden  bij  de  machtsver heffing  (zie  bl.  42). 

In  de  eerste  plaats  de  Eigenschap  />),  waarbij  de  beper- 
kende voorwaarde  gold  :  mits  .4  =z  ^  >  1 .  De  getallen  .1 
en  B  werden  toen  alleen  (jeh^'el  ondersteld,  en  konden  niet 
=  1  zijn.  Want  1  blijft  1,  tot  welke  macht  men  dit  ook 
verheft.  Wij  moeten  nu  eens  nagaan,  wat  er  van  de  eigen- 
schap wordt,    wanneer   A  en  B  hreuhni  zijn. 

Zijn  ^  en  J5  >  1,  dan  blijft  de  eigenschap  klaarblijkelijk 
doorgaan,  want  om  te  bewijzen,  dat  bv.  (IV4)'  <C  (1^4)^,  gaat 
men  uit  van  (l'V,.)^  =  (1*%)^»  en  vermenigvuldigt  deze  gelijke 
getallen  met  de  ongelijke  1  <^  l'V^,  waarna  het  gestelde  te 
voorschijn  komt. 

Maar  zijn  A  en  ^  <[1,  dan  ziet  men  gemakkelijk  in, 
dat  de  eigenscliap  omgekeerd  wordt.  Zoo  heeft  men  bv. 
ijkf  >  i:'Uf  als  2  <  3  is.  Want  (%)-  =  (%)*  wordt  thans 
vermenigvuldigd  met  1  >  '-/s,  waarna  het  gestelde  bewezen 
is.  Wij  hebben  derhalve  : 

6'.  Is  A  =  By  p  ^  (jy  dan  ook  A^'  ^  B''.  (wanneer  .4  =  ^  <^  1) 

En  nu  de  Eigenschap  cl).  Ook  hier  treden  wijzigingen  op. 
Want  de  bindende  bewijsgrond,  dat  een  der  ongelijke  getal- 
len minstf^iJi  =  1  zal  zijn,  ontbreekt  nu  geheel. 

Zijn  A  en  B  heide  echte  breuken,  dan  zal  de  Eig.  d)  weer 
worden  omgekeerd,  in  dien  zin  nl.,  dat  de  exponenten  />  en 
q^  nu  in  tegengestelden  zin  ongelijk  moeten  wezen,  om  een 
conclusie  mogelijk  te  maken  : 

d\  Is  i4  S  jB,  j)  ^  q,  dan  ook  A^  S  B'^.  (wanneer  i4  en  jB  <  1) 

Zoo    zal    bv.    V,<%   ï^AJndc,    m'<CUV   zijn.     Want 
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iV-óf  <C  (%)'  zijnde,  zoo  zal  dit,  vermenigvuldigd  met  ^/a  <^  1, 
de  gestelde  ongelijkheid  opleveren. 

Wij  hebben  bij  dit  alles  slechts  in  het  oog  te  houden, 
dat  (volgens  //)  een  echte  breuk  des  te  kleiner  wordt,  naar- 
mate zij  tot  hoogere  macht  wordt  verheven. 

Daarom  zal  ook,  wanneer  ^  <^  1  is,  B^l,  de  eigen- 
schap gelden  : 

r/".    Is  A<^B,  dan  ook  ^'' <  i?^  (wanneer  .4<1,  ^>1), 
onrerschiU'Hj  welke  maarden  p  en  q  bezitten. 
Want  is  ^  <[  1,  dan  wcu'dt  door  machtsverheffing  u4''nog 

kleiner ;  maar  B"^  wordt  grooter,  als  ^  >  1  is.  De  ongelijk- 
heid wordt  derhalve  des  te  sterker  vervuld. 

Hoe  nu  al  die  eigenschappen  gewijzigd  worden,  wanneer 
de    ejcponentea  ook  negatief  kunnen  zijn,  dit  is  gemakkelijk 

af  te  leiden  uit  het  feit,  dat  -1      =1-1    is,  in  verband  met 

de    Avetenschap,    dat    -4  bv.   <^B  zijnde,  —  ]>7;  zal  wezen. 

Maar  Ave  laten  dit  nu  eens  aan  den  leerling  over* 

Het  bovengezegde  is  voldoende,  om  te  doen  inzien  hoe 
voorzichtig  men  alweer  met  ongelijkheden  moet  wezen,  wan- 
neer er  (echte)  hreuhen  in  het  spel  zijn.  Wat  7icgatie7^e  grond- 
tallen  betreft,  daarvan  weet  de  leerling  reeds  genoeg.  Dubbele 
voorzichtigheid  zij  dus  ten  slotte  aanbevolen. 

lOybneindige   grenswaarden.  Onbepaalde  vormen.     Wij 

zagen  reeds,  dat  de  geta,llenrij  zich  onafgebroken  van  negatief 
oneindii]  ( —  od)  door  O  heen  tot  po.vtief  oneinduj.  (-f-  ex) 
uitstrekt.  % 

a.  Dat  nu  db  qd  -f-  <^  weer  =  db  qd  is  ;  dat  -|-  oo  -|-  qd  = 
=  +  00  en  —  X  —  X  CU  —  oc  is,  zal  wel  iedereen  inzien. 
Maar  dat  qd  —  qd  alle  mogelijke  waarden  kan  hebben,  zal 
niet  iedereen  op  het  eerste  gezicht  willen  toegeven.  Men  is 
geneigd  te  zeggen  :  oo  —  oo  ziz  o,  maar  vergeet  dan,  dat  het 
eene  x  volstrekt  niet  gelijk  aan  het  andere  x  behoeft  te 
wezen.    Even  zoo  good  als  x  -f"  2  =  ^  i^»  5^'*^!  ^  —  x  =  2 


/  ^-  ^y  V.  9' 
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kunnen  zijn.  Wij  moeten  er  in  zulke  gevallen  op  letten 
op  welke  toijze  de  beide  termen  van  het  verschil  tot  od  zijn 
genaderd.  Alleen  als  dit  bekend  is,  kan  men  de  waarde  van 
het  verschil  bepalen  ;•  in  alle  andere  gevallen  is  de  uitdruk- 
king wat  men  noemt  onbepaald. 

Vraagt  men  bv.  waartoe  {x  +  2)^  —  {x^  -|-  4r)  nadert, 
Avanneer  x  tot  oo  nadert,  dan  vindt  men,  als  men  dadelijk 
voor  X  de  waarde  od  zet,  eenvoudig  qd  —  oo,  en  daar  dit 
alles  kan  zijn,  dus  onbepaald  is,  krijgt  men  m.  a.  w.  geen 
antwoord  op  de  vraag.  Maar  werkt  men  eerst  (.i* -f-  2)^  uit, 
zoo  vindt  men  voor  het  verschil  : 

(a;2  _[_  4.„  j^  4)  _-  (^.2  +  4.^), 

en  nu  ziet  men  dadelijk,  dat  het  verschil  =4  is,  hoe  groot  ook  x. 
Had  men  hx"^  —  2x^   gehad,  zoo  is  het  verschil  =  3*^2,  ^^ 
dus  =  00  voor  a?  =  ±  oo. 

Evenzoo,  wanneer  gevraagd  was  waartoe  3.t^ — 5.c  nadert, 
wanneer  x  tot  oo  nadert.  Het  verschil  Avas  dan  weer  =  oo 
geweest.  Immers  x^  is  steeds  van  hoogeren  graad  dan  x ; 
is  01  =  1000,  dan  is  x^  reeds  =  10°,  enz.,  waaruit  men 
dadelijk  ziet,  dat  het  verschil  hier  tot  oo  nadert.  Men  had 
ook  kunnen  schrijven  .r(3,r  —  5),  en  daar  van  dit  product 
beide  factoren  tot  oo  naderen,  zoo  zal  ook  het  pmduct  daartoe 
naderen.  De  grenswaarde  of  limietwaarde  van  den  gege- 
ven  vorm   is   dus   3^'-  =  00.  De  term  —  b^x  valt  bij  x=z  op 

geheel  in  het  niet  tegenover  den  term  3.t'^  evenals — 5  in  het 
niet  valt  tegenover  3cX\  (Had  men  5.2?  —  3a?'^  gehad,  dan  zon  dit 
voor  X  =  00  tot  —  3x^,  derhalve  tot  —  oo  genaderd  zijn). 

h.  Het  zal  in  de  tweede  plaats  duidelijk  zijn,  dat  aXO=Oen 
aX(±oo)=:±ODis.  Ook  dat  0X0  =  0  en  zboo  x(=toD)z=zboD 
is.  Maar  dat  O  X  00  wederom  onbepaald  is,  evenals  zooeven 
00  —  00,    verdient    nadere    toelichting.    Dit    kan  echter  eerst 

O     a 

geschieden,  wanneer  wij  weten,  waartoe  breuken  als  -,  -, 

a     O 

00       a       O  00 

— ,   — ,   —   en  —  naderen.    Wij  zullen  aantoonen,  dat  men 

a      00      00  O 

heeft : 
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«       0; 

a 

a 

--dzoo; 

±00 

-hm* 

a 

—  0  • 

—  —I—  \jj  9 

a 

±00 

0 

0  • 

±00 

±00 

0 

O                                                                                              ±00 
Dat  -  =  O  is,  behoeft  geen  verklaring.  Evenmin,  dat 

a  a 

weer  =  ±  oo  is   (het  teeken  der  laatste  uitkomst  hangt  natunr- 

a 
lijk  ook    van   dat  van  a  af).  Maar  dat  -  =  ±  oo  is,  dient 

bewezen  te  worden. 

Deelt  men  een  w^illekeurig  getal,  bv.  10,  achtereeneenvol- 
gens  door  10,  5,  2,  j,  0,1,  0,01,  0,001,  enz.,  zoo  zullen 
de  uitkomsten  resp.  zijn  : 

1,      2,       5,      10,       100,       1000,       10000,     enz. 

10  10 

Immers  —  =  10  X  10  X  100;  y,~  =  10  X  100  =  1000; 

Vio  Aoo 

enz.  Hieruit  ziet  men,  dat  naarmate  de  noemer  der  breuk 
tot  O  nadert,  de  breuk  zelf  tot  -|-  oo  nadert,  (zie  ook  ^  9, 
waarin  v\^ij  o.a.  zagen,  dat  een  breuk  yrooter  wordt,  naar- 
mate de  noemer  kleiner  wordt). 

Had  men  gedeeld  door  — 10,  — 5,  — 2,  — 1,  — 0,1, 
--0,01,  — 0,001,  enz.,  dan  waren  de  uitkomsten  geworden : 

-1,   —2,   —5,   —10,   —100,   —1000,  —10000,   enz., 

en  de  breuk  was  tot  —  qd  genaderd,  wanneer  de  noemer 
van   den    negatieven   kant  tot  O  nadert. 

a 

Meu    heeft   derhalve    bij    de    grens    -  =  ±  oo,   naarmate 

[a  positief  ondersteld)  de  noemer  van  de  positieve,  dan  wxl  van 
de  negatieve  zijde  tot  O  is  genaderd. 

Terwijl  dus  de  noemer  zelf  doorloopend  (continu)  van 
positief  door  O  heen  naar  negatief  overgaat,  springt  de  breuk 
ondoorloopend  (discontinu)  van  -|-  oo  naar  —  x  over, 
wanneer  de  teller  positief  is,  en  omgekeerd  wanneer  de  teller 
negatief  is. 
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De  uitdrukking       is  dus  een   vorm,   die  zooals  men  zef^t 

voor  .r  =  0  discontinu  wordt,  of  een  disco?itinifiteit\evtooi\t. 
In  de  Meetkunde  treffen  wij  iets  dergelijks  aan  bij  even- 
wijdige lijnen.  Zoolang  de  eene  lijn  nog  een  hoek  vormt 
met  de  andere  lijn,  hoe  gering  ook,  is  er  nog  een  (ver 
verwijderd)  snijpunt.  Wordt  echter  die  hoek  =  O,  zoo  loopen 
de  lijnen  //,  en  liet  snijpunt  valt  oneindig  ver  weg.  Maar 
draait  men  de  lijn  in  dezelfde  richting  door,  dan  valt  het 
snijpunt  plotseling  zeer  ver  aan  den  anderen  kant,  wtiaruit 
blijkt,  dat  het  oneindig  verre  snijpunt  bij  evenwijdigheid  der 
lijnen  met  het  zelfde  recht  kan  beschouwd  woJ'den  aan  elk 
der  beide  zijden  te  liggen. 

Dat —  O  is,  volfft  en  uit    -  =  db  qc,  en  uit  de  omscan- 

digheid,    dat    een    breuk  des    te  kklnrr  Avordt,  naarmate  de 

noemer'  qrooter  w^ordt. 

O 
Verder    zullen    nu    ook    de    grenswaarden    =  O    en 

db  00 

Zb   00 

-  --—  =  db  Qo  van  zelf  duidelijk  zijn. 

Wij  zijn  thans  genaderd  aan  de  onbepaalde  uitdrukkingen 

O      00. 

Dat    deze    uitdrukkingen    inderdaad  onbepaald  zijn,  blijkt 

O 
o.a.   hieruit  dat,  a  X  ^  ^=^  ^^  zijnde,  -  =  a  is,  Avaarbij  a  alle 

waarden    kan    hebben.    Evenzoo  zal  uit  x  X  ^^  =  oc  volgen 

00  « 

— =z  a    (a    wederom    onbepaald),    en    uit  -  =  ex,    dat  ook 

00  O  ■ 

O  X  ocï  =  ^^  is,  dus  weer  alles  kan  wezen. 

Wat  in  elk  bijzonder  geval  de  uitkomst  zal  zijn,  daartoe 
moeten  wij  w-eer  weten  oj)  welke  vujze  teller  en  noemer, 
of  de  factoren  van  het  product  tot  O  en  x  zijn  genaderd. 
Beschouwen  we  daartoe  eenige  voorbeelden. 

9  - 

De   breuk  --  zal  blijkbaar  de  waaide  ^/s  bezitten,  welke 
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waarde  men  ook  aan  ^x  toekent.  Want  na  dceling  van  teller 
en  noemer  door  x  komt  er  -/s.  Ook  dan  dus,  wanneer  in 
de  oorspronkelijke  breuk  .r  =  O  gesteld  wordt,  zal  de  breuk, 

O 
welke  dan  den  vorm  -  aaimeemt,   =   %  zijn.   En   hetzelfde 

geldt,    wanneer    men   .x'  =  zb  od  stelt.  Men  krijgt  dan , 

maar  dit  is  hier  weer  =  %• 

Heeft  men  de  breuk  - — ,  dan  kan  men  daarvoor  schrijven 
--  =  ^3  •ï'%    ©n    nu    is    het    duidelijk,    dat    deze  breuk  voor 

o 

.r  zz:  o    tot    O,    en    voor    ^=±00    tot    di  oo    nadert.     Had 

men    de  oorspronkelijke  breuk  niet  vereenvoudigd,  dan  liad 

O 
men  in  het  eerste  geval  den  onbepaalden  vorm  -  en  in  het 

-f  00 
tweede  verkregen. 

Heeft   men   daarentegen  de  breuk  --r,  zoo  is  deze  =  -, 

O.f'^  3/Ï7 

eii  nu  nadert  zij  voor  x  =z  O  tot  =t  od,  voor  .r  =  zb  x  tot  0. 
Bij   de    niet-vereenvoudigde    breuk    zou  men  weer  de  onbe- 

0         =t  00 
paalde  uitkomsten  -   of verkregen  hebben. 

Ook    zonder    voorafgaande    vereenvoudiging    zou    men  de 
uitkomst    in    de    laatste    twee    gevallen  ook  hebben  kunnen 

opschrijven,    door    op    te    nierken,  dat  bij     —  de  teller  van 

bx 

hooijeren    graad    is    dan    de  noemer,  zoodat  de  teller  sterker 

tot  O  of  00  nadert  dan  de  noemer.  Is  bv.  x  =  0,001  dan  is 

•r  reeds  =  0,000001  ;  is  ./;  =  1000,  dan  is  x'^  reeds  =  10«  ; 

enz.    En    wat    de  breuk  --^  betreft,  hier  is  juist  het  omge- 

öx^ 

keerde  het  geval. 

Het   zelfde    geldt    bij  breuken,  waarvan  teller  en  noemer 
vedtermen  zijn. 

Nemen  wij  als  voorbeeld  de  breuk 
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2«2_.r— 6 

Welke  waarde  neemt  deze  aan,  wanneer  wij  aan  x  de 
w^aarde  2  toekennen  ? 

Na  substitutie  (d.w.z.  in  de  plaats  stelling)  dezer  waarde  van  x 

vindt  men = —   Dat  wil  dns  zeggen:  men  verkrijgt 

12 — 22-j— lU       ü 

op  de  gedane  vraag  geen  antwoord.  Want  -  kan  alles  zijn. 

Nu  moet  men  echter  bedenken,  dat  wanneer  de  teller 
voor  X  ==  2  de  waarde  O  aanneemt,  deze  volgens  de  Hoofd- 
eigenschap der  algebraïsche  deelbaarheid  (zie  blz.  65)  door 
X  —  2  deelbaar  is.  Evenzoo  de  noemer.  Deelt  men  dus  teller 

en  noemer  door  ,r — 2,  zoo  verkrijgt  men ,  en  substi- 

3.2? — 5 

tueert    men  nu  opnieuw  voor  x  de  waarde  2,  zoo  verkrijgt 

7 
men  de  ware  uitkomst,  nl.      =  7. 

1 

Voor    x=  ^  <x>    nadert  de  opgegeven  breuk  blijkbaar  tot 

2 

-.  Want  daar  voor  x^zqp  de  termen  met  de  eerste  en  nulde 

o 

mac*ht  van  x  verdwijnen  tegenover  die  met  de  tweede  macht, 

2.i*^      2 
zoo  nadert  de  gegeven  breuk  tot    --=    .  Had  men  onmid- 

öx^      3 

delijk    bv.    o?  =  oc    gesubstitueerd,    zoo    had    men    den   zeer 

00  00 

onbepaalden  vorm verkregen,    of  —  bij    substitutie 

00  00 

00 

in    de    vereenvoudigde    breuk  —  den    vorm  — .     Ook  deze 

00 

2x 

laatste  breuk  nadert  echter  tot  -  -  =  V3. 

"óx 

Substitueert  men  in  de  gegeven  breuk  de  waarde  .r  =  —  1  Vj, 
dan  wordt  —  tengevolge  van  den  factor  2x  -j-  3  in  den  teller  — 
do  teller  =  O,  terwijl  do  noemer  eindig  blijft  (d.w.z.  nóch 
O,  noch  QD  wordt).  De  breuk  wordt  dus  in  dit  geval  :=  0. 


145 

Zet  men  voor  x  in  de  plaats  de  waarde  1 2/3,  zoo  wordt  — 

door   den  factor  3a?  —  5  in  den  noemer  —  de  noemer  =  O, 

terwijl    de    teller    eindig    blijft.    De    breuk    wordt  dus  voor 

die  waarde  van  x  discontinu  (zie  boven),  en  nadert  tot  ±:  00. 

2x+3 
Daar  de  teller  van voor  x  =  IV3  de  waarde  ft^a  ^^^" 

neemt,  dus  positief  is,  terwijl  voor  waarden  van  x  even  kleiner 
dan  1*^3  de  noemer  7ié?^a/i(:?/ is,  en />a!?iV/d/ wordt  voor  waarden 
van  X  even  grooter  dan  1%,  zoo  zal  de  breuk,  wanneer  men 
van  kleinere  tot  grootere  waarden  overgaat,  bij  x  =  l^a 
eerst  —  oo,  maar  onmiddelijk  daarna  (gelijktijdig)  -|-  00  worden. 
Het  volgende  overzicht  geeft  een  denkbeeld  van  de  achtereen- 
volgende waarden  der  breuk,  wanneer  aan  x  achtereenvolgens 
(Ie  daarnevens  staande  waarden  worden  gegeven.  Noemt  men 
de  breuk  y,  dan  heeft  men  : 

x=       1  y  =  — 2V2 

x=       2  y=  7 

^=3  y=  27, 

x=         10  y=  23/^5 

x=  +  co  yz=i  2/3 

teekening,  door  de  waarden 
van  y  af  te  passen  langs  loodlijnen  op  die  plaatsen  van  een 
horizontale  lijn,  waarop  de  bijbehooremle  {correspandeevende) 
waarden  van  x  [van  —  00  (links)  tot  -|-  qd  (rechts)]  worden 
afgepast  (positieve  waarden  naar  boven,  negatieve  naar  bene- 
den)—  ontwerpt  men,  wat  men  noemt  een  „grafische  voor- 
stelling'' van  dat  verloop,  zoo  krijgt  men,  wanneer  de  uit- 
einden der  dus  géteekende  loodlijnen  door  een  kromme  lijn 
(ook  eenvoudig  kromme  genoemd)  worden  verbonden,  het 
volgende  verloop.  Daai'bij  worden  dus  de  uiteinden  van 
alle  oneindig  veel  door  de  tabel  niet  gegeven  loodlijnen 
(waarden  van  ?/)  gedacht  alle  op  die  kromme  te  liggen.  Hoe 
meer  punten  men  dus  bepaalt,  hoe  nauwkeuriger  dit  het 
geval  zal  zijn, 

10 


X  00 

y  — 

% 

X  —        10 

y  = 

^^35 

«  =  —  2 

y  — 

Vn 

*    -  iv« 

y  — 

0 

x=  — 1 

y  —  - 

■  '/s 

X—       0 

y  —  - 

-V5 

Brengt    men 

dit    vei 

'loop    il 
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Een  zoodanige  voorstelling  geeft  in  een  oogopslag  een  dui- 
delijker inzicht  in  het  verloop  van  waarden,  dan  de  uitvoe- 
rigste tabel  in  staat  is  te  geven. 

Men  ziet,  dat  bij  ,r  =  —  x  en  bij  ,i*  =  -|-  x  de  kromme  gesta- 
dig nadert  tot  de  lijn,  die  op  een  afstand  =r  V,h  //  loopt  aan  de 
horizontale  lijn,  waarop  de  waarden  van  ,v  zijn  afgepar^t 
(A-as  genoemd),  zonder  haar  ooit  te  bereiken.  Men  noemt 
dit  a.^i/tnptotisch  naderen  tot  die  lijn.  De  lijn  zelf  wordt  een 
((.iymptoot  genoemd.  Evenzoo  zal  de  vertikale  loodlijn  hij 
.r=:l^/3  een  asymptoot  zijn,  want  de  kromme  nadert  daartoe 
zoowel  beneden  als  boven  (sprong  of  discontinuiteit  van 
y  =  —  X  tot  y  =r  -|-  x)  asymptotisch. 

Bij  .c  =r  —  1  \'.2  gaat  de  kromme  door  dè  A-as  heen,  d.w.z. 
dan  is  de  Avaarde  xan  y  (van  de  breuk)  =  0.  Boven  de  A-as 
is  de  breuk  positief,  daar  heiieden  neyatief.  Men  ziet  dade- 
lijk, dat  de  breuk  slechts  negatief  is  voor  waarden  van  .i' 
tusschen  —  IV2  en  +  1  Va- 
In  het  tweede  Deel  komen  wij  uitvoerig  op  dit  belangrijke 
onderwerp  terug,  en  wij  zullen  dun  van  eenvoudige  breuken 


147 

verloopen  leeren  kennen,  veel  ingewikkelder  dan  het  zooeven 
behandelde. 

En  nii  de  onbepaalde  uitdrukking  O  X  o^- 

Men  kan  vormen,  welke  voor  een  bepaalde  w-aarde  van 
een  der  letters  den  vorm  O  X  oo  aannemen,  altijd  terug- 
brengen of  tot  zulke,  welke  voor  dezelfde  waarde  den  vorm 

O  ^  00 

-,   of   yve\  tot  zulke,  welke  den  vorm  —  aannemen.  Want 

O  00  . 

0  0  00  00 

O  X  00  = =  ~.  Of  ook  O  X  oc)  =  ' — -  =  —  .  Maar  men 

1  :  00        O  1  :  O        00 

kan  ook  zonder  dat,  door  behoorlijke  vereenvoudiging,  altijd 

de  juiste  w^aarde  van  het  product  bepalen. 

3 
Heeft  men  bv.  2.n  X  - ,  dan  wordt  dit  voor  .v  =  O  klaar- 

l)lijkelijk  O  X  (=t  oc),  en  voor  .c  =z  =i=  oo  wordt  het  =b  oo  X  0. 

Maar  men  ziet  onmiddelijk,  dat  de  waarde  van  het  product 

=  6  is. 

o 
En  evenzoo  zal  'hf-  X  -    voor  ,v=0  tot  O,  en  voor.r=zb  x 

./• 

1 
tot    rb  X    naderen,  terwijl  ^t*  X  vö   vocn*  .v  =  O  tot  ±  x,  en 

voor  a*  =  ±  X  tot  O  zal  naderen.  (Waaraan  ziet  gij  dit  nu  ?) 
Heeft  men  een  uitdrukking  als 

(2.:2  _  7.,  ^  6)  X  ~H, 

.?? — 2 

dan    zal    deze    voor  x  =  2  overgaan  in  O  X  =t:  Qo.  Maar  do 
vorm    2.c^  —  7./;  -f-  6    kan  niet  O  wx)rden  voor  .n=r  2,  tenzij 
hij   deelbaar    is  door  .v  —  2.  Imlerdaad  l)lijkt  door  factoren 
ontbinding,  dat  de  bedoelde  drietei-m  =  (x  —  2)  {2,v  —  3)  is, 
zoodat  de  gegeven  vorm  na  vereenvoudiging  wordt : 

(2..  _  3)  (..  +  3), 

en  deze  neemt  voor  .v  =  2  de  zeer  bepaalde  waarde  5  aan. 
En  zoo  met  alle  andere  dergelijke  voorbeelden. 
BcschouwQu  wij  nog  het  voorbeeld 

10* 
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■■■■"-  '  • 

Welke  waarde  verkrijgt  deze  breuk,  wanneer  x  tot  1  nadert? 
Directe  substitutie  geeft : 

aa-(a2-f62)-fi2_  O 

Ontbinden    wij  echter  den  teller  in  factoren,  zoo  komt  er 

a2^V-l)-6V-l) 


X 


—  1 


maar  daar  en  x^  —  1  en  iv^  —  1  deelbaar  is  door  .r  —  1 , 
zoo  kan  men  den  nul-wordenden  factor  .v  —  1  verwijderen. 
Men  verkrijgt  nu  eerst : 


a^x' -&« -, 

X — 1  X — 1 


en  de  vraag  is  derbah e  teruggebracht  tot  deze: .Welke  waarde 
neemt aan,  wanneer  x  tot  1  nadert.'' 

X — 1 

fgn \ 

Ku  is  ' •  =  .c»»-*  +  x"""^  +  .  . .  +  ^  -f  1.  Deze  uitkomst 

X — 1 

bevat  n  termen,  zoodat  de  breuk  voor  .r  =  l  de  waarde  n 
aanneemt.  Zoo  wordt  —  =  3  voor;2?=l, ~-wordt=::4, 

X — 1  X — 1 

enz.  Toegepast  op  ons  voorbeeld,  verkrijgen  wij  dus  voor  x=^\  : 

a'x'^Xp-b'^Xq. 

of  daar  x"^  dan  ook  =  1  is,  zoo  zal  de  gevraagde  uitkomst 
tenslotte  zijn  :  a^p  —  b^q, 

c.  In  sommige  gevallen  kan  men  de  grenswaarde,  waartoe 
dergelijke  breuken  voor  een  bepaalde  waarde  van  een  der 
letters  naderen,  ook  anders  bepalen. 

Zij  ö  een  kleine  grootheid,  welke  wij  tot  O  kunnen  doen 
naderen,  zoo  zal  (1  +  dy  in  dat  geval  hoe  langer  hoe  meer 
naderen  tot  i  -\' ?i(f.  En  dit  geldt  zoowel  voor  positieve  weuxv- 
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(leii    van    den    exponent  als  voor  negatieve.  Wij  hebben  duö 
iUm.  =  Limiet,  yreiis) : 

Lini.  (1  +  d)'»  =  1  +  nö.       {d  =  0). 

Om  dit  te  bewijzen,  bedenke  men,  dat  volgens  de  binomi- 
mialformule  van  Newton  (welke,  zooals  wij  opmerkten,  geldt 
voor  alle  waarden  van  n)  kan  geschreven  worden  :   aj^  ^  /  <  S  <.  +  /  _ 

n  n(n — 1)    ^    . 

(l  +  d)«  =  l  +  -cf+-Y;2-^rf'+   enz. 

Wanneer  ö  dus  tot  O  nadert,  zal  men  de  termen  met 
ö*,  d^,  enz.  alle  tegenover  den  term  met  ö  kunnen  verwaar- 
loozen,  en  men  houdt  in  het  tweede  lid  1  -|-  nö  over  (het- 
geen op  zijn  beurt  natuurlijk  tot  1  nadert). 

Zoo    is   bv.   (1,001)8   benaderd   1,003,  want  ( 1  +  — —  j 

3 
nadert  tot  1  -|-  r^y^-  En  eveuzoo  kan  men  voor  (0,999)*  bena- 

f  \    \'  4 

(lerd  schrijven  0,996,  want  (  1  —  zr^rrz  1  nadert  tot  1— -----. 
•^  '  V.         lOOOy  1000 

Verder    zal =  (1  -f-  ff)-i    benaderd   =1  —  ö  zijn ; 

^,  =  (1  -  rf)-»  =  1  +  2<f ;  enz. 

ar"— 1 

Moet   men   nu    bv.    de  waarde    bepalen  van voor 

X  —  1 

.c  =  l,  dan  kan  men  ook  schrijven,  wanneer  voor  x  niet  1, 
maar  1  -^^  ö  wordt  gezet : 

x^-l  (I4.d)n-1  l  +  ncf-l       nö 

— —  =  Lim —  (cf=0)  =r  -:; —  =  -tt  =  n, 

.^__1  (l+d)-l  1+cf— 1  d 

even  als  wij  boven  langs  anderen  weg  vonden. 
Wordt   gevraagd   de    waarde  te  bepalen,  welke  de  breuk 

—-5 aanneemt  voor  a'=2,  zoo  stelle  men  o? =2(1-4- d), 

«*-f-a:— 6 

en  vindt  dan  : 

4(l+2cf)+2(l  +  cf)-6        ÏO(f  '^' 
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welke   waarde   ook   zou    vcrkreson  zijn,  wanneer  wij  teller 
en    noemer   der  breuk  door  den  gemeensehappelijken  factor 

.r  f  6  _  8 

Moest  uien  de  waarde  bepalen  van 


,v  —  2  hadden  gedeeld  :  — ^^  =  -  zzn  l'Vs . 


voor  ,r  =  2,  zoo  l)lijkt  dat  deze  breuk  bij  substitutie  van  de 

O 
w^aarde    2    voor   ;v    den    vorm  -  aanneemt.  Deelen  wij  dus 

.r^— 4 
teller  en  noemer  door  .r  —  2,  dan  verkrijgen  wij  —^ -> 

o 

Hernieuwde  substitutie  van  .v  =  2  doet  ten  tiüceden  male  - 
ontstaan,  zoodat  wij  teller  en  noemer  nog  eens  door  x  —  2 
kunnen  deelen,  waarna  wij  verkrijgen  — —  .  En  nu  blijkt, 

x-\-o 

dat  de  gegeven  breuk  voor  .r  =  2  de  waarde  Vs  aanneemt. 
Hadden  wij  in  dit  geval  in  de  oorspronkelijke  breuk  voor 
./•  gesteld  x=z2{l  +  cf),  dan  hadden  wij  verkregen: 

8(|+3cf)-8(l-f2^)— 8(l+d)+8 
8(1  ^TSff*)  — '4(r4^2d)"--16(l  +  cf)  +  12 ' 

O 
en  dit  zou  thans  eveneens  -  geworden  zijn.  Ineen  dei-gelijk 

geval  —  wanneer  teller  en  noemer  niet  alleen  door  ./• — a, 
maar  ook  door  (.r — (if  deelbaar  zijn  —  krijgt  men  de  ware 
uitkomst  eerst,  wanneer  men  van  (1  -|-  d)'»  niet  zich  beperkt 
tot  den   term  met  d,  maar  ook  dien  met  d^  opschrijft : 

Um{\  +  öf  =  \+~ö+-\^ö\     (d=0). 

We  zouden  dan  in  ons  voorbeeld  verkregen  hebben : 

8(l+3d4-3d-)— 8(1  + 2d-fd-)-8(l+d)-f8    _  16d»  _  4 
8(l  +  3d+3d^')— 4(r+2d+72)— 16(1hP^  "^  2Öd^  "^  5' 

evenals  boven. 
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De  leerling  beantwoorde  nu  de  volgende  Vragen  (uitge- 
zonderd voor  .V  =  O  en  voor  .v  =:  db  cc  volgens  de  heide 
methoden). 

1.  Wat    wordt    ~ — r  voor  .r  =  1  ? 

A-5— 1 

2.  En  wat  -^ — zr=,  voor  a?  =  3?  , 

x^ — 27 

3.  Bepaal  de  waarde  van  ; —-:  voor  ^  =  —  2. 

6,ï?2 -1-^—15 

4.  Welke  waarde  neemt  de  breuk  ^  ,  . aan  voor  j:=j  1/2  ? 

Bepaal  het  geheele  verloop  van  die  breuk  van  a*  =  —  co 
tot  .r  =  -|-  QDj  en  breng  dit  daarna  in  teekeoing  (zie 
boven).  Let  daarbij  vooral  op  de  waarden  ^;  =  —  IVs, 
.r  =  —  2  en  .r  =:  0. 

Qj.^ 11,^ 4 

5.  Wat  wordt  -~z — =-^ — voor  ,x'  =  4,  o,*  =  ±:  oo  en  .r =0? 

/p3^2.i;— 3 

6.  En  -— r — : ;;  voor  .7;  =  1  en  .r  =  dr  00  ? 

3.r«-f4.T?  — 7 

.r^— 3/c— 2 

( .  Wat  wordt  —-z ; — voor  o?  =  —  1  ? 

2.r^ — .T*^ — S.C — o 

8.  Tot  hoever  moet  men  de  ontwikkeling  van  (l+rf)"  voort- 
zetten, wanneer  teller  en  noemer  van  een  breuk  blijken 
deelbaar  te  zijn  door  (.c  —  af'^ 


z 


/ 


VEERTIENDE  LES. 


WORTELTREKKING. 


1.  Bepalingen,  enz.  Onder  worteltrekking  verstaat  men  de 
bewerking,  die  ons  leert  den  wortel  uit  een  getal  (of  vorm) 
t«  vinden. 

De  n'^-machts-wortel  of  n®  wortel  uit  een  getal  (of 
vorm)  is  een  zoodanig  getal  (of  vorm),  dat  tut  de  n^  macht 
verheven,  het  gegeven  getal  (of  vorm)  wederom  oplevert. 

De  Worteltrekking  is  dus  de  omgekeerde  bewerking  der 
Machtsverheffing,  evenals  de  Deeling  het  omgekeerde  van 
Vermenigvuldiging  was,  en  Aftrekking  het  omgekeeinie  van 
Optelling. 

Om  aan  te  duiden,  dat  uit  een  getal  de  n^  wortel  moet 
„getrokken"  worden,  schrijft  men  voor  dat  getal  het  teeken  \  , 
met  daarin  het  getal,  dat  aanwijst,  de  hoeveelste  wortel  moet 
getrokken  worden.  Dit  laatste,  in  het  wortelteeken  geplaatste 
getal  wordt  wortelexponent  genoemd.  Is  deze  =  2,  dan 
laat  men  haar  gewoonlijk  weg. 

Zoo  beteekent  V'25  de  2"- of  t;/6frAawtewortel,  of  eenvoudig 
wortel  uit  25,  zijnde  =  5,  want  5-  =  25.  Evenzoo  beteekent 
li^  8  de  3<-*  wortel  uit  8,  zijnde  =  2,  omdat  2»  =  8  is.  En 
op  de  zelfde  wijze  zal  ï>  81  (de  4'^  wortel  uit  81)  =  3  zijn, 
wijl  3^=81;  en  P'32  (de  5^'  wortel  uit  32)=2,  omdat  2^=32 
is.  Enz.  Enz. 

Evenals  a^  =a  is,  zoo  zal  i'^a  het  getal  a  zelf  zijn,  maar 
deze  laatste  schrijfwijze  komt  nooit  voor. 

(Wat  weet  gij  van  den  wortel,  wanneer  het  getal  onder 
het  wortelteeken,  d.w.z.  het  getal,  waaruit  de  wortel  moet 
getrokken  worden,  =1  of  O  is  ?) 
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Moet  uit  een  wortel  nogmaals  dei(  wortel  worden  getrok- 
ken, zoo  schrijft  men  het  tweede  wortelteekcn  links  van  het 
eerste.  Zoo  beteeken t  iKï^^'a,  dat  nit  ï^'a  nogmaals  de  5«  wortel 
moet  getrokken  worden.  Evenzoo  zal  ï^i^^v^a  beteekenen, 
dat  uit  l^a  eerst  den  4^"  wortel  moet  getrokken  worden,  en 
uit  die  uitkomst  nogmaals  den  3*^"  wortel. 

Komt  Machtsverheffing  gelijktijdig  met  Wortel  trekking  voor, 
zoo  gaat  de  machtwerhefjing  altijd  voor  tvorteltrekking.  V^a^ 
beteekent  dus,  dat  uit  a?  de  5-  wortel  moet  getrokken  worden. 
Wil  men  de  volgorde  omkeeren,  zoo  moeten  kaakjes  worden 
gebruikt :  (V^  a)^  zal  dus  beteekenen,  dat  uit  a  eerst  de 
5«  wortel  moet  getrokken  worden,  en  dat  daaima  de  uitkomst 
tot  de  5«  macht  moet  worden  verheven. 

(Wat  zal  nu  W"  {^^a^Y  beteekenen?  En  l-^i^a»^  ?). 

Recapituleeren  wij  nu  nog  eens  de  volgorde  der  verschil- 
lende bewerkingen  van  de  zelfde  orde  ten  opzichte  van  elkaar. 

Die  der  oj>telUng  en  aftrekking  (bewerkingen  der  l^^orde) 
wordt  door  de  plaatsing  der  teekens  aangeduid  ;  men  gaat 
van  links  naar  rechts.  Zoo  beteekent  a  -|-  6  —  c,  dat  a  moet 
worden  vermeerderd  met  6,  die  uitkomst  verminderd  metc. 

De  volgorde  der  vermenigvuldiging  en  deel  ing  (bewerkingen 
der  2®  orde)  wordt  weer  door  de  plaatwig  der  teekens  aan- 
gegeven ;  ook  weer  van  links  naar  rechts.  Zoo  zal  a  y^  b  :  c 
beteekenen  a,  vermenievuldigd  met  é,  en  die  uitkomst  gedeeld 
door  c,      ^,    /i  /  Ak^  r  -^  ^^  -  ^^  / 

Bij  machtsverhefjing  en  worteltrekking  (bewerkingen  der 
3«  orde)  is  de  zaak,  zooals  wij  boven  zagen,  anders.  Omdat 
de  exponenten  der  machten  altijd  rechts  staan,  de  wortelteekens 
linksy  daarom  moet  hier  een  afspraak  worden  gemaakt,  en 
die  is  :  Machtsverhefiing  eei*st,  daarna  Worteltrekking. 

De    volgorde  der  verschillende  machtsverheffingon,  zoo  er 

meerdere  op  elkaar  volgen,  is  van  rechts  naar  links  :  a^  betee- 
kent dus  a  tot  de  2*^  =  8«  macht,  en  niet  a-  tot  de  3^  macht, 
d.w.z.  a  tot  de  6**  macht.  (Zie  blz.  37). 

De  volgorde  der  verschillende  worteltrekkingen,  zoo  er 
meeltere  op  elkaar  volgen,  wordt  van  zelf  door  de  verschil- 
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lende  wortelteekens  anngewezeii,  dmir  elke  nieuwe  wortel- 
trekking  niet  alleen  —  zooals  hij  de  Machtsverliefling  —  een 
nieuwe  exponent  vereischt,  maar  een  geheel  nieuw  irortel- 
teekm.  Niemand  zal  zich  kunnen  vergissen  in  de  volgorde  bij 
l'^  ï-  Vi.  Want  de  nieuwe  wortelteekens  worden  steeds  links  van 

do  voorgaanden  geplaatst,  en  men  kan  w  el  bij  vormen  als  a}' 
de  bewerking  2^  uitvoeren,  maar  de  analoge  bewerking 
l^  V  \  waar  niets  anders  dan  twee  teekens  staan,  heeft  geen  zin. 

2.  Voorrang  der  worteltrekking  ten  opzichte  der  voor- 
gaande bewerkingen.  Evenals  Machtsverheffing,  gaat  de 
Worteltrekking  voor  aJle  voorgaande  bew^erkingen.  \  p  =h  q 

vermeerderd 

beteekent  dus  l    />,   met  r/.  Wil  men  aanduiden, 

verminderd 

dat  de  w^ortel  uit  p  ^  q  moet  getrokken  worden,  dan  moet 
men  haakjes  gebruiken:  l  (/>  ±  q).  Men  is  echter  gewoon  in 
dergelijke  gevallen  ook  een  streep  boven  aan  liet  wortelteeken 
te  zetten,  die  over  den  geheelen  vorm,  waaruit  de  wortel 
moet  getrokken  worden,  doorloopt.    Zoo  duidt  ^^'  a'^-^-b^ — c'^ 

voldoende  aan,  dat  men  den  3"*  wortel  moet  nemen  uit 
^;2  -I-  A?  _  ^-.^ 

Op  dezelfde  wijze  beteekent  i'^a^  X  b,  of  V  a'^  '•  h  dat  p'  a^ 
moet  woorden  vermenigvuldigd  met,  of  gedeeld  door  h.  Wil 
men  het  anders,  dan  zijn  weer  haakjes  noodig,  of  een  .v//vyj>: 

V  \a?  X  h)  of  V  a'^  x  />. 

Ingeval  de  factoren  van  het  product  7iaast  elkaar  worden 
geschreven,  zonder  ;<  teeken  of  punt,  of  de  op  elkaar  te 
deelen  vormen  in  den  vorm  van  een  h'eiik  worden  geschreven, 
dan  zijn  de  haakjes  (of  de  streep)  overbodig.  Zoo  schrijft  men 

V^  a^h  in  plaats  van  \^"{d^b),  en  evenzoo  jy^  —  in  plaats  van 


\/{ 


1 
Heeft  men  \  'ay^Vb  of  Va  .  1    A,  zoo  beteekent  dit  blijkbaar 

het  product  van  Va  en  Vb,  Maar  VaVb  beteekent  alweer 

de  wortel  uit  a\    b,  d.w.z.  uit  het  het  product  van^ienli. 

Oimierking.  Men  is  gewoon  nooit  te  schrijven  bv.  v  axh. 


maar  altijd  hl  'a,  en  dit  om  vergissingen  te  voorkomen.  Want 
licht  zou  men  in  de  verleiding  komen  1  'a  X  h  als  ^^^a  X  b 
te  beschouwen.  Evenzoo  schrijft  men  nooit  Va  -f-  h,  maar 
altijd  b  +  l^a,  en  wel  om  dezelfde  redenen. 

3.  Eigenschappen. 

a.  De  associatieve  eigenschap  der  Machtsverhefïing  en 
Worteltrekking. 

Men  kan  de  vei'scIüUende  vwrtelexponentm,  erenak  die  der 
rerschilleiide  machtsverheffmjen,  rervamjen  door  hin  product. 


Verheft  men  bv.  in  het  tweede  voorbeeld  beide  leden  tot 
de  3X5  =  15«  macht,  dan  komt  er  in  het  eerste  lid,  [lettende 
op  ^^^'^  =  (ƒ/»)•*]  vooreei-st : 

Immers  volgens  de  hepalimj  der  worteltrekking  zal  {v^qY'  =  q 
zijn.  Voor  de  laatste  uitkomst  kan  men  verder  schrijven,  daar 
{r^f  =  {r'^Y  is: 

'En  wat  het  tweede  lid  betreft,  zoo  blijkt  onmiddelijk,  dat 
dit  na  verheffing  tot  de  15«  macht  ^=  a^  is.  Het  gestelde  is 
derhalve  bewezen,  (volgens  welke  redenecring?). 

6 

Zoo    is    bv.    l-^l-^  64  =  l'^  64.     Omgekeerd    gebruikt    men 

6 

deze  eigenschap,  om  bv.  v"  64  terug  te  brengen  tot  l  l^  64  = 
l  4  =  2,  of  tot  y  V^64  =  l'^"  8  =  2.  Het  laatste  is  nog  een- 
voudiger, want  het  is  gemakkelijker  l^  8  te  bepalen  dan  l^^64. 

h.  De  commutatieve  eigenschap  der  Machtsverheffing  en 
Worteltrekking. 

Het  heeft  cjeen  invloed  op  de  verschillende  machtsverhelfinyen 
e)i  worteltrekking  en  y  in  welke  volgorde  deze  worden  uitgeroerd. 

{\y  af  =  Ü^- a-3   ;  \V  (l-^  g^)*  =  {\^^\y'a^f  , 

Immers  beide  leden  zijn  —  volgens  de  voorgaande  eigen- 
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scliap    —    in    liet    eerste    voorbeeld  =  l^w/^,    in    het  tweede 

15 

voorbeeld  =  V  a"^. 

Het  eerste  voorbeeld  kan  ook  aldus  onder  woorden  worden 
gebracht : 

Moet  een  loortel  uit  een  getal  tot  een  zekere  macht  ivorden 

verheveny    dan    kan    men  het  getal  onder  het  toortelteekeit  tot 

die  macht  verheffen. 

j,    ,,    ;  j,'-^.  Zoo  is  bv.  (t^*"27)-  =  ii-'27^  =  vv  729  =  9.  Meestal 'gebruikt 

// i/  -  /  j   •  j^^g,^   deze  eigenschap  echter  in  omgekeerde  richting.   Want 

1^^729    is    moeilijker   te   bepalen  dan  V*^   27.  Men  heeft  dus 

bv.    \^'  272  ::::::  (,;>     27)^  =  S^  =  9. 

Evenzoo  zal,  wanneer  men  twee  achtereenvolgende  woilel- 
ti^ekkingen  te  verrichten  heeft,  het  dikwijls  eenvoudiger  zijn 
de  volgorde  dier  bewerkingen  omtekeeren.  Zoo  zal  men 
\y^  0^  729  vervangen  door  \^^  \y  729  z=  V^ '  27  =  3,  omdat 
het  weer  gemakkelijker  is  later  ï^"  27  te  bepalen,  dan 
eerst  V^^  729. 

Als  Gevolgen  noemen  wij  voprnamelijk  de  meermalen 
gebruikte  eigenschappen  : 

pn  p  n  pn  p 

pn  n      p 

Immers  i  a^"  =  i  (i  Vi'^)  volgens  de  associatieve  eigen- 
schap.    Maar    dit    laatste  is  blijkbaar  =  la'.    Evenzoo  kan 

n  n  ,.  pn 

men    voor    l   a       sclirijven    l  (a  )  =  a  ,   En  voor  v  a    op 

dezelfde  wijze  l    (l^a)  =  i- 'a. 

Men  gebruikt  deze  eigenschappen,  om  worteluitdrukkingen 

6  8 

als  V^  a",  l-^a^,  1  "a^  te  verkleinen.  Want  voor  de  eerste  kan 
men  schrijven  a-,  voor  de  tweede  Va,  voor  de  derde  i^  d^, 

c.     De  distributieve  eigenschap  der  Worteltrekking. 

"  71  n  n  n 

In  woorden  :  Een  ivortel  uit  het  product  of  het  quotiënt 
van    eenige  getallen  is  gelijk  aan  het  product  of  het  quotiënt 
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der  gelijknamige   wortels   (d.w.z.  die  denzelfden  wortelexpo- 
nent  bezitten)  dezer  getallen. 
Zoo    is  bv.  IK  35  =  iK  5  X  t^  7,  en  omgekeerd.   En  ook 

I      /4       1^4       2 
zal    men  hebben  :  1  /    -  =  — -  =  -.    Zóo  trekt  men  wor- 

tels  uit  breuken. 

4.  Onmeetbare  getaUen.  In  al  het  voorgaande  is  stilzwijgend 

ondersteld,   dat  de  wortel  trekkingen  alle  mogelijk  waren.    Is 

dit    echter   niet    meer   het    geval,  heeft  men  bv.  te  bepalen 

l^  2  of  V^  3,  dan    is    er  geen  enkel  geheel  of  gebroken  getal 

te    vinden,    dat    tot  de  2®  macht  verheven,  2  of  3  oplevert. 

Want    1^  =  1    en    2- =  4,  zoodat  de  gevraagde  wortel  niet 

a 
geheel    kan    zijn.    En  was  deze  gebroken,  bv.  =  --  (waarin 


dus    a   en    h  onderling  ondeelbaar  zijn),  dan  zou 


©'= 


of  3  moeten  zijn  ;  wat  onmogelijk  is,  daar  een  onherleidbare 
breuk,  tot  een  zekere  macht  verheven,  onherleidbaar  blijft 
(zie  bl.  131),  en  geen  geheel  getal  kan  opleveren. 

Nu  kan  men  wel  \^  2,  V^  3,  l^  6,  enz.  benaderen,  d.w.z. 
men  kan  breuken  (bv.  decimale)  aangeven,  welke,  tot  de 
2^  macht  verheven,  zeer  dicht  naderen  tot  2,  3,  6  enz., 
maar  de  juiste  waarde  van  deze  wortels  is  door  breuken 
niet  aan  te  geven. 

Zulke  getallen  nu,  die  noch  door  geh(»ele,  noch  door  gebro- 
ken  getallen   worden  voorgesteld,  noemt  men  onmeetbare 
^  of  irrationale)  getallen.  Ze  zijn  alweer  het  (/^c?acAfe  resultaat 
van  feitelijk  onmogelijke  worteltrekkingen,  en  worden  inge-  A.^f  '^ 
voerd  om  de  boven  behandelde  eigenschappen  ook  te  kunnen   /'^  ^^) 
laten  doorgaan  in  gevallen,  waarbij  onmogelijke  worteltrek-    ^vé 
kingen  optreden. 

Het  kan  nl.  zeer  goed  gebeuren,  dat  zulke  onuitvoerbare 
worteltrekkingen  door  een  volgende  bewerking  mogelijk 
worden.  Zoo  is  bv.  (l  -"  2)^  =  2,  volgens  bepaling,  daar  immers 
1^2  een  zoodanig  getal  is,  dat  het,  tot  de  2*^  macht  verheven, 
2  oplevert ;  maar  ook,  omdat  volgens  de  commutatieve  eigen- 


158 

schap  der  Worteltrekking  en  Machtsverheffing  (1/  2)^  =  v^  2'^  = 
=z\-^  A  =  2  moet  zijn. 

Evenzoo  zal  ^  3,  hetgeen  weer  een  onmogelijke  wortel- 
trekking voorstelt,  tot  de  6*^  macht  verheven,  een  meetbare 
uitkomst  gexen.    Immers  (l-^ '  3)^  =  t^ '  3^  =  3*  =  9. 

En  ook  zal  het  product  der  twee  onmeetbare  getallen  l ''  2 
en  1^8  (volgens  welke  eigenschap?)  het  meetbare  getal 
1 "  J6  =  4  opleveren. 

De  benaming  onmeetbaar  is  aan  de  Meetkunde  ontleend. 
Daar  wordt  nl.  bewezen,  dat  de  rechthoekszijde  van  een 
gelijkbeenigen  rechthoekigen  driehoek  onderVuu]  onmeethaat* 
is  met  de  schuine  zijde,  d.w.z.  dat  deze  lijnen  geen  gemeene 
maat  bezitten :  er  is  geen  lijn  aan  te  geveji,  die  een  geheel 
aantal  malen  op  beide  lijnen  begrepen  is.  Nu  is  de  lengte 
der    schuijie    zijde   =i  l     2,  wanneer  die  der  rechthoekszijde 

a 

=  1    is;   was  nu  1     2  door  een  breuk,  bv.  — ,  voor  te  stel- 

0 

len,  dan  zou  de  lengte  der  schuine  zijde  =  a  zijn,  wanneer 
die  der  rechthoekszijde  =  h  was.  Maar  dan  zou  een  lijn 
ter  lengte  van  :1  eenheid  <^/-maal  op  de  eerste  zijde  en  i-niaal 
op  de  tweede  begrepen  zijn,  d.w.z.  er  was  een  genieene 
maat,  wat  strijdig  is  met  het  in  de  Meetkunde  bewezene. 

Ook  om  die  reden  kan  1  2  derhalve  uiet  door  een  breuk 
worden  voorgesteld. 

Onmeetbare  getallen  of  irrationale  getallen  ontstaan  dus 
door  worteltrekking  uit  getallen,  die  geen  „t)oIko)nen'*  machten 
zijn.  Daar  3  geen  volkomen  2^  macht  is,  zoo  is  l  3  onmeet- 
baar ;  daar  4  geen  volkomen  3*^  macht  is,  zoo  is  V  4  onmeet- 
baar; enz. 

In  tegenstelling  van  deze  gelallen  worden  alle  andere  getallen 
meetbaar  of  rationaal  genoemd. 

Men  zou  ook  kunnen  spreken  van  oumeethave  vormen.  Maar 
het  is  duidelijk,  dat  deze  zeer  goed  nteethare  (/etallen  kunnen 
voorstellen.  Zoo  wordt  de  irrationale  vorm  IV/,  meetbaar,  als 
a  bv.  =4  is.  En  </  +  !*/>,  wanneer  b  bv.  z:=  27  is. 

Dergelijke  vormen  worden  ook  wortelvormen  of /rorA'/- 
ultdrukkintjeu    genoemd.    Men    duidt   hiermede  ook  uitdruk- 


/  t 


\     ,  .  ^' 
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kingen  aan,  waarin  irrationalc  ijetallen  voorkomen.  Zoo  zijn 
bv.  1  3  —  1  2,  1-^10+21  5,  i;J4  +  v^5,  enz.  alle  voor- 
beeklen  van  wortel  vormen. 

Wij  noemden  wortels  nit  onvolkomen  machten  onrneethare 
{retallen.  Later  zullen  wij  echter  ook  verscheidene  andere 
onnieetbai'e  s^tallen  leeren  kennen,  die  niets  met  dei'gelijke 
wortels  te  maken  hebben.  Maar  alle  onmeetbare  getallen 
hebben  dit  met  elkander  gemeen,  dat  ze  benaderd  door 
breuken  zijn  aantegeven. 

Xn  wij  deze  nieuwe  soort  getallen  liebben  ingevoerd,  kim- 
nen  de  letters  in  algebraïsche  vormen  voortaan  ook  onmeet- 
bare  getallen  voorstellen,  en  zullen  alle  behandelde  en  nog 
te    behandelen  eigenschappen  in  dat  geval  blijven  doorgaan. 

5.  Imaginaire  getallen.  Totnogtoe  onderstelden  wij,  dat  de 
getallen,  waaruit  een  wortel  moest  getrokken  Worden,  altijd 
positie/  waren.  Beschouwen  wij  nu  ook  eens  wortels  uit 
it^iiatieve  getallen. 

Zijn  het  f)?/f^^v^/^machts-wortels,  dan  zal  de  uitkomst  blijk- 
baar iief/atief  zijn.  Want  daar  ( —  2)"*  =  —  8  is,  zoo  z<il 
h<  — 8  =  —  2  wezen.  Evenzoo  is  l-*^— 243  =  —  3,  l-^  —  ^=z 
=  —  v^a,  enz.  Is  in  dit  laatste  voorbeeld  n  negatief,  bv. 
—  125,  dan  is  \^—a  =  }^125  =  o.  Maar  —l^^a  is  dan 
=  — l^ ' — 125  =  —  ( — 5),  derhalve  eveneens  =:5.  Men  ziet 

dus,    dat    welk    teeken    a    ook  moge  hebben,  l-  — a  altijd 

=  —  \-^a  is.  {2n-\-l  is  de  gewone  voorstelling  van  een 
oiieren  getal). 

Bij  ^rf'n-machts-wortels  staat  de  zaak  geheel  anders.  Uit 
jnmti've  getallen  zullen  deze  niet  alleen  een  /)ositiere  w\aarde, 
maar  ook  de  tetipnijestelde  netjixtieve  waarde  bezitten.  Zoo  is 
l  4  niet  alleen  +2,  maar  ook  =  —  2,  want  ( — 2)*Msook 
=  4.  Even-ma(*hts-wortels  uit  positieve  getallen  zijn  dus  tmee- 
iraardi(/,  en  men  moot  dus  bv.  schrijven  1     4  =  ±  2. 

Hoe  staat  het  nu  met  cven-machts-wortels  uit  nef/atiere 
getallen  ? 

Pc   leerling  zal  inzien,  dut  aangezien  zoowel  positieve  als 
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negatieve  getallen,  tot  een  even  macht  verheven,  Jr>05^Y^6?^;^  uit- 
komsten geven,  er  geen  enkel  positief  of  negatief  getal  bestaat, 
dat  een  even  wortel  uit  een  negatief  getal  voorstelt.  Zoo  is 
de  bewerking  V-"  —  4  onmogelijk  uittevoeren.  Om  echter  in 
gevallen,  waarin  het  getal  onder  een  wortelteeken  met  even 
exponent  negatief  mocht  worden,  de  verschillende  eigen- 
schappen en  bewerkingen  te  kunnen  laten  doorgaan,  heeft 
men  weer  een  nieuw  soort  getallen  ingevoerd,  de  z.g. 
imaginaire  of  onbestaanbare  getallen.  Ze  zijn  het  gedachte 
resultaat   der   voorshands   volkomen   onmogelijke  bewerking 

2n 

\    (ly    als    a    een    negatie' f  getal  voorstelt.  ^) 

Door  latere  bewerkingen  kan  evenwel  zulk  een  onmoge- 
lijke l)e werking  zeer  goed  mogelijk  worden.  Zoo  is  bv. 
(i^  —  4)^  =  —  4,  volgens  de  bepaling  der  worteltrekking. 
Maar  men  moet  hier  bij  het  toepassen  der  verschillende  in 
§  3  bewezen  eigenschappen  zeer  voorzichtig  wezen,  zooals 
dadelijk  zal  blijken. 

Evenals  l  4  zoowel  positief  als  negatief  kan  zijn :  1-4=  ±  2, 
evenzoo  zal  het  imaginaire  getal  l/"  —  4  het  dubbele  teeken 
bezitten.  Want  zoowel  +  V-''  —  4  als  —  l  —  4  zullen,  tot 
de  2^  macht  verheven,  —  4  opleveren. 

In.  tegenstelling  van  de  zooeven  ingevoerde  imaginaire 
getallen  worden  alle  andere  getallen  reëel  of  bestaanbaar 
genoemd. 

Nu  wij  alle  soorten  van  getallen  hebben  ingevoerd,  die 
in  de  Algebra  voorkomen,  willen  wij  ze  nog  eens  even 
recapi  tuleeren. 

Van  de  bewerkingen  der  eerste  orde,  nl.  optelling  en  a/trek- 
king, leverde  de  laatste,  zijnde  de  met  de  Optelling  corres- 
pondeerende  teruggaande  bewerking,  ons  een  nieuw  soort 
getallen,    wanneer    deze    bewerking    onmogelijk    werd.    Het 


^)   Wij   zullen   later   (in    het    tweede  Deel)  ziea,  dal  in  het  algemeen 


n 


*^'' K  'i       ^'^^    u-waardig   is.    Is    }i   oneven^   dan   is  er   daaronder    slechts   cicn 
"^  I  /  bestaanbare ;    is   n   even,   dan    slechts    twee  (tegengestelde),  wanneer  a 

positief  is,  en  geen  enkele,  wanneer  a  negatief  is.  Al  de  overige  wortels 

zijn  onbestaanbaar. 
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waren    de    negatieve   getallen,    in  tegenstelling  der  positieve. 

Van  de  bewerkingen  der  tweede  orde,  nl.  vermenigvuldi- 
ging en  deeïing,  deed  de  laatste,  de  teruggaande  bewerking, 
de  z.g.  gebivken  getallen  ontstaan,  in  tegenstelling  van  de 
(jelieele. 

Van  de  bewerkingen  der  derde  orde,  nl.  machtsv  er  heffing 
en  v)orteltrekking ,  gaf  de  laatste  ons  twee  nieuwe  soorten 
van  getallen.  In  de  eerste  plaats  de  onmeetbare ,  in  tegen- 
stelling van  de  meetbare  (als  de  getallen  onder  het  wortel- 
teeken  geen  volkomen  machten  waren) ;  in  de  tweede  plaats 
de  z.g.  imaginaire  getallen,  in  tegenstelling  van  de  reëeky 
wanneer  een  even  wortel  uit  een  negatief  getal  moest  gelrok- 
ken worden. 

Inplaats  van  l^ — 4  schrijft  men  dikwijls  V^  4  X  ^ — 1  = 
=  2l^ — J ,  en  schrijft  dan  meermalen  voor  +V'^ — 1  (de  z.g. 
„imaginaire  eenheid'')  het  teeken  /,  de  eerste  letter  van  het 
woord  imaginair.  Voor  l^ — 4  kan  dus  geschreven  worden  ±  2  /. 

Evenzoo  kan  men  voor  V^ — 3  schrijven  1^3X1^ — 1  = 
=  ±:ii^S  (niet  l^  3  X  =t  A  zie  $  2).  Enz. 

Men  voert  dus  de  worteltrekking  zoo  ver  mogelijk  uit,  tot 
men  ten  slotte  op  de  onmogelijke  bewerking  l^ —  1  =  dt  /  stuit. 

Imaginaire  getallen  als  2/,  /l/3,  enz.,  die  dus  ontstaan 
uit  de  ttoeedema^hts-woriel  uit  een  negatief  getal,  noemt 
men  ook  wel  zuiver-imaginaire  getallen. 

Imaginaire  getallen,  die  uit  de  som  of  het  verschil  van  een 
reëel  en  een  zuiver-imaginair  getal  bestaan,  noemt  men  dan 
complexe  getallen.  Zoo  zijn  2  -j-  3  /,  v^  2  —  il^  3,  enz.  voor- 
beelden van  complexe  getallen. 

Wij  zullen  later  (in  het  tweede  Deel)  zien,  dat  alle  imagi- 
naire getallen,  dus  ook  de  in  de  Noot  op  blz.  160  bedoelde 
onbestaanbare  hoogere  wortels  uit  po/ttieve  en  negatieve  getal- 
len, steeds  onder  den  complexen  vorm  a  +  bi  kunnen  wor- 
den gebracht,  waarin  a  en  b  alle  mogelijke  reëele  (meetbare 
of  onmeetbare,  geheele  of  gebroken,  positieve  of  negatieve) 
waarden  kunnen  hebben. 

Evenals  men  van  imaginaire  getallen  spreekt,  zou  men  ook 
van  imaginaire  (complexe)  vormen  kunnen  spreken,  bv.  2i^ — a, 

11 


162 

V^a-f-V^ — ft?  enz.  Maar  men  bedenke,  dat  zulke  vormen  zeer 
goed  reëele  getallen  kunnen  voorstellen.  Zoo  wordt  de  eerste 
vorm  reëel,  wanneer  a  negatief  is,  en  de  tweede,  wanneer 
b  negatief  is. 

Nu  wij  de  imaginaire  getallen  hebben  ingevoerd,  kunnen  de 
letters  in  algebraïsche  vormen  voortaan  ook  imaginaire  (com- 
plexe) getallen  voorstellen.  Evenwel  zullen  enkele  eigenschappen 
der  Worteltrekking  in  dat  geval,  zooals  wij  in  de  volgende 
paragraaf  zullen  zien,  slechts  onder  voorbehoud\A\]veiii  doorgaan. 

6.  Eigenschappen  bij  imaginaire  getallen. 

a.  Wordt  gevraagd  naar  de  waarde  van  (v^ — 4'^,  zoo  vindt 
men  blijkbaar  (volgens  de  Hoofdeigenschap  der  Worteltrek- 
king, dat  (l^a)*^  =  a  is),  als  uitkomst — 4.  De  tweedeinachtS' 
worteltrekking  wordt  door  de  daaropvolgende  verlieffiruj  tot 
de  tiveede  macht  geheel  opgeheven.  Schrijft  men  voorV^ — 4 
in  de  plaats  2l^ — 1  (zie  boven),  zoo  kan  men  de  vraag 
terugbrengen  tot  die  naar  (v^ — 1)*.  Wij  zien  dus,  dat 
(V/— j)^  =  — 1. 

De  uitkomst  is  derhalve  evenwaardig.  Schreef  men  daar- 
entegen volgens  de  commutatieve  eigenschap  (V^ —  1)^  = 
=  V^( —  lj^=  l-^l,  dan  zou  de  uitkomst  t^ceewt^SLr^\^  zijn 
geweest.  Want  v^l  is  zoowel  +1  als — 1.  Alleen  een  dezer 
twee  waarden  zou  dus  gelijk  aan  {y —  1)^  zijn  geweest,  en 
wel  die,  welke  men  niet  zou  hebben  gekozen.  Want  in  de 
praktijk  neemt  men  altijd  V^l  =  -|-  1.  De  gebruikte  eigen- 
schap gaat  hier  dus  slechts  onder  beperking  door. 

Voor  (i^ — 1)3  zal  men,  daar  de  wortelexponent  2  en  de 
exponent  3  onderling  ondeelbaar  zijn,  geen  éen  waardige  uitkomst 
vinden.  Schrijft  men  {\y—lf={v^—  \f  x  V^— 1  =—1-^—1, 
dan  ziet  men,  dat  (+  if  tot  uitkomst  zou  gegeven  hebben 
—  i,  en  ( —  if  daarentegen  +  i.  Had  men  geschreven 
{y^—Vf  =  ^{^^Vf  =  l^ — 1,  dan  zou  het  teeken  verschil 
weer  niet  duidelijk  zijn  te  voorschijn  getreden.  Wij  zouden 
dan  alleen  te  weten  komen,  dat  éen  der  beide  V^— 1,  tot 
de  3^  macht  verheven,  weer  een  der  beide  V^ — 1  zal  opleveren, 
maar  ivelke  nu  bij  elkaar  behooren,  komt  men  niet  te  weten. 
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De  uitdrukking  (i^— 1)*  zal  blijkbaar,  daar  de  wortel- 
exponent  2  op  den  exponent  4  deelbaar  is,  weer  éenwaardig 
zijn,  en  wel  =(— 1)2  =  -|-1.  Schreef  men  l-^(—l)*' =  1/^1, 
dan  was  deze  uitkomst  wederom  tweewaardig,  van  welke 
waarden  alleen  -|-  1  de  juiste  zal  zijn.  Dezelfde  moeilijkheid 
dus  als  bij  (l^— 1)^. 

Geheel  dezelfde  beschouwingen  zijn  van  toepassing  op  hoo- 
gere even  wortels.  Zoo  is  bv.  (i^' — 1)^  =  1^ — 1,  derhalve 
tweewaAvéig,  terwijl  l^X —  1)*  z=zp^  1  i;itfrwaardig  zou  zijn 
geweest,  van  welke  waarden  er  slechts  twee  =  {ly  — 1)^ 
zullen  zijn,  waaronder  juist  niet  =t  1. 

Voor  (jy—  ly  kan  men  schrijven  ^X—  lf  =  ^'  —  1, 
maar  alweer  zullen  elk  der  vier  waarden  van  de  oorspronkelijke 
p  —  1  slechts  correspondeeren  met  een  bepaalde  waarde 
der  vier  waarden  van  de  uitkomst  i^' — 1.  Daarover  echter 
uitvoeriger  eerst  in  het  tweede  Deel. 

Dat  ïy-iy=—l;  (ï^  — l)5  =  (^K_j)^Xï^  — 1=— I^— 1; 
(r^^—  1)''  =  (V^ — 1)^  =  V^ — 1 ;  enz.,  behoeft  nu  zeker  geen 

6  6 

verdere  opheldering.  Evenmin,  dat  (V^ — l)^=:ï^^ — 1;  (ix — 1)3= 

6  6 

=  v^ — 1;  en  dat  (i^ — iy  weer  een  andere  l^ — 1  zal  ople- 
veren. Enz.  Enz. 

Baar  de  machten  van  -|-  V^ —  J  =  i  in  de  praktijk  meer- 
malen voorkomen,  teekenen  wij  aan  de  hand  van  het  boven- 
staande nog  even  aan,  dat  i^  =  —  1 ,  ü^  =zi^  y^i=z  —  /, 
i*  =  (t2)2  =  (^lj2  =  -|-l  is;  vorder  i^=i^Xi=h  /«  =  ^*X^'^= 
=  ?,  enz. 

Wij  zien  dus,  dat  er  slechts  vier  verschillende  machten 
van  i  zijn,  en  wel 

P  =  ^  r^  =  —  i 

i^=-l  i^=  +  l, 

en  dat  daarna  dezelfde  uitkomsten  telkens  in  dezelfde  volg- 
orde znllen  terugkeer  en.  Vraagt  men  naar  P^,  dan  heeft  men 
dus  »•*«  =  t*°  X  i^  =  (i^f  X  ï*  =  ï*  =  —  1.  Verder  zal  j*7  = 
=  i«*  Xt^  =  (**)"  X  ï*  =  ^■^  =  —  i  zijn.  Want  de  machten 
van  t*  zijn  telkens  gelijk  aan  de  eenheid, 

11* 
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h.  De  associatieve  eigenschap,  dat  bv.  v^^ — 1  =  i^ —  1 
is,  blijft  doorgaan.  Ook  zal  v^iy — 1  =  ï^l^ — 1  zijn,  als 
men  er  maar  weer  op  let,  dat  elk  der  acht  waarden,  die 
men  verkrijgt,  door  den  wortel  uit  P^ —  1  te  bepalen,  slechts 
met  éen  bepaalde  der  acht  waarden  zal  overeenstemmen, 
die  uit  lyi^ — 1  voortvloeien. 

Bijzonder  duidelijk  wordt  dit  bij  het  voorbeeld  V^v^ — 1  =: 

6 

=  1^1^ — 1  (beide  =z\y — 1).  Let  men  nl.  slechts  op  éen 
speciale  waarde,  dan  zou  men  geneigd  zijn  voor  het  eerste 
lid,  voor  ly —  1  nemende  —  1,  als  uitkomst  te  schrijven 
V^ —  1  =  /.  Maar  dan  zou  men  voor  het  tweede  lid  schrijven 
1^  i  =  —  /,  daar  ( —  tf  =  i  (zie  boven).  En  nu  stemt  de  in 
het  eerste  lid  gekozen  zesde  wortel  i  niet  overeen  met  de 
in  het  tweede  lid  gekozene,  nl.  —  /.  Hieruit  ziet  men,  dat 
men  voorzichtig  moet  wezen,  en  in  zulke  gevallen  niet  moet 

6 

kiezen,  maar  de  waarde  van  v^ — 1  eenvoudig  onbepaald 
moet  laten. 

c.  Ook  bij  de  distributieve  eigenschap  moet  men  voorzichtig 
wezen.  Heeft  men  bv.  ^^ — 2X1^^ — 3,  dan  is  men  zoo 
geneigd  om,  in  overeenstemming  met  l^a  X  ^b  =  l^ab,  te 
schrijven  ^{ — 2)  X  ( —  3)  =  1^6.  Maar  dit  is  alweer  slechts 
dan  juist,  wanneer  men  er  op  let,  dat  van  de  twee  waarden 
van  v^6  slechts  éene  correspondeert  met  een  bepaald 
waardepaar  van  l^ —  2  en  v^  —  3. 

Schrijft  men  +l^— 2  =  /i  2,  +i^  — 3  =  /i^3,  dan 
wordt  de  uitkomst /^  l^  6  =  —  V^6,  en  nu  ziet  men  duidelijk, 
dat  bij  positieve  waarden  van  l^  —  2  en  V^ —  3,  de  negatieve 
waarde  —  V^  6  correspondeert. 

Evenzoo  zal  (+  V^  —  2)  X  (+  v^  —  3)  X  (+  V"—  5)  = 
=  iV'  2  X  e  l^'  3  X  ^ i^  5  =  i^\^  30  =  —  eV'  30  zijn. 

En  ook  zal  ^^  —  2  X  t^  — 6  =  (i:^  — 1)2  x  ï^  12  = 
=  V^  —  1  X  ï^'  12  =  zb  ji^^  12  zijn,  waaruit  men  ziet,  dat 
de  uitkomst  niet  vierwaardig,  maar  slechts  ^i«?^^waardig  zal 
wezen.  ïk^hter  zal  p* '—  3  X  P^  —  4  X  l^  —  5  =:  (ïK—  1)8  x 
X  )^  60  =  p^ —  1  X  ^'  60  weer  v/e/'waardig  zijn.  Enz.  Enz. 
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Al  bet  bovensfaande  is  zeker  voldoende,  om  den  leerling 
te  doen  zien,  dat  er  op  dit  gebied  veel  voetangels  en  klem- 
men liggen.  Aan  hem,  bij  voorkomende  gelegenheden  daarin 
niet  vast  te  raken. 

(l    Maken    wij    nog    even  op  een  bijzondere  omstandigheid 
opmerkzaam. 
Wordt  gevraagd  tot  een  -c^.9^/e  wortel  te  herleiden -f- v^ — 2, 

6 6 

dan  schrijve  men  daarvoor  niet  ^  ( —  2)^  =  v^ —  8.  Want 
deze  laatste  uitdrukking  zou  ^^.ywaardig  zijn,  terwijl  de 
gegeven  vorm  door  het  daarvoor  staande  +  teeken  slechts 
féf/ivvaardig    is.    Maar    men    schrijve   +  ^^  —  2  =  2 1-'  2  = 

6  6 

i\^8,  waarbij  men  nu  aan  l '^  2,  zoowel  als  aan  v^  8  slechts 
een    waarde,    nl.    de    positieve  bestaanbare  toekent.  Zoo  zal 

6 

men  ook  voor  — 1/ —  3  schrijven  —  ii^  3  =  —  il^  27. 

Evenzoo  schrijve  men,  wanneer  gevraagd  wordt  t^^  —  3 
tol  een  zesde  wortel  te  herleiden,  l*  — 1  X  ^  '^  =  ^^' — 1  X 

r» 
X  v-"  9.    Neemt  men  van  t^  —  1  alleen  de  bestaanbare,  zoo 

6 

is  de  uitkomst  dus  — l^  9.   Had  men  daarentegen  geschreven 

6 6 

l-^^ —  3  =  v^'  ( —  3)'^  =  l-^  9,  dan  was  de  uitkomst  weer  zes- 
waardig  geweest  in  plaats  van  drie  waardig.  Was  dan  de 
keuze  op  de  poaititn'e  bestaanbare  gevallen,  dan  had  men  de 
verkeerde  uitkomst  verkregen. 

e.     Het    bovenstaande    recapituleerende,    zoo    ziet   men  dus, 

n 

dat    het   bij  imaginaire  uitdrukkingen  als  l-^  —  a  altijd  ver- 

n 

standig    is,    V^ —  1    ab  factor   buiten   haakjes  te  nemen ,  en 

n  n 

nu    de    bewerkingen    met  V^ — 1   en   l^a  afzonderlijk  uit- 

n 

tevoeren.    Daarbij    beschouwe    men    V — 1    als   iw/waardig 

n 

(n-waardig),  l^a  als  e?^?i waardig.  Voor  +V^  — 1  schrijve 
men  /. 

Zoo  is  bv.  (+  1^^-3)3  =  (/ 1/3)3  =  ^a.  3  ^^3  ==  — 3/v/  3. 
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En  (u '—  5)'  =  ti'^'— 1)2  X  P'"  25  =  i^-  1  x  V-S  =  ±  ax 5. 

8  8  8 

Ook  is  i^t^  —  7  =  i/— 7  (=  i^— 1  X  1^7).  En  1^0/— 4  = 

8  8  8  8 

1^—4  =  1^—1  X  ^-"4  =  1x^—1  X 1^  2. 

Verder  (+  l^—  5)  X  (—  ^^  —  3)  =  n^- 5  X  (—  2  V^  3)  = 
=  —i^l^i5=\^15.  En  ï^  — 2  X  ï^— 3  X  1^—4  X  1^—5  = 
=  (t)^—  1)*  X  ^'  120  z=  —  i>^  1 20.    Enz.  Enz. 

Wordt  gevraagd  naar  den  positieven  wortel  uit  ^x- — 2j:y-j-y^. 
zoo  schrijve  men  x  —  y,  wanneer  x^y  is ;  y—  x,  wanneer 
.X'  <^  y.  Zijn  de  waarden  van  x  en  y  onbepaald,  dan  moet 
men  voor  de  uitkomst  schrijven  ±  {x  —  y). 

Opmerking,  Heeft  men  te  vermenigvuldigen  v^ —  a  X 
X  ^ —  f>  X  ^^ —  ^  (de  positieve  wortels  ondersteld),  zoo  hoede 
men  zich  daarvoor  te  schrijven  ix^^a  X  il^b  X  iv^c,  wanneer 
men  niet  weet  of  a,  ft  en  c  positief  of  negatief  zijn.  Want 
wel  is  v^ — 3  =  zV^3,  maar  niet  is  v^3=iix' — 3,  daar  dit 
laatste    ^r/^ix'S,    dus  —  i-^3  is.   Men  kan  in  een  dergelijk 

geval  niets  anders  doen  dan  schrijven  ^{ — a)  ( — b)  ( — e). 
Is  dan  a=z  —  4,  h  =  2,  c  =  3,  dan  wordt  de  uitkomst 
V^  4  X (— 2)"x(— 3)  in  dit  geval  =  2  ^^  v-"  6  =  —  2  v^  6. 

7.   Gebroken  exponenten.    Wij  hebben  bij  de  Eigenschappen 

gezien  (zie  §  3,  Gevolgen),  dat  i^cf^  =ia!^  is.  Men  verkrijgt 
dus  deze  uitkomst,  door  den  exponent  pn  te  c/^^/é??i  door  den 
exponent   n.    Doet    men  nu  hetzelfde  met  vormen  als  ï^V^•^ 

en  schrijft  daarvoor  a  ,  dan  ontstaan  gebroken  exponenten. 
Ze  bedoelen  dus  niet  anders  dan  een  eenvoudiger  schrijfwijze 
te  geven  voor  worteluitdrukkingen.  En  de  wijze,  waarop  ze 
zijn  ingevoerd,  waarborgt  ons,  dat  alle  eigenschappen,  welke 
voor  geheele  exponenten  gelden,  ook  zullen  blijven  dooi-gaan 

voor   gebroken    exponenten.    Zoo    is    bv.  a    y^a    =:  a 

8/'  2/  12  12 

Immers  a  X  ^  beteekent  t)  a^  X  ^^'^ö'  =  l^«^  X  l^«^  = 
=  Aii7.  En  a''^+'''  is  ook  =  a"/^^+'/**  = /'"  =  l^a»7.  Even- 
zoo  zal  {a  )*  =  a'^"^  =  d'  zijn.  Want  {p^ d*y  =  d^.  Enz. Enz. 
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t)e  gebroken  exponenten  zijn  dus  zeer  gemakkelijk  in  het 
gebruik,  en  veel  bewerkingen  loopen  korter  en  eenvoudiger 
af,  wanneer  wij  de  worteluitdrukkingen  door  gebroken 
exponenten  vervangen. 

Het  spreekt  van  zelf,  dat  letter-exponenten  voortaan  nu 
niet  alleen  iiegatieve,  maar  ook  gebroken  getallen  kunnen 
voorstellen. 

Ook  kan  men  spreken  van  den  graad  van  onmeetbare 
vormen.  Zoo  zal  i^a^  van  den  graad  ^4  ^sijn.    Enz. 

Gecombineerd  met  negatieve  exponenten,  behoorden  de 
gebroken  exponenten  vroeger  tot  de  vurigste  racepaarden  bij 
examenvraagstukken,  en  genoten  het  voorrecht  tot  onderwerp 
te  dienen  der  ergste  schoolmeesterij.  Wij  zullen  dit  voorbeeld 
niet  volgen,  en  hebben  de  hieronder  opgegeven  Vraagstukken 
zoo  eenvoudig  mogelijk  gehouden,  dienende  alleen  tot  oefe- 
ning van  den  leerling.  Vermeden  zijn  dus  geheel  de  zoo  zotte 

6 

gebroken    wortelexponenten.    In    navolging   van  v^a^  =  ^a 

schreef  men  nl.  vroeger  voor  t-^a^  niet  alleen  a,  maar  ook 

wel  i^a.  Dit  is  onzin,  en  zulke  dwaasheden,  die  natuurlijk 
in  de  praktijk  in  het  geheel  geen  toepassing  vinden,  zijn  alleen 
in  het  brein  van  ontoerekenbare  examinomanen  ontstaan. 

Vraxig  stukhen, 
1.     Bereken 


Vi 


Va 


-Vi 


Sr^/^  _  49^/'^  -f  32"^*  +  (2^%7p  -  eViooo)""''  +  (2OV4) 

2.  Ook  (273/''  :  (l'/öy^'Xt4V/'  :  (IVs)^ 

3.  Evenzoo  s''»  X  3 '*  X  Q''""  X  6"''^ 

4.  Hoeveel  i.  )  p^-'V"  I -'' ?    E„  (?^")"'''? 

5.  Bereken  eens  door  middel  van  gebroken  exponenten  : 
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7..   En  l-^av^^p/fji^^.     En  ook  x  ^x  ^x^'ü^'a  - 


8.  Eveneens  t^a^y  iK^  p^a  X  l^.ry  iK^^. 

9.  Ook  al^\a'-'^>(a'''^>a'-')l        En  |/^^  • 

10.  Ten  slotte  V^^-^^V,  i^^/sy:::»/,  i^^^^l^^Ep, 

Voorbeeld  van  oplossing  (No  T^').  Uit  de  eerste  a  moet 
de  wortel  getrokken  worden,  dus  a  *;  uit  de  tweede  a  twee 
keer  de  wortel,  d.w.z.  de  vierde  wortel,  alzoo  a  ;  uit  de 
derde  a  drie  keer  de  vierkantswortel,  dus  de  achtste  wortel, 
gevende  a    ;  de  vierde  a  zal  evenzoo  geven  a    .  Wij  hebben 


dus  :  a^'  X  a''  X  a''  X  a'''  =  a''''  =  l^a^\ 

8.  Onmeetbare  exponenten.  Exponenten  kunnen  ook  onmeet- 
baar zijn.  Maar  w^at  is  nu  de  beteekenis  van  getallen  als  3*^^^? 
Benadert  men  daartoe  V^  2  in  eenige  decimalen  :  v^  2  =  1,414 . . . 

Daar  dit  inligt  tusschen  1  en  2,  zoo  blijkt,  dat  3^^  zal 
inliggen  tusschen  3^  ^  3  en  3-  =  9.  Want  hoe  grooter  bij 
een  grondtal  >  1  de  exponent,  hoe  grooter  de  macht,  (zie 
bl.  42,  §  6).  Maar  l^"  2  ligt  ook  in  tusschen  1,4  en  1,5,  der- 
halve   zal    ook    3^'^   inliggen    tusschen    3'     en   3'',  d.w.z. 

tusschen  3^'^*  en  3"'^%  of  tusschen  3lK9  en  S\^3,  Deze 
laatste  grenzen  geven  benaderd  3  X  "Ij^S  .  .  en  3  X  1»73  .  . 
of  4,65  .  .  en  5,19  .  .   Gaat  men  zoo  voort,  en  bepaalt  men 

3  '  en  3  '  ",  waarin  de  exponenten  wederom  gebroken  zijn, 
zoo  vindt  men  voor  de  nieuwe  grenzen  (langs  een  later  — 
in  het  tweede  Deel  —  aantegeven  weg)  4,70 .  .  en  4,75  .  . 

Wij  zien  dus  duidelijk,  dat  3^  "  e. en  zoo  goed  benadeixi 
kan  worden  aangegeven  als  1^^  2  ze  f.  Hoe  meer  decimalen 

men  van'  1^^  2  bepaalt,  hoe  nauwkeuriger  3^-^zal  kunnen 
worden  berekend.  Daarbij  zullen  de  beide  grenzen  hoe  langer 
hoe    meer    aan   elkaar  gelijk  worden.  Want  is  bij  3^  en  3* 
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Q 1 

de   verhouding    (d.w.z.    het  quotiënt)  daarvan  =3       =  3^ 

zoo  zal  bij  3  '*   en  3  *    die  verhouding  reeds  3  '    geworden 
zijn.  Bij  3*'*^  en  3  '     is  deze  3  '     geworden.  De  verhouding 

« 

der  beide  grenzen  nadert  dus  onbeperkt  tot  3  ,  d.w.z.  totl. 

Wij  kunnen  dus  zeggen :  Een  macht  met  onmeetbaren 
exponent  is  de  limiet,  waartoe  die  macht  nadert,  v)anneer 
men  de  onmeetbare  exponent  veiDangt  door  een  gebroken 
exponent,  ioaai*van  men  de  umarde  hoe  langer  hoe  meer  tot 
die  van  den  onmeetbaren  e^vponent  doet  naderen. 

Wij  kunnen  nu  ook  voortaan  aan  letterexponenten  onmeet- 
bare waarden  toekennen. 

Welke  uiterst  belangrijke  toepassing  de  onmeetbare  expo- 
nenten in  de  Algebra  vinden,  zal  eerst  in  het  tweede  Deel 
in  zijn  vollen  omvang  blijken. 

Wij  zullen  daar  ook  de  z.g.  imaginaire  exponenten  leeren 
kennen,  welke  evenzeer  —  vooral  in  de  hoogere  deelen  der 
Algebra  —  een  uitgebreide  toepassing  vinden.  Maar  dit 
begrip  kan  hier  onmogelijk  worden  ontwikkeld.  De  leerling 
hebbe  dus  geduld. 

9.  OeUjkheden  en  ongelijkheden. 

Twee  worteluitdrukkingen  zijn  gelijk,  wanneer  ze  na  ver- 
heffing tot  een  zelfde  maeht  gelijke  getallen  ople\'eren ;  onge- 
lijk, wanneer  ze  ongelijke  getallen  opleveren. 

Zoo  zijn  2 1^  3  en  i^  12  gelijk,  want  (2 1^^  3)^  =  4  X  3  =  J  2, 
en  (1^12)3  =  12. 

Maar  2  l^  5  en  3  v-^  2  zijn  ongelijk,  want  (2  i^  5)2  z=  20, 
en  (3 1^  2)^  =  18.  De  eei'Ste  vorm  is  dus  grooter  dan  de  tweede. 

De  hoofdeigenschappen  der  Ongelijkheden  bij  de  machts- 
verheffing  zijn  de  Eigenschappen  b)  en  c).  (zie  bl.  42).  Wij 
hebben  later  de  eerste  na  de  invoering  der  gebroken  getallen  uit- 
gebreid (zie  bl.  138),  en  we  komen  er  nu  —  na  de  invoering 
der  gebroken  en  onmeetbare  exponenten  —  nogmaals  op  terug. 

De  Eigenschap  c)  geldt  geheel  algemeen  \oov  Me  positieve 
waarden  van  den  exponent.  (Voor  7iegatiere  waarden  daar- 
van   wordt  zij  omgekeerd).  Is  dus  a  <^  b,  dan  is  voor  posi- 
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tieve  exponenten  (geheel  of  gebroken,  meetbaar  of  onmeet- 
baar) steeds  a^'  <[  //,  en  dat  onverschillig  of  a  en  6  <  1 
dan  wel  >  1  zijn. 

Is    bv.  2<3,  dan  is  ook  2'^*<3'^  of  l^2<l^3;  enis 

V5<3/„  dan  is  ook  {y,)''<{%)'\  of  ^V/ö)' <l?  VU)'' 
Want  is  in  het  eerste  voorbeeld  omgekeerd  l^  2  <^  v^  3, 
dan  ook  (l^^ 2 )2  <  (v^ 2 )3  of  2  <  3.  En  is  Vó<y^>  dan 
ook  (Vó)'  <  (V4)',  en  verder  ï^^^i'/,)^  <  Ï^VU)^-  Enz.  Enz. 

De  Eigenschap  h)  daarentegen  zal  verschillend  zijn,  naar- 
mate het  (j7vndtal  der  macht  grooter  dan  wel  kleiner  dan 
de  eenheid  is.  (Verg.  blz.  42  en  138).  Wij  hebben  nl.  : 

Is  a  >  1,  dan  is,  wanneer  p  <^  q,  ook  a^  <[  a^  j 

Is  a<l,     „     „         „  /><?,     „     (fy^a^S 

En  dit  voor  alle  waarden  van  den  exponent,  positieve 
zoowel  als  negatieve.  Dat  wil  dus  zeggen,  dat  bij  a  >  1 
met  een  grooteren  exponent  ook  een  hoogere  macht  overeen- 
stemt ;  en  omgekeerd,  wanneer  a  <^  1  is. 

Zoo  heeft  men  bv.  bij  a  >  1  : 

Men    kan    dit    bewijzen,    door   te  bedenken,  dat  wanneer 

ayi  is,  volgens  de  Eigenschap  c)  ook a"  >  1  *,  dus a  y  1 
zal  zijn,  zoolang  n  positief  is.  Is  nu  j[>  <^  g^,  dfm  heeft  men 
slechts  a^  =  (^  te  vermenigvuldigen  met  1  <^  a^^^  (waarin 
dus  q — 2^  positief),  waardoor  ontstaat  a''  <^  a'^. 

En  is  a  <[  1,  dan  zal  ook  volgens  c)  a"<[l  zijn,  wan- 
neer  wederom  71  positief  is.    Derhalve  volgt  uit  a^  =  a^  en 

lya^  ^  de  ongelijkheid  a^  y  a! . 

Voor  wij  van  dit  onderwerp  afstappen,  moeten  wij  nog 
op  de  volgende  omstandigheid  opmerkzaam  maken. 

Is  ^^<^^%  dan  volgt  hieruit  na  worteltrekking  niet  alleen 
A<^By  maar  ook  Ay  —  B, 

Immers  is,  wanneer  A  negatief  is,  Ay  —  B,  dan  zal  de 
absolute  waarde  van  A  kleiner  dan  B  zijn.  Is  bv.  —  2  >  —  3, 
dan  is  2  <;  3.  » 


Uit  .v^  <^  25  zal  dus  niet  alleen  volgen  .?;  <^  5,  maar  ook 
.c  >  —  5.  En  uit  .i"  <^  3  zal  voortvloeien  .v  <^  \^  3,  maar 
cT^»  — 1/^3.  Let  daarop  voortaan  altijd. 

10.  Oneindige  grenswaarden.  Onbepaalde  uitdlnikkingen. 

a.     Uit  het  bovenstaande  volgt,  dat  men  hebben  zal : 


Voor  ay>l 
M      a<l 


a^zzzO,  a^  =  1,         a— *>=  00  . 

Want  wij  zagen,  dat  r/  grooter  en  grooter  wordt,  wanneer 
bij  a  >  1  de  exponent  p  grooter  wordt.  Men  zal  gemakkelijk 
inzien,  dat  bij  p  =  cc  ook  a'^  =  co  wordt.  Dat  a^  =  1  is, 
hebben     wij    reeds    vroeger    (bij    de    negatieve    exponenten) 

gezien.    En  dat    a   *=0    is,   volgt  uit  a-*=---=r —  =  0, 

(zie    blz.  141). 

En    is    a<^l,    dan    zal  ~>1   zijn.     Voor  ri*  kan    dan 

a 

geschreven    worden  f  -  j       ,   en   dit  is  dan   =  0.    Evenzoo 

00  zijn. 


zal  a-*  =1-1     = 


fi-ao  eonvei^eert  dus  alleen  dan  tot  O,  wanneer  a  ]>  1  is. 
Dit  moet  steeds  in  het  oog  woi-den  gehouden.  En  het  zelfde 
geldt  voor  <7*,  dat  alleen  dan  tot  x  nadert,  wanneer  weder- 
om a^l  is. 

Het    zal    geen  nadere  verklaring  behoeven,  dat    oc*  =  oo 

is,  en    x-«  =:  0.  Want  dit  laatste  is  =i  —   -  i=:     =0. 

'  on 


00 

00  00 


Evenmin  dat  O    steeds  =  O  is  voor  positieve  waarden  van 

yy,   en    =  X  voor   negatieve    waardon    van  y>.    Want  O"''  = 

=  -  =  -=  X.    Zelfs  zal  dit  blijven  doorö:aan  voor  ;>  =:  rt  oo. 
0^       O  j  ft  / 

/  1 \*         1  1 

Want  is  />  =  +  oo,  dan  is  O*  =    -         =  — --  =  —  —  o.  En 

^  \^  OOy  00*  00 

1         1 
IS  p  =  —  OD,  dan  is  O    °°=^==oo. 


in 


Ook  zal  het  duidelijk  zijn,  dat  l''  voor  elke  ^eW^^  waarde 
van  p  (positief,  negatief  of  0)  steeds  =  1   zal  wezen. 

b.  Er  zijn  evenwel  weer  een  paar  uitdrukkingen,  waarvan 
de    waarde    onbepaald   is,    evenals    dit    het    geval    was    bij 

O       00 

-,  —  en  O  X  00  (zie  blz.  142). 

O       00 

Die  uitdrukkingen  zijn : 

0^     OD^   en  1». 

Ook  hier  zal  in  elk  bijzonder  geval  de  juiste  waarde  weer 
kunnen  gevonden  worden,  door  na  te  gaan  op  welke  tvijze 
grondtal  en  exponent  tot  O  of  oo  zijn  genaderd,  of  het  grond- 
tal  tot  1. 

Wij  komen  op  dit  onderwerp  in  het  tweede  Deel  terug, 
maar  kunnen  reeds  hier  opmerken,  dat  In  de  allermeeste 
gevallen  de  invloed  van  den  exponent  het  in  kracht  van  aan- 
groeiing of  afneming  wint  van  dien  van  het  grondtal.     Zoo 

zal  bv.  X  ,  wanneer  x  tot  O  nadert,  door  den  exponent  x 
beheerscht  worden,  en  derhalve  niet  O,  maar  1  tot  uitkomst 
geven,  evenals  elke  andere  0^  macht.  Zelfs  al  stond  er 
^.,.ioo)r  :^  x^^^y    dan    nog    zou  dit  het  geval  zijn.     Hieronder 

volgen  ter  illustratie  eenige  waarden  van  i/  voor  afnemende 
w^aarden  van  .r.  ^) 

=  V  =1 


0?=  V 


10 


100 


X 


X       l/a 

CA)'' 

—  1^0,5    —0,707., 

•r       Vs 

CA)^'' 

— 1^''0,3    —0,693.. 

^-v* 

(74)''^ 

—  i^"  0,25  —  0,707  .  . 

^          V5 

(V/' 

—  lK0,2    —0,724.. 

10 


(V,o)  ^"    =  V-  0,1    =  0,794  . . 


V 


100 


(V,oo)'*~  =  V^  0,01  =  0,955.. 


1)  Hoe  deze  waarden  berekend  worden,  zal  alweer  in  hei  tweede  Deel 
blijken  (bij  de  Logarilhmen). 
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Duidelijk    ziet  men,  dat  na  een  aanvankelijke  afname  tot 
een  kleinste  waarde  in  de  buurt  van  x  =  Vs»  de  waarde  van 

/  weer  gaat  toenemen,  en  onbeperkt  tot  1  nadert. 
Hetzelfde  geldt  voor  vormen  als  f- j  ,  die  voor  0;= O  tot 


OD^   naderen.    Daar    voor 


G) 


kan  geschreven  worden  — , 


iS 


tot  1. 


x: 


en  .c^  tot  1  nadert,  zoo  nadert  ook  f  -  ) 

Wat  nu   eindelijk   de  uitdrukking/l^^aangaat,  zoo  zullen 
we   aan   een   enkel  voorbeeld  laten  zien,  dat  dit  niet  nood- 
zakelijk tot  1  behoeft  te  naderen,  maar  zeer  goed  een  andere  \/ (F  ^ 
grenswaarde  kan  hebben.  ^    \      . 

1  /  ^  r         '       • 

Nemen  wij  bv.  (1  +  .t)    ,  zoo  nadert  dit  voor  ^  =  O  tot  1  °° . ^  \/ 
Bepalen    wij    nu    weder    de    waarde    van  dezen  vorm  voor         '  ^^ 
afnemende  waarden  van  x,   (Zie  de  Noot  op  blz.  172). 


X 

1 

X 

— 

v» 

X 

Vs 

X 

V4 

X 

V5 

X 

— 

V.0 

X 

VlOO 

X 

.^_ 

VlOOO 

Va 


(1  +  'kf 

(.1  +  Vs)^ 

(1  +  Vé)* 
(1  4-  Vó)» 


=  2» 


=  2 

=  2,25 
=  2,37  . 
=  2,44 . 
=  2,48 . 
=  2,59  . 
=  2,70  . 


(1  +  Vio)'" 

(l  +  Vioo)^""     =(l,01)i<H> 

(1  +  Viooo)^'^"  =  (1,001)1*»  =  2,71 . 

Dit  nadert  dus  niet  tot  1,  maar  tot  een  zeer  bepaald  getal. 
In  het  tweede  Deel  zullen  wij  zien,  dat  dit  getal  het  onmeet- 
bare getal  2,71828 . .  is,  hetwelk  in  de  hoogere  Wiskunde 
een  zoo  belangrijke  rol  vervult. 

c.  Komen  wij  ten  slotte  nog  even  terug  op  de  formule 
Lim  (1 4"  <fY  =  1  +  '*'^.  welke  wij  op  bl.  148  e.v.  reeds  hebben 
besproken.  Wij  zagen  daar,  dat  die  formule  ook  blijft  door- 
gaan   voor  negatieve  waarden  van  n-  Maai'  aangezien  in  de 


' 
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Hoogere  Algebra  wordt  bewezen,  dat  de  biaominaalformule 
van  Nkwton  voor  (1  -f-  ^)''  doorgaat  voor  alle  waarden  van 
den  exponent,  mits  a'<]1,  zoo  zal  ook  voor  gebroken  (onmee-- 

bare)  waarden  van  n  gelden  Lini  (1  -|-  ^)"  =  1  +  'i^,  vvan- 
neer  ö  tot  O  nadert. 

Zoo    is    bv.    Liin    V^ï^^rfzz:  Z///i  (1  +  cf)'''' =  1  + V.cf ; 

Lim  ^^T^ö  =  Lint  (1  +  d)''  =  1  +  Va  <^ ;  enz.  En  ook  zal 

—   =  (1  -|-  ^)~''  tot  1  —  Va!^  naderen;  enz. 


l^l  +  ö 

Deze  formule  bewijst  ook  hier  dikwijls  groote  diensten 
ter  berekening  van  verschillende  grenswaarden.  Ook  kan 
men  er  benaderd  verschillende  wortels  uit  getallen,  die  zeer 
weinig  van  1   vei*schillen,  door  bepalen.  Zoo  is  bv.  benaderd : 

V-1,002  =  (/l  +  ^4  =  i  +  1000  =  ^'^^^^  i^^  1,0003= 

=  1,00()1  ;    1^0,996  =  0,998  (waarom  ?) ;  enz. 

Wat  berekening  van  grenswaarden  betreft,  een  paar  voor- 
beelden. 

Zij  gevraagd,  waartoe  ^x^  +  .r  —  x  nadert,  wanneer  .r 
tot  OD  nadert. 

Substitueert  men  direct  ,v  =  (Xy  zoo  vindt' men  oc  —  x, 
en  deze  vorm  is  onbepaald.  Schrijft  men  echter 

K?+..=|/".«(i+i)=.|/,+r. 

ZOO  kan  hiervoor,  daar  -    tot  O  nadert,  volgens  de  formule 

as 

Lini  1^1  -|-  cf  =  1  +  Va  ^  geschreven  worden  »t'  ( 1  H )  =: 

=  .r  +  V2  •    Trekt    men    nu    hiervan    x    af,    zoo  vindt  men 
voor  het  gevraagde  verschil  de  w^aarde  \/.2. 

Zoo  vindt  men  bv.  voor  x  =  100  reeds  I-^IOIOO  —  100  = 

=  100,499  —  100  =  0,499. 

A-  -  v^  2  —  0?-^ 
Tweede    vraag.    Waartoe  nadert ;; ,  wanneer 

X  —  1 

a;  tot  1  nadert? 
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1—1       O 
Directe    substitutie    geeft   - — -  =  -,    derhalve    een   onbe- 
paalde uitdrukking.  Stel  nu  cr=l-}-(f,  dan  wordt.2r'=l+2<^; 
derhalve  wordt  de  breuk  : 


l  +  cf  —  V^l  —  2d_l  +  <f—  (1  —  d)_2cf_ 


Derde  voorbeeld.    Waartoe  nadert 


l/3a-t-3  4.]^a3  — a^  +  a  +  3 


wanneer  a  tot  —  1  nadert? 
Zet    men  voor  a  direct  de  waarde  —  1  in  de  plaats,  zoo 

O  4-0      O 

vindt  men  -- —  =  -.  Maar  schrijft  men  a  =  —  (1  —  cf),  zoo 

u  O* 

vindt  men,  daar  a^  =  —  (1  —  iiö)  en  «^  =  1  —  2ö  is  : 

Nu   zal    V^d  wegvallen    tegenover   ï^d,    wanneer  cf  tot  O 

nadert.  Is  bv.  (fi=10"^  zoo  isl^cf=JO"^  en  ü^cf  =  10""^ 

derhalve    l^é  10-maal    kleiner  dan  t^rf.  Is  d=10      ,  zoo 
zal    l^(f   reeds    100-maal    kleiner    zijn   dan  t^cf.  Enz.  [Wij 

1/  1/" 

weten   trouwens  dat  a  '  <[  a  *   is,   wanneer  a  <^1    is.    (zie 

blz.  170)].  De  vorm  nadert  dus  tot 

=  1K2. 

lK3cf 

Men  had  in  dit  vraagstuk  ook  alle  wortels  tot  6^  wortels 
kimnen    maken,  en  daarna  teller  en  noemer  kunnen  deelen 


door   V^rz-j-1,    d.w.z.    door    den    factor,    die  hier  teller  en 

noemer  =  O  maakt,  maar  dit  ware  veel  omslachtiger  geweest. 

De  leerling  werke  nu  de  volgende    Vraagstukken  zelf  uit. 


l  —  ï^l^a 
1.     Waartoe   nadert ,  wanneer  a  tot  O  nadert? 
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2.     En  waartoe  z ,  wanneer  z  tot  1  nadert  i" 

z^ 1 


3.     En  eindelijk  — — '—,  wanneer  y  tot  1  nadert? 

11.  Nog  eens  factoren-ontbinding  van  algebraïsche  vor- 
men. Wij  weten ,  dat  a^  —  b'  =  (a  -|-  h)  {a  —  b).  Daarom 
zijn  bv.  van  a-  —  4  de  factoren  .f -f- 2  en  .i*  —  2.  Wij  zouden 
nu  op  geheel  dezelfde  wijze  j?'-—  2  kunnen  ontbinden  in 
(.^.-^l/^2)(.(?— V/2),  aangezien  .r  —  2  =.r«— (1^2)^  is.  Kii 
gelden  dergelijke  onmeetbare  factoren  in  de  praktijk  niet  als 
factoren  (zie  ook  blz.  72),  maar  in  de  theorie  is  er  geen 
enkel  bezwaar  aan  verbonden  dergelijke  onmeetbare  factoren 
als  factoren  te  beschouwen.  Wij  zullen  later  bij  de  Vieikants- 
en  andere  Vergelijkingen  (tweede  Deel)  zien,  dat  die  factoren 
een  minstens  even  groote  rol  spelen  als  de  meetbare.  In  de 
praktijk  beschouwt  men  echter  een  geheele  algebraïsche 
vorm  slechts  dan  als  ontbindbaar,  wanneer  de  factoren 
meetbaar  zijn. 

Een  ander  voorbeeld  is  .r*  +  2.f-  -|-  4.  Men  kan  daarvoor 
schrijven  : 

.^4.  _(.  4^2  _j_  4  _  2a-2  =  (x^  +  2)2  —  {a;\y  2)\ 

en  de  vorm  is  dus  ontbindbaar  in(.r+2+A'V^2)  (a?'-|-2 — arl^2). 
Alweer  dus  onmeetbare  factoren. 

Men  kan  echter  ook  inuKjinaire  factoren  hebben.  Wij  zagen 
vroeger,  dat  «'^-|-ft*  onontbindbaar  is.  Maar  schrijft  men  daar- 
voor a^  —  ( —  b^)y  en  bedenkt  nu,  dat  —  b^  het  vierkant  is 
van  bv^ —  1  =  bi,  dan  kan  men  voor  a-  -f-  b^  schrijven  : 

a?  +  6-2  =  (a  +  hi)  (a  -  hl). 

Imaginaire  factoren  dus.  Later  zullen  wij  zien,  dat  elke 
geheele  algebraïsche  vorm  van  den  n^"  graad  ontbindbaar  is  in 
n  factoren  van  den  eersten  graad.  Maar  daaronder  zullen  in 
het  algemeen  onmeetbare  en  imaginaire  voorkomen.  De  ima- 
ginaire zullen  daarbij  steeds //é^y>f/ayY/ voorkomen,  d.w.z.  naast 
een  factor  />  -f-  qi  zal  altijd  een  fai'tor  p  —  qi  voorkomen 
(warmeer   nl.    de    coëjf'icieaten    van  den  gegeven  vorm  reüel 
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zijn).  En  daar  {p  -f-  qi)  {p  —  qt)  altijd  reëel  is,  iil.  =  p^-^g'y 
zoo  zal  een  geheele  algebraïsche  vorm  altijd  in  reëele  tweede- 
nuichis-factoren  ontbindbaar  zijn.  Maar  voor  we  zoover  zijn, 
moet  er  nog  heel  wat  Algebra  door  het  bewustzijn  van  den 
leerling  zijn  gevloeid. 

12.  Worteltrekking  uit  algebraïsche  vormen.  Zij  gevraagd 
den  vierkantsw^ortel  te  bepalen  uit  x^ — &.v^-]-19^c'^ — 3(Xi'-}-25. 
Wanneer  deze  vorm  een  volkomen  vierkant  is,  dan  zal  de 
wortel  zeker  de  gedaante  x''-  -f-  puj  db  5  hebben,  waarbij 
.r'  =  1^0?*  en  5  =  l^  25  is.  (Op  welke  eigenschap  berust  dit?). 
Wij  moeten  dus  in  elk  geval  beginnen  met  den  wortel  te 
trekken  uit  den  eer.sten  term  van  den  (naar  de  afdalende 
machten  van  den  rangletter  gerangschikten)  vorm.  Is  de 
pegeven  vorm  geen  volkomen  tweede  macht,  dan  zal  bij 
dergelijke  rangschikking  de  „rest"  een  vorm  van  lageren 
graad  dan  dien  van  den  wortel  zijn  —  daar  altijd  onder- 
steld w^ordt,  dat  de  eerste  term  van  den  gegeven  vorm  een 
volkomen  vierkant  is. 

2^dra  nu  de  eerste  term  van  den  wortel,  hier  a?',  bepaald 
is,  trekken  wij  het  vierkant  daarvan  van  den  gegeven  vorm 
af.  Stel  nu  den  wortel  =  .ir  +  c,  waarin  x^  de  zooeven 
bepaalde  term  is,  en  z  het  (/eheele  nog  onbekende  gedeelte. 
De  gegeven  vorm  is  dan  =  .v^  +  2.c'z  -}-  -^  (+  de  Rest).  Na 
attrekking  van  .(?*  zal  de  eerste  term  van  het  verscrhil  dus 
=  2.1?^;:  zijn,  want  daar  c  hoogstens  van  den  eersten  graad 
t.o.v.  van  X  zal  zijn,  is  de  term  z^  zeker  van  lageren  gi^aad, 
terwijl  ook  de  rest,  als  zijnde  hoogstens  van  den  eersten 
graad,  van  lageren  graad  zal  zijn. 

Wij  vinden  dus  den  eersten  term  van  z,  door  den  eersten 
term  van  het  verschil  te  deelen  door  het  dubbel  van  den 
eersten  term  van  den  wortel,  d.w.z.  hier  door  2.f^.  Zoodoende 
vinden  wij  —  6.r^  :  2x'^  =  —  3.r,  waardoor  de  bewerking  als 
volgt  komt  te  staan: 

1^  (.i:^  —  6.«3  +  19.»2  —  30.r  +  25)  =  x^  —  3.r 

^4 


12 


178 

Nemen  wij  nu  van  den  gegeven  vorm  (^^  —  3  |.y2  ^^f  Dg^^ 
reeds  x^  is  afgetrokken,  zoo  moet  dus  nog  2x^( — 3.2?)+( — 3.^)' 
of  {2x^ — 3a?)  ( — Sx)  worden  afgetrokken.  In  het  algemeen, 
wanneer  x^^  =  a  en  — 3x  =  b  gesteld  w^ordt,  nog  2a6+è^  = 
=  (2a-|-&)è.  Daardoor  krijgt  men  dus  : 

—  6^8^  19^2  — 30.r  +  25 
(2*2  —  3^)  (—  3.c)  z=  —  6j?3  +    9^« 

ÏÖ^2  _  30,r  +  25 

Noemt  men  nu  den  volgenden  term  van  den  wortel  z\ 
dan  is  de  gegeven  vorm  dus  : 

{x^  —  'ixf  +  2(j?2  —  Zx)  £  +  ^'2  (^  de  Rest). 

En  daar  z'  hoogstens  van  den  0^"  graad  t.o.v.  x  zal  zijn, 
zoo  zal  dus  de  eerste  term  van  z*  (hier  z'  zelf)  weer  gevonden 
worden,  door  den  eersten  term  van  het  laatste  verschil,  welke 
(na  de  laatste  aftrekking  van  {x^^  —  3a?)*  van  den  gegeven 
vorm)  =  2a?*z'  is,  weer  te  deelen  door  het  dubbel  van  den 
eersten  term  van  den  wortel,  dus  hier  door  2x^.  Wij  vinden  dan : 

10^» :  2x^  =  5. 

Alsnu  nemen  wij  van  den  gegeven  vorm  (ar  —  3a;  +  ^T 
af.  Maar  daar  (x^  —  3a?)*  reeds  is  afgetrokken,  zoo  moet  nog 
2(a?3_3a0.5  +  5*  of  [2(^'^  —  3a')  +  5]  .  5  worden  afge- 
trokken, d.  w.  z.  wanneer  het  reeds  bepaalde  gedeelte  van 
deii  wortel,  nl.  x'^  —  30»,  =  a'  en  5  =  6'  gesteld  woi-dt,  nog 
2a'b'  +  b"'  =  i2a'  +  b')b\ 

Wij  hebben  dus  ten  slotte,  nu  de  bewerking  in  zijn  geheel 
opschrijvende : 

V^(.r*  —  6a?3  4.  19.r2  —  30a?  +  25)  =  x^  —  l^x  +  o 


x^ 


—  6.r3  -f  19.i?« 
(2a?2  —  3.r)(—  3a')  =  —  6a-3  +     9a?2 


IQx^  _  30j?  -I-  25 
(2a?*  —  6.1?  +  5) .  5  =  lOo?*  ->  30.1?  +  25 
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De  lest  js  derhalve  =  O,  en  de  gegeven  vorm  het  vierkant 
van  jy  —  3a7  -|-  5. 

In  de  praktijk  komt  dus  de  geheele  bewerkhig  hierop 
neer,  dat  men  telkens  het  dubbel  opschrijft  van  liet  reedis 
bepaalde  (gedeelte  van  ilen  wortel;  daarvan  den  eersten  term 
deelt  op  den  eersten  term  van  het  laatste  verschil;  dit  quo- 
tiënt achter  het  genoemde  tweevoud  schrijft,  en  den  daai'door 
ontstanen  vorai  met  dit  quotiënt  vermenigvuldigt;  en  eindelijk 
dit  product  van  het  laatste  verschil  aftrekt. 

De  aard  van  de  bewerking  brengt  mede,  dat  men  niet 
telkens  het  (jeheele  verschil  behoeft  op  te  schrijven,  maar 
telkens  slechts  ticee  termen  „aanhaalt"  (bij  een  gewone  deeling 
was  dit  aantal  slechts  een). 

Ziehier  nog  een  voorbeeld  met  een  vorm  van  hoogeren  graad. 

l^(16.i;ö  _  8.^5  ^  ^.+  _  246-3  _^  6^.3  +  9)  =  U^  —  ,t-  —  3 
16j;ö 

—  8ar^  +  x^ 
(8.r3  —  x^){—x^)  =  —  8a-5  4-  x^ 


—  24cr3  +  6.i?2  -I-  9 

(8a;3_2A-2— 3)(— 3)  =  —  24a;3  -f  6.^^  +  9 

-      ^ 

Daar  het  tweede  verschil  niet  met  ,r},  maar  met  .i^  begint, 
zoo  ontbreekt  in  den  wortel  de  term  met ./.'.  Voor  het  bepalen 
van  den  volgenden  term  van  den  wortel  moesten  daarom 
in  plaats  van  twee,  vlrr  termen  (hier  drie,  daar  in  den 
gegeven  vorm  de  term  met  x  ontbreekt)  worden  bijgehaald. 

Op  dergelijke  wijze  als  boven  is  uitgelegd  voor  de  vierkants- 
worteltrekking,  zou  men  ook  de  derdeinachtS'  oï labiek-wovieV 
trekking  kunnen  inrichten.  Men  gaat  dan  uit  van  de  formule 
{a  -{-  by  =  a^  +  3'/^^  +  3^///'  +  f/K  Maai  dit  komt  zoo  uiterst 
weinig  voor,  dat  wij  er  ons  niet  verder  mede  zidlen  bezig 
houden.  En  nog  minder  met  het  trekken  van  hoogere  wortels. 

Alleen  vestigen  wij  er  nog  even  de  aandacht  op,  dat  de 
rekeiikundije  theorie  van  het  trekken  van  den  vierkantswortel 
uit  ifetallen,    bestaande  uit  eenheden,  tientallen,  enz.  geheel 

12* 
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analoog    is    met    die    van    het    trekken    van  den  wortel  uit 
algebraïsche  vormen,  zooeven  behandeld. 

Ziehier  nog  eenige   Vracuj stukken  ter  oefening. 

.  1.     V/(9«*  +  42.^3  4-  19.r2  -   70.P  +  25). 
2.     V^{iafi  —  12^5  ^  13^4  __  14^3  ^  13.^9,  _  4.^  ^  4), 

.+  20^V  —  %xif  +  y%     (Bedenk,  dat  t^'a  =  V-'V^a). 

4.  Welke  vorm  van  den  laagsten  graad  moet  worden  opgeteld     ■ 

bij  9a?*  —  12,v^  4"  l^.i^^  —  ^^*  +  ^»  ^™    ^'^^^    dezen   vorm 
een  volkomen  vierkant  te  maken? 

5.  Voor  welke  waarde  van  o?  wordt  47;'"-}-4t'^ — 19.x?' — 9a?+23 
een  volkomen  vierkant.  (Trek  den  wortel  en  bepaal  de 
rest.  Wat  moet  die  rest  dan  worden?) 

13.  Herleiding  van  wortelvormen.  Het  is  de  gewoonte, 
alvorens  verschillende  bewerkingen  met  worlel vormen  uit  te 
voeren,  deze  eerst  zoo  veel  mogelijk  te  herleiden  (vereenvou- 
digen). Op  drie  dingen  wordt  daarl)ij  vooral  gelet. 

l*'.      Worden  altijd  zooveel  mogelijk  f  actoren  v<)07'  Jiet  wortel-      ^ 
teeken  (jehracht.  \ 

Zoo  late  men  nooit  staan  \^  12,  mjvar  schrijve  daarvoor 
onmiddelijk  2l"3,  daar  I^12  =  v  4xi"3  is.  Evenzoo 
schrijft  men  3  1^2  voor  1^18.  En  ook  herleidt  men  ï*  54 
tot  3  1^  2,  daar  l^  54  =  i^'  27  X  ^'^  2-  Knz.  ^ 

Ook  wordt  \^a%  herleid  tot  a\^ah\  ^^ab^c^  tot bc"^^  ah-      ' 
enz.  enz.  \ 

2^.  Worden,  bij  eenvoudige  breuken ,  breuken  onder  liet 
wortelteelcen  verdreven. 

Dit   doet    men,    door    teller  en  noemer  met  een  zoodanig 
getal    (of  vorm)    te    vermenigvuldigen,    dat   de    noemer  een  .'■ 
volkomen    vierkant    (of   derde    macht,    enz.)  wordt.  Al<his :  ■' 
1/3/4  =  VV^  X  l^''  3  =  '/2Ï^3  (hier  is  de  noemer  4  reeds  oen  \ 
vierkant)  ;    l-^Vs  =  ^"7»  =  l^Vo  X  ^'ö  =  'A  ï-^6  ;    l/'V,3  =v' 

—  1/3 1*^12;  enz. 
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Ook  I  /       =  I  /   - ;  =  -  V^aé.  MAar  dit  laatste  doet  meit 

niet  eens  altijd.  Alleen  daii,  wanneer  dit  bij  optelling  en 
aftrekking  van  wortelvormen  (xie  ^  14)  ter  beoordeeling  der 
(]e1ljhworti(jheuI  wenschelijk  is. 

Alleen  school  mees  tei's  vatten  deze  herleiding  op  als  een 
artikel  van  het  Wetboek  van  Strafrecht,  en  herleiden  bv. 
l^^Vio  tot  V9ü^'""^3  X  ii->~=  Vso  ^-"667.  En  dat  noemt  men 
dan  „lierleiden",  vereenvoudigen  !/Alen  voere  deze  herlei- 
ding dus  alleen  uit  bij  kleine  breuken  als  'Vé»  Vs»  Vo»  ®"^- 
Maar  nooit  bij  grootere  breuken,  zooals  de  boven  genoemde, 
en  no<i  veel  min(lej\  wanneer  de  noemer  een  ^7ïm6'^/i^ar  getal 
is.  Heeft  men  bv.  l  "  ^/;r ,  waarin  :r  het  onmeetbare  getal 
is,  dat  de  verhouding  van  den  cirkelomtrek  tot  de  middel- 
lijn vooi-stelt,  dan  zoii  het  zeker  van  een  vreemde  geestes- 
neiging  getuigen,  daarvoor  te  schrijven  ^/izl^^Jt,  met  rrvóor 
en  binnen  het  wortelteeken.  En  tóch  ziet 'men  dikwijls  der- 
gelijke zotheden. 

3-.      Verdrijve  inen,  hij  eemjoudige  breuken,  wortels  uit  de 
noemers  van  breuken. 

a.     Heeft  men  bv.  "^-,  zoo  vermenigvuldige  men  telleren 

noemer    met    een    zoodanigen   wortel,  dat  de  wortel  in  den 

noemer  der  breuk  wegvalt ;  hier  dus  met  i^  3.  Men  verkrijgt 

2  2 1^  3  3 

dan = =  ^/q  \^  3.  Voor  schrijve  men  natuur- 

1^3  3  ^^  1^3         •^ 

lijk  dadelijk  1^3,  omdat  de  teller  3  =  (l^3)«  is.  Voor  — - 

1/2  2 

wordt   geschreven    —-=72^2.    Voor  — ~  schrijve  men 


-        -^  =  i*-  2.  (^Of  ook  ^-  =  i^'2 J.  Enz. 


Voor    —  kan  men  evenzoo  schrijven  — - —  —  -  v-o.  Maar 

a 

ook  kan  men   de  herleiding  beperken  tot  ---  z=z  al^^/b,  en 
dit  verder  lateu  staan. 
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Hier    geldt    dezelfde    opmerking    als  bij  de  2^  herleiding^, 
men  weze  tocli  vooral  niet  te  ijverig,  en  late  gerust  vormen 

3  2 

als     -   ,„,        --,    enz.  onlierleid.    Hoogstens  sciiriive  men  er 
1-^13     l    jt  ^  •' 

voor  3l^Vi3  of  2l-^V.. 

2 
Heeft    men ,    zoo  denke   men  er  aan  (zie  4  6),  dat 

(ix— 3)'  =  — 3  is.  De  vorm  wordt  dus  —-/^\^—S. 

b.  Wanneer  in  den  noemer  der  breuk  tmee  wortels  voor- 
komen, zoo  kunnen  deze  verdreven  worden  door  middel 
van  de  formule  {\^a  +  ^^'^f^)  {^^^  —  ^b)  =  a  —  h. 

Heeft  men  dus  bv.  - ,  zoo  vermenigvuldige  men 

1-^3  —  1-^2 

teller  en  noemer  met  \^Z-\-v^2,  waarna  men  verkrijgt 
5(l^3  +  V-'2)       ,,      ^ 

3—2  ^         ^         ^ 

Ook   wanneer  een  der  wortels  een  meetbaar  getal  is,  bv. 

bij  ; ;-.     Na    vermenigvuldiging    van    teller  en  noemer 

met  3  —  1-^2  wordt  dit  11^^^1-^1  =  2(3  —  1^2). 

Komen  letters  voor,  zoo  late  men  den  vorm  meestal  onher- 
leid.    Men  kan  voor schrijven  (v^w  +  ^^Q)y 

V  p — \^q  p  —  q 

maar  men  kan  het  evengoed  laten.  (Denk  maar  eens  aan 
het  geval,  dat  j)  en  q  volkomen  vierkanten  mochten  Avezen). 

4 
Bij  vormen  als ~  denke  men  eraan,  dat  (5 — 4?.)(5-|-4e)= 

5 4:1 

=  25  —  16  r-  =  25  +  16  is.  Deze  vorm  is  dus  =  ^\i  (5  +  4/). 

2 
Evenzoo  zal  — =  V2  (1  —  ^ —  3)  zijn,  aangezien  men 

heeft  (1  +  i^—  3)  (1  —  1/ —  3)  =  1  —  (—  3)  =  1  +  3. 

c.  Komen  er  in  den  noemer  drie  wortels  —  of  twee  wor- 
tels en  een  getal  —  voor,  dan  kan  men  ze  Avegkrijgen,  maar 
noodzakelijk    is    zulks    niet.    Er  is  geen  enkel  bezwaar  aaii 
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,       j  ,  131  , 

verbonden    een    vorm    als    -- — — onherleid    te  laten 

3+1^0+1^7 

staan.  Wil  men  de  herleiding  toch  uitvoeren,  zoo  vermenig- 

vuldige    men    teller    en    noemer    eerst  met  3  -f-  v^5  — 1^7, 

waarna  men  verkrijgt : 

181  (3+1^5—1/7)  _  131  (3+1^5—1^7) 
(3+1^5)2—7       ~  7+6Ï75  ' 

daar  (3  +  l^5)«  =  9  +  6  1^5  +  5  =  14  +  6  1^5  is.  Nu  ver- 
menigvuldigt men  nog  eens  teller  en  noemer  met  7 — 6 1^5, 
of  liever  —  daar  6  1-^5  >  7  is  —  met  —  7  -f  6  1/5.  Men 
verkrijgt  dan  : 

131  (3  +  1^5— 1/7)(— 7+61^5) 

(6l^5)»-49       ^  =  (3  +  1/5-I/7X-7+61/5), 

daar  (6  l^5)«  —  49  =  180  —  40  =  131  is.  Vermenigvuldigt 
men  nu  eindelijk  nog  de  laatst  verkregen  factoren,  zoo  vindt 
men  —  21  —  7  1^5  +  7  1^7  +  18  i/5  +  30  — 6  1^35,  of 
9  +  111^5  +  71/7  — 61/35. 

Maar    vindt    de    leerling    dit  nu   zooveel  mooier  dan  den 

131 

gegeven  vorm  — -?  De  schrijver  vindt  het  niet. 

^  ®  3-|-V^5^V^7  ^ 

Een   zeer  enkele  keer  is  de  herleide  vorm  werkelijk  een- 
voudiger. Heeft  men  bv.  de  uitdrukking :; -— -,  zoo 

^  ^1  +  1/2  +  1/3' 

vereenvoudigt  zich  de  noemer  na  vermenigvuldiging  van 
teller  en  noemer  met  1  +  1/  2  —  1/  3  tot  (1  +  1/  2)^  —  3  = 
=  3  +  21/2  —  3  =  21/2.  Doordat  dus  toevallig  1*  +  (i/ 2)2 
ook  =:  (1/  3)^  is,  wordt  de  c/ri^termige  wortelvorm  in  den 
noemer  dadelijk  een  ^é?/itermige.    Men  verkrijgt  dan  verder: 

2(1  +1/2  —  1/3) 
^    ^2^a ^  =  72^-2(1+ 1/2 -«l/8)  = 

=  1/2(1^2  +  2  -  1/6)  =  1/2(2  +  1^2  -^1/6). 

En    deze    uitkomst   is   werkelijk  iets  eenvoudiger  dan  de 
oorspronkelijke  vorm. 

d.     Bij    vier   of   meer  wortels  in  den  noemer  herleide  men 
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•  » 

in    het    geheel  niet  meer.     Slechts   een  zeer  enkele  keer 
wanneer  nl.  de  vorm  in  den  noemer  in /Wc/or^M  ontbindbaar 
is  —  zal    bij    r/éfr    wortels    de    herleiding    knnnen    woi-den 
toegepast.  Zoo  zal  men  bv.  hebben : 

4  4  4 

ï+l72-|-V^5+i-^10  ~  (T+i^)Vl^5(ï+T^^  ~  (l+l^"5)(l+l^2)' 

Vermenigvuldigt  men  nu  teller  en  noemer  met  het  product 
(— 1+1^5) (—1 +  1-^2),  zoo  komt  er: 

-^ï ~ — =  (_  1  +  i^  5)  (—  1  +  l^  2)  = 

—  1—1^^2  — \^h^V^\0. 

e.  En  dat  men  bij  derde  en  vierde  wortels  zich  geheel 
onthoudt,  spreekt  wel  van  zelf.  Door  middel  van  de  formule 
{\y  p  db  l^^q)  [ï^^  p^  qp  ^^  P<1  +  ^^^q^)  =  1^  ±q  [denk  aan 
{a  ±  b)  (a^  zfL  ab  -\'  b^)  =  a^  ±  b^']  kan  men  wel  twee  derde 
wortels  uit  den  noemer  verwijderen,  maar  wat  haalt  dat  uit? 
Of  is  bij 

12  12(9  +  3lK3  +  19^"  9) 


3_-  |K3  27  —  3 


=  1/8(9  -i-  3t^3  +  1^"9) 


de   herleide   vorm  zoo  veel  eenvoudiger  dan  de  onherleide? 

Opmerking.  Onder  de  verschillende  herleidingen  maakten 
wij  geen  melding  van  een  veel  voorkomende,  nl.  dat  wan- 
neer de  exponent  van  het  getal  onder  het  wortelteeken  en 
de  exponent  van  het  wortelteeken  door  een  zelfde  getal 
deelbaar  zijn,  men  nooit  moet  verzuimen  dit  te  doen.  Wij 
vestigden  er  evenwel  niet  opzettelijk  de  aandacht  op,  omdat 
we  deze  herleiding  al  bij  de  Eigenschappen  hebben  besproken. 

Zoo  zal  men  voor  p^-Vz'^  onmiddelijk  schrijven  v^a^  =  aV^a,en 
voor  }>'A  evenzoo  1-^2,  daar  4=2*  is.  Maar  men  zij  voomchtig 
bij  imaginaire  vormen,  en  vergete  niet  dat  1^^( — 2)*  niet 
=  \^ —  2  is,  omdat  ï^"  ( —  2)*  tvVrwaardig  is,  en  \^ —  2 
slechts  ^?/V6'waardig.  Wel  mag  men  voor  {^^ —  2)"^  schrijven 
V^ — 2,  maar  niet  voor  ^( — 2)^  hetgeen  =:iJ^4  is.  Neemt 
men  hiervan  alleen  de  positieve  besta/inbare  wortel  in  aan- 
merking, dan  is  de  uitkomst  =1-^2.  En  dit  is  heel  iets  anders 
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dan  de  bovensfjxande  onjuiste  uitkomst  l^ — 2!  Maar  hier- 
over hebben  wij  in  ^  ii  reeds  zoo  uitvoei'ig  gesproken,  dat 
ik  mij  er  wel  van  ontslagen  nhig  rekenen  nog  meer  daarvan 
te  zeggen,  of  er  op  terug  te  komen. 

14.  Bewerkingen  met  wortelvormen. 

OpteUimi  en  aftrekking  kunnen  alleen  bij  gelijksooi'tige  wortel- 
vormen uitgevoerd  worden.  25oo  is  bv.  2l^3-[-5v^3 — 'Sl^S= 
=  4 1-3. 

Heeft,  men  een  vorm  als  1-^12  4-^^108 — 1^75,  zoo  her- 
leide men  eerst  tot  21-^3  +  61-^3  —  51-^3.  Daar  thans  de 
wortels  gelijksoortig  blijken  te  wezen,  zoo  kan  men  verder 
gaan,  en  zal  tot  uitkomst  verkrijgen  3v^3. 

Evenzoo  bij  4  V^^^s  —  ^  i^^^V^t  +  2  t*"^;  +  6  ^—^/g. 

Hiervoor  schrijve  men  eerst  4  .  V2  ^^  3  —  3  .  ^3 1^  2  -j- 
+  2.V3Ï^'2  +  6(— Va)^^  3  =  2ï^^3— 2Vi"2  +  i^2  — 4)^3. 
En  dit  is  =  —  l*  2  —  2  V^d  =  —  (V^  '2  +  2 1^-  3). 

Evenzoo  met  letters. 

Vermenigvuldiging  {niachtsverlieffing)  en  deeling  geven  niet 
de  minste  moeilijkheid.  Men  vermenigvuldige  eenvoudig 
term  voor  term ;  bij  Mach ts verheffing  gebruike  men  de  daar- 
voor geldende  formules.  En  bij  Deeling  zal  men  meermalen 
de  in  ^  J3  behandelde  herleidingen  van  gebroken  vormen 
met  Avortels  in  den  noemer  (zie  onder  3®)  moeten  aan- 
wenden. 

Zoo  is  bv.  (2i/3  +  3i^2)(5  — v-6)  =  10v/3  +  15v/2  — 
_  6  v-'2  —  6  1/3  =  9 1^2  +  4 1^3. 

Voor  2 1^3  X  ^6  is  dadelijk  geschreven  6 1^2,  omdat 
1^6  =  1^3  X  V^2,  en  1^3  X  ^3  =  3  is.  Evenzoo  werd  voor 
3  v^2  X  ^6  onmiddelijk  neergeschreven  6  i-^3,  omdat  dit 
=  3 1/2  X  ^2  X  1-^3  is. 

De  vermenigvuldiging  van  dergelijke  twcetermige  vormen 
verrichte  men  zooveel  mogelijk  geheel  uit  het  hoofd.  Zoo  schrijft 
men  bv.  voor  (10— 2  V"5X6+2l/5)  onmiddelijk  40+8  V^5= 
=:4(10+2v"5).  Immers  10X6=60  en  — 2l/5X2v^5  = 
=  —  20,  gevende  samen  40.  En  10  X  2  i-^5  —  2  v-^5  X  6  = 
=  20 1^5  —  12  V^  5  =  8  V  5. 
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Ook  schrijve  men  voor  (3— V5)"^  dadelijk  14  —  6  i/5. 
Want  32  +  (l''5)*  =  9  +  5  =  14,  en  het  dul)I)el  product  is 
=  —  61'^  5. 

Ik  maak  er  nog  opmerkzaam  op,  dat  men  gewoon  is 
veeltermige  worteluitdrukkingen  met  verscliillende  soorten 
van  wortels  altijd  zóo  te  rangschikken,  dat  de  meetbare  ter- 
men eeret  komen,  daarna  de  tweedemachts-worlels,  dan  de 
dei-de  wortels,  enz.  En  ook  schrijve  men  1/  2  altijd  vóór 
\'^  3  en  l'^  3  vóór  v^  5,  enz. 

Zoo  schrijft  men  bv.  2— l/2  +  5li^"2.  En  3-2l-'2+l-'6. 
Enz.  Enz. 

15.  En  nu  oefene  zich  de  leerling  met  de  volgende  Vi'aag stukken. 

1.  3  1/32  —  2  1-^128  +  5  1^8  —  1^98  —  2  1/162  -|-  1/288. 

2.  5 1/48  —  W''243  —  7 1/27  +  2 1/147  —  3 1/432  +  4 1/192. 

3.  61/125  +  31/80  -21/320  +  41/405  —  51/605  —  1/720. 

4.  7 1/24  —  5 1/216  +  2 1/384  —  3 1/486  + 1/726  + 1/864. 

5.     i26    —    2t35    _|_   3^17  _   5iM  _|_  jSS  ^  4(24  _  01   _   2tl5. 

(t=l/-l). 

6.  iK54  —  4  1^250  —  3  IK128  +  5  lK16  —  2  li^432. 

7.  3  iK—  81  +  7  1^24  —  1*^192  +  2  l^—  375  —  iv_  648 

8.  9  1^32  _  5  t^"—  108  —  2  l^^-SOO  +  3  iK—  256  +  ^864. 

9.  1^40  +  7  ^48  —  4 1^  162  —  2 1?^135  —  1^-384  +  3  ^320. 

10.  10  l/i/i  -  6  1/Vj5  +  3  1/1  Vs  +  5  1/Vi3  -  ^  ^%' 

11.  4  l/i/c  +  9  1/2/3  -  5  1/1  Va  -  3  V/%3  +  2  l/s/g. 

12.  5  1/1/3  -  4  V/ V,j  +  6  1/7^  -  8  1/V,e  -  3  l/ie/^. 

13.  U^Vs  -  U^W/gg  +  31^8/av  -  2l*"V4  -  ^'/n  -HSU^liVios- 

14.  l/9a;y3  _  2  ]/4ir>y  +  (4;r  —  3y)  l/^ry, 

15.  1^24  ;>yr2  +  1^81  p^r*  —  ^375j»Vr*. 

16.  2«  Vi^y'^  —  y  Vx^yH'^  —  2  l?^a;y«'. 

-^      i^/ö  |3y/6  |3/c^ 
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19.  \U  l^Ï5T/ÏÖ  X  Vs  "^IS  i/lÖÖO. 

20.  (5  +  2  1^5)  (3  —  1^5)  (5  —  1^5). 

21.  (3  —  5  l/—  2)  (4  -f  3  l^—  2)  (30  +  11 1/—  2). 

22.  (2  -  3  1X2  +  2  1/3)2  .     (i  _  ,/2  +  1^3  +  V^e)». 

23.  (1/2-1-1/3  —  1/6)3;     (— 1  +  i/- 3)»  ;     (— l_l/_3)8. 

24.  (l+i)«;     (3  —  1/— 2)*;      (1/3 -|- il/5)* -f  (1/3  — il/5)*. 

25.  (l/a  -^-  1/ J)8  ±  (l/a  —  1/  6)^  ;    (;>  -j-  l/j)*  ±  (p  —  l/^)*. 


26.  (.«  -I-  iy)3  ±  (;c  —  iy)3 ;     l/»  -f-  6  +  2  Voft. 

27.  Ontbind  a*  —  a'  +  l  '^  t"'*'®  ftefto^iuim-e  tweedemachts- 
factoren. 

28.  Bereken  eens  (1-^2 +  1^3 +1/6) (—1/2 +  1/3 -f  1/6) 
(V'2  —  l-'3  +  1/6)  (1/2  +  l  '3  —  1^6). 

29.  Wat  is  grooter,  1-2  of  t^'  3?  En  3  +  1/2  of  2  +  i/5? 

30.  ld.  1  +  l"?  of  1/2  +  1/5?  En  1/6  —  1/2  of  IV 

31.  Bewijs,  dat  wanneer  het  hvadraat  van  een  getal  de 
HOm  is  van  time  vierkanten,  dit  dan  ook  liet  geval  is  met 
het  ffetal  zelf.  En  ook,  dat  wanneer  een  getal  de  som  van 
twee  vierkanten  is,  dit  eveneens  het  geval  zal  wezen 
inet  de  hef/t  van  dat  getnl. 

[Dit  vraagstuk  is  het  omgekeerde  van  Vr.  e/  op  bl.  116.] 
Is  nl.  ^>'  =  /*  +  ni^,  dan  weten  wij,  dat  hieraan  voldaan 
woi-dt  door  de  indentiteit 

(«2  +  JJ)2  =  (a?  —  6-^)2  +  (2a6)*, 

zoodat  ^)  =  a-  +  b^  woi-dt.  Om  nu  a  en  ft  te  bepalen 
uit  /  en  m,  hebben  wij  de  betrekkingen  a--\-b^=p  en 
a-  —  6*  =  /,  waaruit  volgt  (door  optelling  en  aftrekking) : 

a  =  1/  i/j  (p  +  O  ;       b  =  l^  Va  (p'-  O  •■ 

Heeft  men  bv.  17^  =  15«  +  8«,  dan  is  2?  =  17, /=15 
of  8.    Men  vindt  dus  : 

a  =  V"  Va  (17  +  15)  ;      6  =  l^  Va  (17  -T5) , 
of    a  =  l/V2(17'+8)     ;      i  ^  1/ Vs  (1?'- 8)  / 
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Alleen  liet  eersto  stel  is  meetbaar,  gevende  a  =  4, 
/;  =  ].  Inderdaad  is  17  =  4- +12. 

N.B.  Daar  de  «etallen  p,  l  en  //*  ontstaan  zijn  door 
het  aannemen  van  een  be[)aalde  meetbare  a,  en  6,  zoo 
zal  ook  omgekeerd  minstens  een  der  twee  gevonden 
stellen  waarden  weer  meetbare  waarden  voor  a  en  h 
teruggeven. 

Wat  nu  de  tweede  eigenschap  betreft :  Is  y>  = /^ -|- y/^- , 
dan  wordt  hieraan  voldaan  door  p  =  {a  -|-  6)-  -f~  (^ — ^)*' 
Daardoor  wordt  /)  =  2  {a^  -f-  ft-),  en  dus  ^joj)  =  nr  -f-  f/\ 
De  getallen  a  en  h  worden  nu  gevonden  uit 

a  -\-  b  =z  l  ;  a  —  b  =i  m, 

gevende     a  =  Vs  ('  +  ^)  »        ^  =  V2  (^  —  ^)' 

Is  bv.  13  =  9  +  4,  dan  is  /  ==  3,  m  =  2,  dus  a  =  2 '/i, 
6=72.  En  werkelijk  is  nu  6'A  =  (27^)2  +  (V2)' = 
=  674  +  74.  Evenzoo  geeft  34  =  25  +  9  voor  r/  de 
waarde  4  en  voor  6  de  waarde  1.  Men  heeft  dus 
17  =  4-2  +  12. 


32.  Herleid  (1  + 1^5)  v^"l 0—2 1^5  ;  ook  (2  + 1^  3)  1^3— i    3. 

33.  Herleid .         En         ^    ^ 


1+V   5  2  —  1/-" 3 

o4.    Ook     -■ : .         En 


35.    En 


10  —  21-^5  5  +  1^6 

5  —3  +  21-- 7  ^'3+21^^2 


.-      • 


V/5-t-2v^5  '      V^lO-f  41^7  *      1^2  —  1/2 


11  33_i/_3 

36.    Ook     3_^,/_2-  En  3^3^„_3. 

„^     „  3  +  21-^14  —12  +  71^11 

3/.    Evenzoo  — -.-r .— r „  en     ■ — — -—• 

1^24-1-^6  +  1^7  7  +  31^5  —  21^11 

(Noem   in  de   noemers  resp.  l'"2-\-l^7  en  7  —  21^11 
samen). 

4  7 

38.    Heileid 


3^-1,   C-l    10-1-15'  V^3  +  2l/5  +  l^6  +  l'"10" 
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8  38 

39-    ^^^  1  +  1/3-1^5  + ï~7     ®"     1/2  +  1/3-1^6  • 

(Neem  hier  in  de  eerste  breuk  1+1^7  en  1^3  —  1^6 
samen,  en  V^2  -\-i^^  in  de  andere  breuk). 


40. 


jj  +  Va-i—l         j,_l/a!*  — 1 


x  —  X^x*  —  \  x  +  V^x*—l 


41.    Wat  vvomt     irrr^r. =--    voor    y 


(Herleid  eerst  den  gegeven  vorm). 


.^      ^p'^q"'  -  ^p'-q'     .     l^p*  +  q^  +   V^F^y* 

4o. :-r -f-     —  — i^. 

Opmerkifu/en,  (iebruik  in  Vr.  22  en  23^  de  formule  voor 
(2:  ay  en  (!s  af.  Bereken  in  23^  en  23^  eei-st  (— 1  =b  v"— 3)«. 
Bepaal  in  24^  eerst  (3  —  i^"—  2)2.  Gebruik  in  24^  25  en  26« 
de  binominaalformule.  Ga  in  26^  eens  na  of  a-^-b-^^v^ab 
een  vierkant  is.  Neem  in  28  den  J«"  en  4^",  en  den  2®"'  en 
3®"  factor  samen,  (merkwaardige  producten!)  Verhef  in  29" 
beide  vormen  tot  de  6«  maclit.  Vergelijk  in  29^  J  +  ^  2 
met  1^5;  kwadraat8verheffinggeetY3  4-2l-^2  en  5;  vergelijk 
nu  weder  2  V^  2  en  2. 

In  Vr.  32  moet  de  wortelvorm  viWr  het  vvortelteeken  daar- 
onder gebracht  worden.  Men  schrijve  dus  : 


en  werke  verder  uit.  Een  tjetal  woixlt  altijd  voor  het  wortel- 
teeken  gebracht  {V-^  J  2  =  2 1- "  3) ;  een  wortelvo'i'ni  brengt  men 
er  altijd  ondfr. 

16.  Wortels  uit  tweetermige  wortelvormen.  Dat  (l+v^  5)2z= 
=  6-1-2 1-^5  is,  is  gemakkelijk  te  zien.  Maar  dat  omgekeerd 
^^G4-2v  5  =  1-1-  1^  5  is,  kan  niet  onmiddelijk  woorden  afge- 
leid. 


Bepalen  wij  algemeen  v- a=t/>v^c,  waarin  u^c  niet  verder 
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herleidbaar  is,  d.w.z.  er  kunnen  in  v^c  geen  factoren  meer 
vóór  het  wortelteeken  worden  gebraxiht,  en  c  stelt  een 
ijeheel  getal  voor.  Stellen  w^ij  nu  de  uitkomst  voor  door 
Vx  it  l^y,  dan  zal,  wanneer  beide  leden  der  gelijkheid 


tot  de  tweede  macht  worden  verheven,  ontstaan : 

a  ±  fcV^c  =  (x  +  y)  =b  2  \^xy. 

Hierin  kan  l^.t'y  onmogelijk  meetbaar  zijn,  want  dan  zou 
het  onmeetbare  getal  -^.hx^c  gelijk  zijn  aan  een  meetbaar 
getal,  nl.  .2?  +  ,y  —  a  db  2  \^,vy.  Het  product  xy  kan  dus  geen 
volkomen  vierkant  zijn.  Maar  bovendien  zal  het  meetbare 
gedeelte  a  van  het  eerste  lid  noodzakelijk  gelijk  moeten  zijn 
aan  het  meetbare  gedeelte  x  +  y  van  het  tweede  lid,  en 
evenzoo  zal  het  onmeetbare  deel  b  \^c  gelijk  moeten  zijn  aan 
het  onmeetbare  deel  2  X^xy, 

Immers,  heeft  men  algemeen 

'p  ±  x^q  =z  r  -±1  V^«, 
waarin  v^q  en  l^s  onmeetbare  getallen  voorstellen,  dan  is  ook 

p  —  r  ±  X^q  -=.  ±  X^Sy 

derhalve 

(p  —  r)"2  -|-  j  ±  2{p  —  r)X^^q  =  5, 
of  rb  2{p  —  T)V^q  z=:(s  ^q)  —  (p  —  r)«. 

Waren  nu  y>  en  r  ongelijk,  dan  zou  een  onmeetbaar  getal, 
nl.  ±  2{p  —  r)x-^(/y  gelijk  kunnen  zijn  aan  een  meetbaar  getal. 
En  aangezien  .  dit  onmogelijk  is,  zoo  moet  noodzakelijk 
2)  —  r  =  O,  dus  />  =  ;•  zijn.  Maar  dan  wordt  de  laatste 
gelijkheid  O  =  ^*  —  (/,  derhalve  zal  ook  q  =  s  moeten  zijn. 
En  hieruit  volgt,  dat  in  de  gelijkheid  />  =i=  v^(/ =  r  ±  ^^6- 
noodzakelijk  ook  -f-  bij  -f-  zal  behooreu,  en  —  bij  — .  Want 
als  r=:j),  ,s  =  q  is,  dan  kan  bv.  p-^-X^-^q  niet  = /• — l^s  = 
=  j)  —  X^q  zijn. 

Zoo  zal  bv.  2  +  1/ '3  nooit  =3  +  1^^2  of  =  6  — 1^5 
kunnen  zijn,  maar  alleen  =  2  -}-  1^"  3. 

Passen  wij  dit  toe  op  ons  geval,  dan  hebben  wij  dus  voor- 
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eerst,  dat  met  ^a-^bl^c  zal  overeenstemmen  l^x  +  ^y,  en 
v^{ü  —  l^y  met  ^a — hi^c,  maar  bovendien  : 

,v  -{-  y  =:  a  ;         2  V^xy  •=.  bV^c, 

Hieruit  kan  men  nu  x  en  y  op  de  volgende  w^ijze  bepalen. 
Door  kwadi*aatsverhefflng  volgt : 

{x  +  y)^  -=.  a^  ;         4:xy  •=.  b\ 

derhalve  door  aftrekking  ook  {x  —  y)^  =  a"^  —  è^c.  Wij  heb- 
ben derhalve : 

X  ■\-  y  =1  a  '^  X  —  yz=+  \^a^ — b'^c^ 

daar  x^y  moet  zijn,  aangezien  v^x  —  v^y  noodzakelijk 
positief  moet  wezen.  Wij  onderstellen  nl.,  dat  gevraagd  wordt 
den  positieven  wortel  te  bepalen  uit  a  zh  bv^c. 

De  beide  laatste  gelijkheden  geven  nu  door  optelling  en 
aftrekking  onmiddelijk  : 

X  =  Va  (a  +  V-d^'—bh)  ;         y  =  V^  (a  -  \^a?~bh). 
Wij  hebben  dus  ten  slotte  : 

wanneer  l^a^ — h-c  ter  bekorting  =  p  wordt  gesteld. 

Wij  zien  dus,  dat  de  wortel  trekking  uit  a  ±  bv^c  alleen 
dan  tot  vereenvoudiging  leidt,  wanneer  p  meetbaar  is,  d.w.z. 
wanneer  a^  —  ¥c  (het  vierkant  van  het  meetbare  gedeelte, 
veiininderd  met  het  vierkant  van  het  onmeetbare  gedeelte) 
een  volkomen  vierkant  is. 

Is  dit  laatste  niet  het  geval,  zoo  late  men  '^a^bl^c  altijd 
on  herleid. 

Het  spreekt  van  zelf,  dat  een  der  beide  wortels,  hetzij  x^x, 
hetzij  iXy,  meetbaar  kan  uitvallen,  want  ook  dan  zal  bv. 
{p  zfc  l^yy^  =  ip^  -f-  y)  ^  "^P^y  evenals  a  ±  bl^c  bestaan  uit 
een  meetbaar  gedeelte  en  een  onmeetbaar  gedeelte. 

Zoo  is  bv.  bij  V/6+2P^  het  getal  /; =1^36^^^= 1^16=4, 
zoodat  men  verkrijgt : 

1^6  +  21^5==!  1^-^  +  1/-—  = 
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Hier  is  dus  l^y  meetbaar  geworden,  nl.  =1.  Hadden  wij 
1^6 — 2 1^5  gehad,  dan  zon  de  uitkomst  =  1^5 — 1  =  — 1-f  v^5 
geworden  zijn. 

Bij  1^30—12 1^6,  wa^r  />  =  v^900— 864  =  1^36  =  6  is, 
zal  worden  gevonden  : 

I     /30  +  6      I     /30— 6 

V^30  — 12l^G==     X  — ^^- X       — =1^18  — V^12  = 

=  3v^2-— 21^3.  Thans  zijn  ft^w/é^  wortels  onmeetbaar. 

Bij  1^10  +  2 1^5  zal  />  =  V^IÖCP^  =  1X80  ==  4 1^5  zijn. 
En  daar  dit  onmeetbaar  is,  zoo  kan  men  I^10-|-2ix5  niet 
onder  een  eenvoudiger  vorm  schrijven.  Imipers  men  zou 
verkregen  hebben : 

^ g     /10+41/5        i     /lO— 41^5 

En  het  is  duidelijk,  dat  de  oorspronkelijke  vorm  de  een- 
voudigste is. 

Opmerkiiiy.  De  bovenstaande  afleiding  der  formule  voor 
l  'a  rfc  Av^c  kan  aanmerkelijk  vereenvoudigd  worden,  wan- 
neer men  bedenkt,  dat  wanneer  l^'/^-|-/>V"'c  =  V^.r-|-lXy  is, 
Va  —  b  V^c  =  V^x — l^y  moet  wezen  (zie  boven).  Door  ver- 
menigvuldiging verkrijgt  men  dus  in  eens  ^d- — lf'C=^x — y. 

Imaginaire  vormen  kunnen  op  dezelfde  wijze  lierleid  worden. 
Heeft  men  bv.  i  F?— 20 1^  — 2 ,  dan  is  />  =  1^289— (-  800)  = 
=  1^1089  =  33.  En  derhalve  heeft  men: 

,/  „         .  «       I     /17+33       g     /17-33 


--t/'^F-L/^ 


2 

=  1X25  —  IX—  8  =  5  —  2  IX—  2. 

(Verhef  5  —  2  \^ —  2  nu  eens  tot  de  tweede  macht). 
Zie    hier    nog    eenige  v()orl>eelden  van  vormen,  welke  töt 
de  bovenstaanden  terug  te  brengen  zijn. 

a.  l^ 3  1^3  —  2  l^G.  Breng  l^ 3  buiten  haakjes,  dan  komt 
er  y^  l  "3  (3  —  2  ix2).  Maar  dit  is  =  V^TxS  X  ^3  —  2 1X2  = 
=  P  3  X  ^3  —  2  1X2,    Hierin    is    dus    ^^3  —  2"ix2~  op  de 
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boven    behandelde    wijze    herleidbaar.    Voor   j)    vinden    wij 
p  —  ^^9  — 8  =  1,  derhalve  is  1^3— 2T^2  =  \^'^{^f)  — 
—  i^  V2(3— 1)  =  v-'2— 1  =  —  1  + 1^2. 
De  uitkomst  is  derhalve : 

ï^3  (-  1  +  v^2)  =  FK3  (-  1  +  1:^4)  =  -  ï^3  +  i:»^12. 


b.     1^10  +  61^5.  Deelt  men  onder  het  wortelteeken  door 
1^5,  dan  komt  er: 


=  ÏJ^S  (1  +  1^5)  =  1:^5  +  ï^  125. 

De    vorm    kan   niet  op  de  gewone  wijze  worden  herleid, 
daar  2>  =  ^  100  —  180  miaginair  is. 

c.  ^  —  37  +  20  V"  3.  Hier  is  de  vorm  onder  het  wortel- 
teeken negatief,  daar  20i^3<37  is.  Men  schrijve  dus 
{p  =  v^  1369  —  1200  =  13) : 

V^  — 37  +  201^3  =  i  V^  37  —  20  1x^3  = 

=  t  { l^  Va  (37  +  13)  -  l-^  V2  (37-13) }  =  t  (5  -  2  1/  3). 

d.  t^  —  l==^i^  —  l  =  v^2.  Hiervoor  schrijve  men : 

i^  i  =  v/  o~-ri  =  i^  'V2"(ÖT1)  +  l^  "VgTÖ"-^! ), 
daar  p=^^ O  —  /*  =  1  is.  Wij  verkrijgen  dus : 

l^  i  =  Vi  V  2  +  V2  V^  -  2  =  V2  V^  2  (1  +  t). 

Dit    is    dus    éen   der    vier  imaginaire  4«  wortels  uit  —  1. 

De  tweede  is  blijkbaar  =1^—1^—1  =  v-" — /zziVg  1^2(1 /). 

De  derde  en  de  vierde  zijn  verder  het  tegengestelde  van 
deze  twee. 

De  leerling  oefene  zich  nu  met  de  volgende  Vraaystukkm, 

1.  Bepaal    den    (positieven)  wortel  uit  57  — 40  i^  2;  ld.  uit 
43  +  241/3;     145-561^6;    62  —  201^6;    ll_4v^7. 

2.  ld.  uit  —14  +  601^—2;    3—4/;    13  — 20v/— 3. 

3.  En  uit  V/ 63  — 1/35;    3  +  2i/3;    —31  +  101/6. 

4.  Bepaal  i^  97"+'56 1/  3 ;  v^  8  —  i/  (24~+  8  ^/  5). 

5.  Eveneens  v^  [1  +  i^  3  +  1/  (13  +  4  V  3)]. 

13 
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6.  En  lX[-l+l/{l  +  2l/3x»-''3l/2  +  2P'6  +  ^"(43-30l-2)|]. 

7.  Herleid  p^xM      X--.--:|/6 , 


15^54 
(8 1X9) 

8.      ld.  l/{2aHft'  +  2alXa«"+i*};  l'^{2  +  9jr2-(2-6j:)V/i  +  6jr| . 

4 

17.  Herleiding  van  i-' a  +  A  v^c  db  i^J^  —  ft  ï^c  en  andere 
dergelül^e  vormen.  Het  kan  zeer  goed  gebeuren,  dat 
\^a  =t  h  V^c  niet  verder  herleidbaar  is,  doordat  a^  —  6*  c 
geen  volkomen  vierkant  is.  Maar  dan  kan  ^  a-^-b  \^c  ± 
±^a — bx^c  toch  M^el  tot  eenvoudiger  gedaante  worden 
teruggebracht.  Wij  herinneren  slechts  aan  ons  voorbeeld  in  de 
voorgaande  paragraaf  van  ^lÖ  +  2  v^  5.  Wij  vonden  daarvoor 
^  5-|-2 1^5  -f-  ^5 — 2 1^5.  Omgekeerd  zal  natuurlijk  deze 
laatste  uitdrukking  tot  l^lO  +  2  l^h  kunnen  worden  terug- 
gebracht. Dit  geschiedt  op  de  volgende  wijze.  Elke  vorm  is 
nl.  de  wortel  uit  zijn  vierkant.  Derhalve  zal 

l-^5+2T>5  +  V^5-2V^5  =  V^(5+2l-^5)  + (5-21/5) +  21^(25-20) 

zijn.    Immers    het    dubbel    product    der    beide    wortels    is 
=  2  l-"(5  +  2  V^b)  (5^^2l>5)  =  2  V  "25— 20.  En  na  herlei- 
ding komt  er  dus  1^10~-P2T^5. 
Zoo  is  ook 


1^13-2 1^11+1-^13+2  lXll=l-"26+2  V/(169-44)=l^26+10l/o. 


Had  men  gehad  1^13  —  2  l^ll  —  i^l3  -f  2  l-"ll,  dan  was 
de  uitkomst  — 1^26 — 10 1^5  geweest.  Want  daar  de  tweede 
term  grooter  is  dan  de  eerste,  moet  men  nu  het  negatiefie 
toeken  voor  de  uitkomst  zetten. 

Het  spreekt  vanzelf,  dat  men  deze  methode  van  herleiding 
ook  kan  toepassen  op  de  som  of  het  verschil  van  twee  wor- 
telvormen,  die  loel  herleidbaar  zijn.  Zoo  is  bv. 

V"  7  —  4  V"3  —  V"  7  +  4  1/  '3  = —V^  14  —  2  1^(49  —  48)  = 
Men  had  deze  uitkomst  ook  verkregen,  door  de  beide  viror- 
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tels  afzonderlijk  te  Iierleiden,  en  daarna  het  verschil  (e 
bepalen.  Maar  dit  laatste  is  omslachtiger. 

Ook  uitdrukkingen  als  1^7  —  21^11 -|- i/r3"+'2T/Ji 
kunnen  op  dei^lijke  wijze  worden  herleid.  Men  vindt  nl. 
V^2Ó4-2i>(47— 121/11),  daar  het  dubbel  product  der  beide 
wortels  =  2 1-^(7  — 2l/'ll)(13-|- 2l/lJ)  =  2 P' 47— 121^11 
is.  Maar  dit  laatste  is  nog  verder  herleidbaar.  Want 
47^  — (121/ 11)- =  2209  —  1584  =  625  =  252.  Derhalve  is 
ï/47— 121/11  =  1/  Va  (47+25)— V/  78(47—25)= 6—1/ 1 1 . 
Wij  verkrijgen  dus  ten  slotte:  V/20  +  2  (6  —  l/ll)  = 
=  1/32  —  2  1/ 11. 

En  dit  is  toch  zeker  veel  eenvoudiger  dan  de  oorspronke- 
lijke vorm. 

Ter  oefening  dienen  de  volgende    Vraa^/ntukken. 

1.  i/7_|_3v>5_i/7Zr3i/5;  1/ 13^51/ 6— l/l 3+51/6. 

2.  1/15+61/5  +  ^75—61/5  ;  1/5+3/  +  1-^5—3/. 

3.  (5  — 2l/5)l/5+2v^5  — (5  +  21/5)1/5— 2l/5. 

4.  1^6—1/(5+121/3)  ±1/6+1/(5+121/3). 

5.  1/5— 1/2+21/3  — 1^5+1/2— 2  V/3. 

6.  V6+2w"3  — 1/15+6 1/2+V/6+1/T5-6V/2-1/6. 


13* 


•     VIJFTIENDE  LES. 


VERGELIJKINGEN  VAN  DEN  EERSTEN  GRAAD. 


^'i^iy^ 


1.  Bepalingen,  enz.  Wanneer  twee  willekeurige  algebraïsche 
vormen  aan  elkander  worden  gelijkgesteld,  dan  spreekt  men 
van  een  vergelü^ing.  Een  vergelijking  is  dus  geen  gelijk- 
heid.    Want    een    gelijkheid    onderstelt,    dat    de  beide  leden 

^      identiek   gelijk  zijn.  Zoo  is  bv.  (x  -j-  2)^  =  .^*  -f-  4a;  -f*  "^  ^^" 


^  ^     gelijkheid.  Maar  2.r  +  3  =  3;c  +  2  is  een  vergelijking. 


// 


^  *'  Wij  moeten  nu  een  waarde  voor  x  zoeken,  die  deze  ver- 

gelijking tot  een  gelijkheid  maakt,  die  deze  vergelijking  „waar" 
of  identiek  maakt.  Die  waarde  van  x  is  hier  blijkbaar  1, 
w^ant  dan  worden  beide  leden  1=5.  En  dit  is,  zooals  dadelijk 
blijken  zal,  de  eenige  waarde  van  .r,  die,  zooals  men  het 
noemt,  aan  de  vergelijking  „voldoet".  Een  zoodanige  waarde 
wordt  ook  een  wortel  van  de  vergelijking  genoemd.  Het 
spreekt  van  zelf  dat  dit  begrip  niets  gemeen  heeft  met  het 
begrip  wortel  bij  wortel  vormen.  Alleen  de  naam  is  hetzelfde. 

Het  vinden  van  de  waarde  van^  x,  die  aan  de  vergelijking 
voldoet,  noemt  men  het  oplossen  der  vergelijking. 

De  letter  of  letters,  welke  in  de  vergelijking  voorkomen, 
en  waarvan  men  de  waarden  bepaixlt,  die  aan  de  vergelijking 
voldoen,  noemt  men  de  onbekenden. 
Zoo  is  in  de  bovenstaande  vergelijking  x  de  „onbekende". 
In  de  vergelijking  3a?  —  5//  =  7  zijn  x  en  y  de  onbekenden. 
Termen,  waarin  de  onbekende  of  onbekenden  7iiet  voorko- 
men, noemt  men  bekende  termen.  Ook  spreekt  men  van  de 
coëfficiënten  der  onbekenden.  *  Zoo  is  in  de  vergelijking 
3.1' — 5y=7  de  bekende  term  7,  en  is  3  de  coëfficiënt  van 
de  onbekende  Xy  5  de  coëfficiënt  van  y. 
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Let  men  op  het  verloop  der  „leden"  der  vergelijking,  d.w.z.       ^ 
l)e[)aalt  men  de  waarden  daarvan  voor  verschillende  waarden      / 
der   letters,    dan    noemt  men  die  ook  wel  veranderlijken  of      , 
variabelen.    De   letters  of  cijfers,  die  niet  veranderen,  noemt 
men  ook  wel  standvastig  en  of  constanten.     Zoo  is  bv.  in  de 
vei-gelijking  {.v  —  2)*^  =:  ax  -{-b  de  veranderlijke  de  letter  Xy 
en  zijn  2,  a  en  i  constanten. 

Voor  de  onbekenden  of  \'ariabelen  kiest  men  altijd  de 
laatste  letters  van  het  alphabet,  meestal  .r,  y  en  z.  Daarna 
w,  V,  ?/j,  enz.  Voor  bekende  termen,  coëfficiënten,  constanten 
kiest  men  gewoonlijk,  wanneer  déze  door  letters  worden 
voorgesteld,  de  eerste  letters  van  het  alphabet,  a,  b,  c,  enz. 
Ook  wel  />,  y,  r,  enz. 

De  vei-gelijkingen  worden  in  de  eerste  plaats  ondei'sclieiden 
naar  den  graad  ten  opzichte  der  onbekenden.  Zoo  spreekt 
men  van  vergelijkingen  van  den  eersten  graad,  van  den 
tweeden  graad,  van  den  derdeii  graad,  enz. 

In  de  tweede  plaats  onderscheidt  men  de  vergelijkingen 
naar  het  aantal  onbekenden,  en  spreekt  van  vergelijkingen 
met  een,  twee,  drie,  enz.  onbekenden. 

Zoo  is  3.r  —  5?/  =  7  een  voorbeeld  van  een  vergelijking  van 
den  eersten  graad  met  ^?(;é?^  onbekenden.  Eln  is  5.(?* — 3u; — 4  =  0 
een  voorbeeld  van  een  vergelijking  van  den  tweeden  graad 
met  een  onbekende.  De  vergelijking  x'^  —  2x  -(-  3y  =  5  is 
van  den  tweeden  graad  met  twee  onbekenden.  Enz.  Enz. 

2.  Oplossing  van  vergelijkingen  van  den  eersten  graad 
met  eén  onbekende.  Daartoe  vereenigt  men  alle  termen, 
waarin  de  onbekende  voorkomt,  in  het  eerste  lid  der  ver- 
gelijking, en  alle  bekende  termen  in  het  tweede  lid.  Dit  doet 
men  door  het  z.g.  „overbrengen''  van  termen  van  het  eene 
lid  naar  het  andere,  waarbij  het  teeken  van  den  overgebrachten 
term  wordt  omgekeerd.     Immers,  heeft  men  bv. 

5.V  —  3  =  3^  +  1, 

zoo  kan  men  den  term  ^x  van  bet  tweede  lid  naar  het 
eerste  overbrengen,  door  van  beide  leden  der  vergelijking 
3.r  af  te  trekken»  Men  krijgt  dan: 
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5.r  —  3j-  —  3  =  1. 

De  term  —  3  kan  men  nu  van  het  eei-ste  lid  naar  het 
tweede  overbrengen,  door  bij  beide  leden  3  op  te  tellen, 
waardoor  men  verkrijgt : 

5a?  —  3./;  =  1  -{-  3. 

Dit  komt  dus  hierop  neer,  dat  men  +  3,r  als  —  3,r  van 
het  tweede  lid  naar  liet  eei*8te  brengt,  en  —  3  als  -f-  3  van 
het  eerste  lid  naar  het  tweede.  Natuurlijk  doet  men  dit 
overbrengen  van  termen  in  de  praktijk  niet  in  twee  of  meer 
tempo's,  maar  in  eens. 

De  laatste  vergelijking  nu  leidt  tot  2.f  =  4,  of  na  deeling 
van  beide  leden  door  2,  tot  .v  =  2,  en  dit  is  dus  de  >vaarde 
van  ,v,  welke  aan  de  gegeven  vei-gelijking  „voldoet",  het  is 
de  „wortel"  van  de  vergelijking.  De  opgegeven  vergelijking 
is,  wat  men  noemt,  „opgelost". 

De  oplossing  van  een  vergelijking  van  den  eei-sten  graad 
ten  opzichte  der  éene  onbekende  ,ü  leidt  dus  altijd  tot  een 
eind  vergelijking  (hc  =  b,  en  hieruit  volgt,  dat  een  vergelijking 
van  den  eersten  graad  met  een  onbekende  in  het  algemeen 
altijd  eeji  wortel  bezit,  en  niet  meer  dan  ee7u 

Niet  altijd  loopt  de  oplossing  der  gegeven  vergelijking  zoo 
gemakkelijk  af  als  in  het  bovenstaande  eenvoudige  voorbeeld. 
Meermalen  toch  komt  het  voor,  dat  de  vergelijking  o.  a. 
breuken  bevat,  of  wortel  vormen,  en  deze  moeten  dan  eeret 
worden  verdreven.  De  vergelijking  moet  dus  in  het  algemeen 
eci*st  door  eenige  passende  bewerkingen  tot  haar  eenvoudig- 
ste gedaante  worden  herleid.  Aan  eenige  voorbeelden  zal  dit 
worden  duidelijk  gemaakt. 

a.  73'^'  +  ^•^'  ~^  V*  =  4^2?  —  Vi2*'*^  +  !• 

Daar  in  deze  vergelijking  breuken  voorkomen  onder  de 
coëfficiënten  van  .r  en  onder  de  bekende  termen,  zoo  vermenig- 
vuldige  men  eerst,  teneinde  die  te  verdrijven,  met  het  K.  G.  V. 
der  verschillende  noemers,  d.w.z.  met  12.  Men  verkrijgt  dan : 

8.C   f  36.?r  —  9  —  48j'  —  7.r  f  12, 


m 

of  Uw  -  9ziz4U-  +  12. 

Overbrenging  van  termen  geeft  verder : 

Ux  —  4:U  =12  +  9 
3.r  =  21 

AJ  zz:  7. 

Inplaats  van  48^*  en  —  7,v  dadelijk  naar  het  1®  lid  over 
te  brengen,  hebben  wij  eerst  voor  het  gemak  de  termen  met 
X  in  beide  leden  samengeteld.  Dat  d*  =  7  werkelijk  aan  de 
gegeven  vergelijking  voldoet,  blijkt  bij  ,, substitutie''  (d.w.z. 
in  de  plaatsstelling)  dezer  waarde  van  x  in  die  vergelijking : 

Beide  leden  zijn  blijkbaar  =24'7i2. 

9^+4        4.r— 19_  5a'+32       lU  +  13 
*^-  5.r— 48  "*        5T~  ~  ~~vf  5Ï       ' 

Men  late  de  eenige  algebraïsche  breuk  in  het  eerste  lid 
staan,  en  brenge  alle  andere  termen  naar  het  tweede  lid, 
waar  ze  onder  den  gemeensch appelijken  noemer  51  worden 
gebracht : 

9;r+4  _  15.r4.96-lLï— 13— 4.zr+19 

5.r— 48  ~  5Ï  * 

Dit  geeft  dus  : 

9.^'+4        102       ^ 
=  —  =  2. 


5.r— 48        51 

Vermenigvuldigt    men    nu   beide  leden  met  hx  —  48,  dan 
komt  er  : 

9u;  4-  4  =  lOo;  —  96, 

of  9^  —  lOor  =  —  96  —  4 

—  ar  =  —  100 
a  =  100. 

3-i.a_^7.2.+2       2(a'2— 7^-f  12)  _ 
Daar   het   niet   zeker   is,    dat   de   beide   breuken   onveï 
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eenvoiidigbaar    zijn,  onthinde  men  teller  en  noemer  eerst  in 
factoren  : 

V  (^  Beide    breuken    kunnen    dus  vereenvoudigd  worden.  Men 


\A^    \  verkrijgt  dus  : 
V\^  3^+1       20r^4)_ 

^j  (3;r+l)(;»:-3)-2(;r.^4X.r+2)  ^ 

(.i?+2)(.r-3)  ' 

of —  =  1. 

(.r+2X«r-3) 


/ 
/ 


-^  /     Daar    de    breuk    in   het  eerste  lid  onvereen voudigbaar  is, 

/  zoo  vermenigyuldige  men  nu  beide  leden  met  (A'+2)(iP — 3)=^ 

(     z=z  ai^ — w — 6  : 

.^2  _  4^  .j_  13  =  ^'2  _  a;  _  6^ 

hetgeen    leidt    tot   (ir   valt  in  het  eerste  lid  tegen  x^  in  het 
tweede  lid  weg) 

—  4,r  -f  .r  =  —  6  —  13 

—  3.1?  =  —  19 

a?  =  6V3. 


d.  6.r  —  V/36.r-  —  7«  —  13  =  2. 

Breng  den  wortel  naar  het  tweede  lid  en  de  term  2  naar 
bet  eerste  lid,  dan  komt  er: 


6.1?  —  2  =  V^36«2  _  7^  _  13. 

Wanneer    wij    nu    beide    leden  tot  de  tweede  macht  ver- 
heffen, dan  verdwijnt  de  wortel,  en  wij  verkrijgen  : 

36.f «  —  24.1?  +  4  =  36a?«  —  la--  13, 

of  —  24.1?  4-  7^  =  —  13  —  4, 

d.w.z.  —  17.1?  =  —  17 

\v  =  1, 

Maar    bier   liggen    voetangels    en  klemmen.     Substitueert 

f 
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men    nl.    de   gevonden    waarde   in  de  gegeven  vergelijking, 
dan  komt  er: 

6  —  2  =  1^^  16, 

of  4  =  4. 

De  waarde  x=rl  voldoet  derhalve.  Maar  stel  nu  eens, 
dat  gegeven  was  de  vergelijking  6cC-|-^36j/-^^7^^^13=:2, 
dan  had  men  verkregen: 


6.r  —  2  =  —  V^  36.r«  —  7,v  —  13, 

hetgeen  na  kwadraatsverheffing  tot  dezelfde  vergelijking  als 
boven  zo>i  hebben  gevoerd,  omdat  ( —  l^^a)*^  dezelfde  uitkomst 
geeft  als  (+  l^af.  Maar  dan  had  de  gevonden  waarde  ,r  =  1 
niet  voldaan,  want  4  is  niet  =  —  4.  Een  gegeven  wortel 
wordt  nl.  nooit  tweewaardig,  maar  altijd  positief  ondersteld; 
—  l^a  is  dus  negatief  Er  zou  dus  in  het  laatste  voorbeeld 
een  uitkomst  gevonden  zijn,  die  niet  voldoet;  de  „wortel" 
x  =  l  is  dan  dooi*  de  hi?adraatsverhefjing  „ingevoerd'', 
zooals  men  het  noemt. 

Daar  dus  -f-  \^a  en  —  x-^a,  tot  de  tweede  macht  verheven, 
beide  a  opleveren,  zoo  loopt  men  dus  altijd  kans,  dat  de 
gevonden  waarde  door  de  kwadraatsverheffing  is  ingevoerd, 
en  niet  zal  voldoen.  Bij  eefi  of  meer  kwadraatsverheffingeii 
moet  men  dus  steeds  onderzoeken  of  de  gevonden  waarde 
wel  voldoet.  Men  substitueert  die  waaixle  daartoe  altijd  in  de 
gegeven  vei^elijking,  of  in  die  welke  aan  de  eerste  kwadraats- 
verheffing onmiddelijk  voorafgaat. 

Opmei'king.  Aan  de  vei^elijking  6a?-|-V^36a;* — lx — 13=2 
voldoet  dus  geen  enkele  waai'de  van  de  onbekende.  Immers 
de   eenige    waarde,    die   zou    kunnen  voldoen,  voldoet  niet. 

Een  dusdanige  vei^elijking  noemt  men  een  valsohe  ver- 
gelijking. 

In  het  algemeen  zijn  deze  tot  het  type  a  =  b  of  0=^ 
terug  te  brengen.  Zoo  leidt  bv.  2a?  +  3  =  2a?  +  5  tot  3  =  5 
of  O  =:  2,  hetgeen  onmogelijk  is.  Ook  3a?*  —  5j?  -f  1  = 
=  3a^  _  5a?  —  2,  leidende  tot  1  =  —  2  of  O  =  —  3  is  een 
valsche  vergelijking. 


/1^  / 


.  ?r   ■    - 
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Eeji  vergelijking,  waaraan  ^lle  waarden  van  de  onbekende 
vok!oen,  noemt  men  een  identieke  vergelijking.  Dat  zijn 
dus  alle  identiteiteji  of  formules,  zooals  bv. 

(2  X  —  3)2  -f  12.r  =  4.2;2  Ar  9. 

Want  dit  leidt  tot  (2.^  —  3)'  =  4r'2  —  Vlx  +  9,  hetgeen  een 
bekende  waarheid  is. 

Lost  men  een  zoodanige  vergelijking  op,  dan  verkrijgt 
men  altijd  ten  slotte  a  =  a  of  O  =  O,  geheel  onafhankelijk 
van  eenige  waarde  van  ,r.  Alles  valt  tegen  elkaar  weg. 

De  (jetnone  vergelijkingen,  welke  slechts  een  bepcutld  aantal 
(bij  vergelijkingen  van  den  eersten  graad  sle(*hts  ee7i)  oplos- 
singen toelaten,  noemt  men  ook  wel  niet-i^lejitietey ergelijkingen. 
Ze  leiden  altijd  tot  a.v  =  h,  waaruit  dus  een  behoorlijke 
waarde  voor  jj  volgt.  Zoo  is  ook  3.t?  =  5ai  een  niet-identieke 
vergelijking.  Immers  deze  voert  tot  —  2.c  =  0,  x  =  0.  En 
dit  is  een  waarde,  evengoed  ais  elke  andere.  Men  bega  dus 
nooit  de  fout  een  vergelijking  van  het  type  a.v=bx  een 
valsche  vergelijking  te  noemen.  Het  is  een  doodgewone  niet- 
identieke. 


e.  1/^  4iK  +  9  +  V^  3^  +  1  =  4. 

Men    brenge    een    der    beide  wortels  naar  het  tweede  lid 
over  (waarom?): 


V^  4r  +  9  =  4  —  V-"  3.^'  +  1. 
Nu  verhefTe  men  tot  de  tweede  macht: 


4.V  -^  9  —  16  -f  (3.r  +  1)  —  8  l^  3.»  +  1, 
waardoor    na  behoorlijke  overbrenging  van  termen  ontstaat: 

8  V^  3.r  -f  1  =  8  —  a. 

Nu  verheffe  men  nogmaals  tot  de  tweede  macht: 

64  (3.i;  +  1)  =  64  —  16^  +  o?», 
gevende 

Dit    is    dus    eigenlijk    een    vergelijking    van    den  tweeden 
graad.    Maar    een,    die   tot  een  vergelijking  van  den  eersten 
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graad    is    terug  te  brengen.  Deelt  men  nl.  beide  leden  door 
./•,  dan  komt  er  208  =  Wy  of  :c  =  208. 

Er  is  tweemaal  tot  de  tweede  macht  verheven,  dus  is  er 
alle  kans,  dat  de  gevonden  waarde  niet  voldoet.  Snbstitneeren 
wij  haar  dus  in  de  gegeven  vergelijking.    Er  komt  dan : 

1X441  +  1^625  =  4, 
of  21  +  25  =  4. 

Dit  is  onmogelijk»  zoodat  de  waarde  x  =  208  niet  voldoet. 

Ze    is    ingevoerd.     Ware    gegeven    geweest  — V^4r-}-9  -(- 

-j-  ^  3.1'  4-1  =  4,  dan  alleen  zou  ju  =  208  hebben  voldaan. 

Is  nu  in  ons  geval  de  gegeven  vergelijking  valsch?    Men 

zou  zoo  denken  van  ja.    Maar  substitueer  nu  eens  de  waarde 

1^9  +  1^1  =  4, 
ot  3  +  1  =  4. 

De  waarde  ,v  =  0  voldoet  dus.  Maar  waar  kom t* die  waarde 
vandaan  ?  Beschouwen  w  ij  daartoe  nog  eens  oplettend  de 
vergelijking  208.P  =  .x'-. 

Wij  deelden  die  door  w.  Mag  dat  eigenlijk  wel?  Blijk- 
baar niet,  want  ook  aan  de  vergelijking  208.r  =  ,x'^  voldoet 
de  waarde  x  =  0,  welke  echter  na  deeling  door  .t  plotseling 
verdwijnt.  Hier  is  dus  in  tegenstelling  van  het  invoeren  van 
een  wortel  der  vergelijking,  een  wortel  „vepduisterd*', 
zooals  de  term  luidt. 

Wanneer  wij  dus  beide  leden  van  een  vergelijking  door 
X  deelen,  wordt  altijd  de  waarde  ic  =  O  verduisterd,  en  die 
moeten  wij  dus  in  rekening  brengen. 

De  gegeven  vergelijking  was  dus  niet  valsch.  Aan  haar 
voldoet  als  eenige  waarde  ^v  =  0. 

Ook  wanneer  door  een  vorm  wordt  gedeeld,  die  de  onbe- 
kende  bevat ^  moet  die  vorm  steeds  =  O  worden  gesteld. 
Want  is  A  die  vorm,  en  heeft  men  de  vergelijking 

.4XP=^1XQ, 
dan  zal  na  deeling  door  A  ontstaan  : 
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waainiit  wij  een  zekere  waarde  van  x  vinden.  Maar  aan  de 
oorspronkelijke  vergelijking  voldoet  blijkbaar  pok  de  waarde 
van  Xy  die  ^4  =  O  maakt.  Heeft  men  bv. 

(8.r  —  4)  (5.r  +  1)  =  (3.r  —  4)  (4.?  -  5), 

dan  volgt  hieruit  na  deeling  door  3.2?  —  4: 

hx  -\-  \  •=.  4.1?  —  5, 

gevende  .r  =  —  6. 

Maar  aan  de  gegeven  vergelijking  voldoet  tevens : 

3^  -4  =  0, 

gevende  3.r  =  4  óf  ^r  =  1  '/a. 

De  gegeven  vergelijking  was  weer  van  den  tweeden  graad, 
maar  werd  teruggebracht  tot  twee  vergelijkingen  van  den 
eersten  graad,  gevende  de  beide  wortels,  welke  aan  die  vier- 
kantsvergelijking  voldoen,  nl.  — 6  enlV^.  Inderdaad,  voeren 
wij  de  vermenigvuldiging  uit,  dan  komt  er: 

Ihx^  —  17.1-  —  4  =  \2.x^  —  31.f  +  20, 

of  3.rS  +  14r  =  24. 

En  hieraan  voldoet  zoowel  x=z  —  6,  gevende  108 — 84  =24, 
als  X  =  1  Vg,  gevende  ^0/3  +  ^0/3  =  24. 

Men  kan  de  vergelijking  ^4  X  ^  =  -4  X  ö  ook  nog  anders 
opvatten.    Schrijft  men  nl. : 

^X/"-~^lXQ  =  0, 

of  A  {P  -  Q)  =  O, 

dan  zal  blijkbaar  dit  product  =  O  worden,  zoowel  wanneer 
de  eene  factor  ^  =  O  wordt,  als  wanneer  de  andere  factor 
P — Q  =  0  wordt.  Men  vindt  dus  weer  ^4  =  0,  P=:Q, 

Heeft  men  in  het  algemeen  ^4  X  ^  =  O,  dan  voldoet  hier- 
aan zoowel  A  =  0  als  B  =  0,  Heeft  men  ^  x  ^  X  C'=  O, 
dan    voldoet  hieraan  ^  =  0,  jB^O,  C=0, 

Hierop  komen  wij  later  (in  het  tweede  Deel)  uitvoeriger 
terug. 

Worden  bij  deeling  door  een  factor,  die  de  onbekende 
bevat,  wortels  verdimterdy  omgekeerd  zullen  dus  door  ver- 
menigviddiging   met   een    zoodanigen    factor  wortels  worden 
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ingevoerd.  Maar  dit  laatste  zal  wel  zelden  of  nooit  voor- 
komen, aangezien  men  een  vergelijking  wel  vereenvoudigt 
door  deeling,  maar  niet  ingewikkelder  maakt  door  vermenig- 
vuldiging. 

Toch  is  er  een  geval,  waarin  men  gevaar  loopt  wortels 
door  vermenigvuldiging  in  te  voeren.  En  dat  is,  wanneer 
men  breuken  verdrijft,  door  beide  leden  van  een  vei^elijking 
te  vermenigvuldigen  met  het  K.  G.  V.  der  noemers  der  voor- 
komende breuken,  wanneer  dit  öf  in  het  geheel  niet  noodig 
was,  óf  wanneer  men  had  kunnen  volstaan  met  vermenig- 
vuldigen   met   een    vorm    van    lageren  graad. 

Geven  wij  een  voorbeeld. 

f.  -^  =  .r  -f  1. 

.f— 2  ^ 

Had  men  hier  gedachteloos  vermenigvuldigd  met  .r  —  2, 
dan  had  men  verkregen  : 

2x^  —  7*»  -|-  6  =  »?:-  —  X  —  2, 

of  ay^  —  6.f  +  8  =  0. 

derhalve  (a:  —  2)  {x  —  4)  =  O, 

gevende   x  =:  2    en    x  =  4.    Maar    nu   blijkt  de  breuk  voor 

O 
.r  =  2  den  vorm  -  aan  te  nemen,  waaruit  volgt,  dat  teller 

en  noemer  door  x  —  2  deelbaar  zijn.  Het  eerste  lid  wordt 
dus  na  vereenvoudiging  eenvoudig  2x  —  3,  en  de  vergelijking 

2.C  —  3  =  .«  +  1 

levert  wel  de  waarde  .f  =  4,  maar  de  waarde  o?  =2  voldoet 
daaraan  niet.  Zij  was  ingevoerd ,  omdat  men  onnoodig  verme- 
nigvuldigd had  mei  x  —  2.  Hierop  diene  men  dus  altijd  te 
letten.  Men  vermenigvuldige  slechts  dan  met  het  K.  G.  V. 
der  voorkomende  noemers,  wanneer  men  zich  eei*st  overtuigd 
heeft,  dat  daardoor  geen  factor  wordt  ingevoerd.  Alle  aan- 
geduide bewerkingen  vocre  men  dus  eerst  uit,  alvorens  tot 
vermenigvuldiging  over  te  gaan.  Eei*st  dan  zal  blijken  of 
vermenigvuldiging  noodig  is  of  niet,  en  in  hoever.  Het  vol- 
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geilde  voorbeeld  is  bv.  zeer  leerzaam  in  dit  opzicht,  (zie 
ook  blz.  127). 

.r+7  3.r— 23 

^'  j.-2_.^_-6^^-^+;u— 12 

Het  K.  G.  V.  der  iioeiiiei-s  is  (.t» -f- 2)  (.f  —  3)(.£?-f-4).  Daar 
geen  der  beide  breuken  vereenvoudigbaar  is,  zoo  is  men 
geneigd  met  dit  K.  G.  V.  te  gaan  vermenigvuldigen.  Men 
vindt  dan  : 

(.f  +  7)  {.V  -f  4)  4-  {3x  —  23)  (.r  +  2)  =  6  (.r  +  2)  (.r  —  3)  (.c  +  4), 

of  4.(;2  —  6.C  —  18  zzz  6  (.f  +  2)  (,c  —  3)  (,r  +  4). 

Heide  leden  zijn  nu  deelbaar  door  2  (,v  —  3),  waardoor 
de  \ergelijking  overgaat  in 

2.7;  +  3  =  3  (^  +  2)  (.c  +  4), 

gevende  na  herleiding : 

3,/;«+  16êc  +  21  =  0, 
of  U'  +  3)  (3.C  +  7)  =  O, 

derhalve  ,v  =  —  3  en  .c  =  —  273.  Maar  daar  door  2(.r — 3) 
is  gedeeld,  zou  ook  nog  voldoeji  .r  =  3.  Deze  waarde  voldoet 
echter  geenszins,  zooals  onmiddelijk  blijken  zal.  Iteeds  het 
feit,  dat  men  op  een  vergelijking  stuit,  die  door  x  —  3  deel- 
baar is,  en  wel  onmiddelijk  nadat  men  met  het  K.G.  V. 
der  noemers  heeft  vermenigvuldigd,  moet  onze  achterdocht 
opwekken.  Inderdaad  is  hier  de  vermenigvuldiging  met  ii* — 3 
onnoodig  geweest,  en  had  men  kunnen  volstaan  met  de 
vermenigvuldiging  met  (.f  -f-  2)  (j;  +  4).  En  dat,  omdat  na 
optelUmj  der  beide  breuken  in  het  eerste  lid  blijkt,  dat  de 
ontstane  breuk,  nl. 

4.i.2_6.f— 18       _     2(.ï;— 3)(2^+3) 
(;i.^2)(.r— 3){.c+4)  "  (^+2)(^— 3)(4?-f4J 

2(2a?+3) 

reree?iroudi(/haar  is,  en  eenvoudig  ^ ------ — -— -  woi'dt.  De 

•^  (•^^+2)(.^?+4) 

vergelijking  zou  dan  geworden  zijn  : 

_2^^+3)_  ^  g 
(u;+2)(/+4)  ' 
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en  wanneer  men  thans  met  (x  -|-  2)  (x  -f-  4)  vermenigvnldigt, 
vindt  men  alleen  (zie  boven)  .r=  —  3  en  x= — 2  V3,  welke 
beide  waarden  voldoen  ;  en  niet  d*  =  3,  welke  waarde  aan 
deze  vergelijking  niet  voldoet,  en  door  de  onnoodige  ver- 
menigvuldiging met  X  —  3  was  ingevoerch 

P  Q 

Heeft  men  dus  algemeen  — -  +  -—  =  R,  dan  is  het  zeer  goed 

A.IJ        AC 

mogelijk,  dat  — -—-—- vereen voudigbaar is,  doordat  7^6'+ Q^ 

door  A  deelbaar  is. 

En  wat  het  voorbeeld  f  betreft,  heeft  men  nog  algemeener 

P      Q 

-  +  —=  R,  dan  kan   P -{•  Q  zeer  goed  door  ^  deelbaar  zijn. 

A      A 

Dat   men   dus  in  sommige  gevallen  voorzichtig  moet  zijn, 

is  na  het  behandelde  voldoende  gebleken.  Het  is  derhalve,  zooals 

wij  reeds  opmerkten,  raadzaam  de  vermenigvuldiging  met  de 

noemers  van  breuken  zoo  lang  mogelijk  uittestellen.  Daarom 

voerden    wij    in    de  Voorbeelden  b)  en  c)  dan  ook  eei-st  de 

optellingen    en    aftrekkingen    der    verschillende  breuken  zoo 

ver  mogelijk  uit. 

h.  Men  zal  vragen :  wanneer  bij  Machtsverhefflng  (speciaal 
bij  kwadraats verheffing)  wortels  kunnen  worden  ingevoerd, 
hoe  staat  het  dan  met  worteltrekkiny? 

Natuurlijk  worden  er  dan  wortels  verduisterd,  maar  indien 
men  er  op  let  in  dit  geval  in  heittaeedeVid  zootvel  de  j^onitieve 
als  de  negatieve  wortel  op  te  schrijven,  behoeft  men  daar- 
voor geen  vrees  te  koesteren.  Een  eenvoudig  voorbeeld  moge 
dit  ophelderen.    Heeft  men  bv.  de  vergelijking 

^.3  —  6a;  +  9  =  25, 

dan  volgt  hieruit  door  worteltrekking 

.f  —  3  1=  rt  5, 

en  men  vindt  dus  jü  =  S  en  ai=  —  2,  welke  waarden  beide 
aan  de  gegeven  vergelijking  (die  van  den  tweeden  graad  is) 
voldoen.  Had  men  alleen  geschreven  x  —  3  =  5,  dan  ware 
de  wortel  x=z  —  2  wederom  verduisterd , 
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J  ®  Opmerking.  Heeft  men  in  het  algemeen  de  vergelijking 
A^  =  B^y  dan  voldoet  dus  daaraan  ^  =  -f-  ^  en  .4  =  — B. 
Dat  men  het  dubbele  teeken  alleen  in  het  tweede  lid  moet 
neerschrijven,  volgt  daaruit,  dat  indien  men  dit  ook  in  het 
eerste  lid  deed,  men  zou  verkrijgen  -|-^  =  -}-'5,  -|--^  =  — ^» 
— -^  =  -|-5  en  — .4  =  —  B.  Maar  men  riet  onmiddelijk  in, 
dat  dit  ten  slotte  neerkomt  op  de  beide  vergelijkingen 
A  =  -{-  B  en  A-=  —  B,  Dezelfde  opmerking  geldt  t.  o.  v. 
de  ongelijklieid  A^<iB\  (Zie  blz.  170—171). 

Men  kan  ook  aldus  redeneeren.  Is  -4*^  =  JS^,  dan  is  ook 
A^  —  B^  =  0  of  {A  +  B)  {A~  B)  =  0.  En  hieraan  voldoet 
dus  zoowel  A  —  B  =  0  als  A  -]-  B  =  O,  d.w.z.  A  =  B  en 
A  =  —  B. 

Is  A'<iB\  dan  is  .4^  — JS2<0,  derhalve  (.4  +  ^ 
(.4  —  jB)<[  0.  Onderstelt  men  nu  B  positief,  dan  wordt  hier- 
aan voldaan,  wanneer  A  —  B  negatief  is,  en  A-^B  positief, 
d.w.z.  A<^B,  maar  Ay>  —  B. 

2^  Opmerking,  Heeft  men  een  vergelijking  als  —^=—,   bv. 

2        3 

-  =  -,    dan    wordt  na  vermenigvuldiging  met  x  de  w^aarde 

X  X 

x  =  co  verduisterd.  Immers  vemienigviddigen  met  x  is  het 
zelfde  als  deelen  door  -.  En  dan  verduistert  men  de  waarde 

X 

-  =  O,    of  x=  dz  <x.    Inderdaad    wordt   voor  x=  dt  cxf  de 

X 

gegeven  vergelijking  0  =  0.  Vermenigvuldiging  met  x  zou 
hier  de  valsche  vergelijking  2  =  3  gegeven  hebben,  waaruit 
de   waarde  ^  =  oo  verdwenen  is. 

Dit   geldt    dus    alleen  voor  vergelijkingen  van  het  boven- 

P 
staande  type    of   -  =:  O,  analoog  met  Ax  =  Bx  of  Px  =  O, 

X 

F 
niet  voor  vergelijkingen  van  het  type     -  =  Q. 

X 

3*  Opi)ieriin(/.  Heeft  men  een  vei^elijking  als 

3  _  5 


J 
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dan  worden  voor  ^  =  O  beide  noemers  =  0.  Door  vermenig- 
vuldiging met  x{l — ^Idbx^),  ter  verdrijving  der  breuken, 
zal  dus  de  w^aarde  x=0  worden  ingevoerd.  Want  er  komt 
dan  3(1  —  v^  1  :±z  x^^)  =  bx,  waaraan  x  =  0  voldoet.  Toch 
hebben  de  beide  noemers,  doordat  1 — ^  1  =b  jj^  irrationaal  is, 
geen  gew.eenscliap])elijken  factor,  zoodat  men  geneigd  zou 
zijn  de  vermenigvuldiging  met  hun  product  voor  geoorloofd 
te  houden.  Dit  is  hier  echter  niet  het  geval,  en  men  zij  dus 
in  dergelijke  gevallen  voorzichtig. 

Het  is  duidelijk,  dat  hier  door  de  vermenigvuldiging  wederom 
die  waarde  van  x  wordt  veixluisterd,  welke  de  beide  noemers 
00  maakt.  Dat  is  dus  in  ons  voorbeeld  alleen  x=z  —  od  voor 

het  geval,  dat  de  tweede  noemer  =1  —  ^l-\-x^  is. 

4*^  Opmerking,  Men  is  gewoon,  wanneer  men  beide  leden 
van  een  vergelijking  met  een  zelfde  getal  vermenigvuldigt, 
dit  getal  rechte  van  een  streep  te  plaatsen,  die  men  onder 
de  vergelijking  zet.  Bij  deeling  wordt  het  getal  links  van 
de  streep  gezet. 

Bij  inachtsver kering  wordt  rechts  van  de  streep  het  teeken 

n 

V^  (in  het  algemeen  v^")  gezet;  bij  loorteltrekkiruj  zet  men 
dit  teeken  w^eer  links  van  de  streep. 

Zoo  komt  het  Voorbeeld  (^  uitgewerkt  aldus  te  staan. 


1/  4^  4-  9  _|_  1/  yj;  -^  1  —  4 

V^  4.«  +  9  =  4  —  V^  3.f  +  1 

1^     

4.«  +  9  =  16  +  {^x  +  1)  —  8  l^3a?  -I-  1 

8V^3^Tl  =  8— ^ 

64  {Zx  +  1)  =:  64  —  1 6,i;  +  ;b«  ^ 
208.»  =  ^3 

X A'  =  O 

208  =  X 

Nooit  schrijve  men  een  herleid  lid  met  een  i=  teeken 
achter  het  tweede  lid  der  voorafgaande  vergelijking.  Dit  geeft 
verwarring.  Altijd  de  verschillende  stadia  van  herleiding 
onder  elkaar  zetten.  Dus  nooit  schrijven  bv.  : 

x^  —  3./;  =  {x  —  hy^  =  a;^  —  IOa'  +  25, 

14 
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maar  altijd 


«8  —  8«  =  («  —  5)« 

««  —  3«  =  ««  —  10«  +  25, 


enz.  enz. 


3.   De  leerling  losse  nu  de  volgende  Vergelijkingen  op. 

1. [-  15  =  8«  +  ^ 


2. 


3. 


6. 


«+1  '    "  '         (.c— 2)« 

a,_|_2        ar— 3  _        2 
3d! — 4       «-|-7  3 

9«  +  5       5«  +  4  _  12       X 
llj;  — 6  20      ""  Ï3  ~  4' 


2x      /         5^  4« 

4. (2 I  = — . 

j;  +  15V         *•/       «  +  30 


«  +  3       •«  +  7       X  —  2       A'-l-5       X  —  3       X  -\-  \ 

5_  '        I        ' .^  — - L L       ' 

X  —  6       X  —  8       X  —  9       X  —  8       X  —  9       x  —  6 


11 


X  -\-Z       X  —  4       X  -\-\       X  —  2 
7.  1 


=  1. 


1   + 


1  + 


5-       ^^ 


2^+  1 

(Oplossen  door  redeneering:  Het  tweede  lid  is  =1, 
wat  is  dan  de  noemer  der  breuk  in  het  eerste  lid? 
Hoe  groot  is  dus  de  noemer  der  eerste  onder-breuk  ?  Enz.) 

a;— 1  X*— -2 

8.     32"^""^  X  64"""^  =  0,5. 

(Dergelijke  vergelijkingen,  waarin  de  onbekende  in 
den  exponent  voorkomt,  noemt  men  exponentieele  verge- 
lijkingen. Bedenk,  dat  32  =  2^  en  64  =  2ö.  Voorts  is 
0,5  ook  een  macht  van  2  (welke?).  Pas  daarna  de 
eigenschap    toe,    dat  wanneer  in   beide  leden  de  grond- 
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tallen  gelijk  zijn,  ook  de  exponenten  gelijk  moeten  wezen). 
9.     t^a^+^=i^a^^—^.  (Gebruik  gebroken  exponenten). 

4 

10.     x  —  \^as^  +  5aj'{'l=z2;  l^^»  — 3  +  l^or -f  5  = 


1/ 


X 


11.     1^2^'— 5  — l^2.i?  +  4  =  9;    V/9.c  +  5  +  SV^u;  +  2  V/5 
=  15  -f  41^5. 


12.     1/^2  _  -p  ^  2  V^  A-2  —  1  =  2  (1  —  w). 


13.  2  l^  ;c  +  9  —  V^  2.TJ  +  1  =  V^  25  —  2.r. 

14.  V^  ïg^-TiÖ  —  l^  9T+"7~=  \y^T6^+  33. 


15.  V^^+  10 -f  1^4^—  11  =3  l-^^  +  1. 

16.  l^'x'+ly'  2  —  ï^  ^  ~"i;>~2  =  1/  2. 

[Verhef  beide  leden  tot    de   3®  macht,   en  denk  aan  de 
formule  {a  —  bf=  =  {a^  —  b^)  —  3ab  {a  —  b)]. 

4.  Oplossing  van  vergelijkingen  van  den  eersten  graad 
met  twee  onbekenden.  Men  zal  inzien,  dat  —  zal  de 
oplossing  bepaald  zijn  —  twee  vergelijkingen  zullen  noodig 
wezen.  Want  heeft  men  bv.  slechts  de  eene  vergeliiking 
3x  -|-  5y  =  22,  dan  kan  men  aan  y  elke  willekeurige  waarde 
geven,  en  de  daarbij  behoorende  waarde  van  x,  door  oplos- 
sing van  éen  vergelijking  met  een  onbekende,  bepalen.  Zet 
men  bv.  y  =  3,  dan  vindt  men  3aj-|-15  =  22,  waaruit  volgt 
.r=2  Vs-  Zet  men  voor  y  de  waarde  2,  dan  wordt  3.r-f  10=22, 
derhalve  o;  =  4.  Enz.  Slechts  dan  derhalve,  wanneer  nog  een 
tweede  vergelijking  gegeven  is,  waaraan  ook  moet  worden 
voldaan,  bv.  4r  —  7y  =  2,  wordt  de  oplossing  bepaald.  Voor 
y  =  3  geeft  deze  laatste  vergelijking  ^v — 21=2,  of  x=5^/^. 
Voor  y  =  2  wordt  42?  —  14  =  2  of  a*  =  4.  Wij  zien  dus,  dat 
y  =  2,  a?  =  4  een  stel  waarden  is,  dat  aan  beide  vergelij- 
kingen voldoet.  En  uit  de  wijze  van  oplossing  zal  blijken, 
dat  er  in  het  algemeen  slechts  een  zoodanig  stel  wortels 
bestaat. 

Brengen  wij,  teneinde  de  gegeven  vergelijkingen  optelossen, 
deze   altijd   terug  tot  den  vorm  aiX-\-b)y=Ciy  a2^+è2y=C2, 

J4* 
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daarbij  steeds  lettende  op  de  omstandigheid,  dat  tengevolge 
der  daartoe  vereischte  bewerkingen  wortels  kunnen  zijn  inge- 
voerd of  verduisterd  (zie  J  2). 

Nu  vermenigvuldigt  mm  beide  vergelijkingen  met  zoodanige 
getallen,  dat  daardoor  de'  coëfficiënten  van  een  der  onbe- 
kenden aan  elkaar  gelijk  worden.  Hebben  wij  bv.  de  ver- 
gelijkingen 

3^  +  5y  =  22  ;         4a?  —  7y  =  2, 

zoo  vermenigvuldige  men  de  eerste  vergelijking  met  4> 
de  tweede  met  3,  waardoor  de  coëfficiënten  van  x  beide 
z=:  12  worden.  (=  het  K.  G.  V.  der  beide  coëfficiënten).  Ha»d 
men  de  coëfficiënten  van  y  gelijkgemaakt,  dan  zou  men  met 
de  grootere  getallen  7  en  5  hebben  moeten  vermenigvuldigen. 
Wij  verkrijgen  nu  : 

12.r  -f  20y  =:  88  ;  12.t:  —  21y  z=  6. 

Alsnu  trekken  wij  de  tweede  vergelijking  van  de  eerste 
af,  waardoor  de  termen  met  x  verdwijnen.  Hadden  die  tegen- 
gestelde teekens  gehad,  dan  zou  men  de  vergelijkingen  natuurlijk 
hebben  «loeten  optellen.  Na  aftrekking  verkrijgen  wij  : 

41y  =  82 
y=  2. 

Substitueert  men  nu  deze  waarde  in  een  der  beide  gegeven 
vergelijkingen  (in  die,  w^aarin  de  kleinste  coëfficiënten  voor- 
komen), bv.  in  de  eerste,  zoo  verkrijgt  men  : 

3«  +  10  =  22 
3^  =  12 

«  =  4. 

Zoodoende  vindt  men  dus  door  de  oplossing  van  ttvee 
verlijkingen  met  twee  onbekenden  altijd  voor  elk  der  beide 
onbekenden  éen  vergelijking  met  een  onbekende.  En  hier- 
mede is  van  zelf  aangetoond,  dat  er  in  het  algemeen  slechts 
éen  stel  waarden  voor  x  en  y  aan  de  beide  vergelijkingen 
zal  voldoen. 

De  geheele  bewerking  komt  nu  aldus  te  staan  : 
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3.r  +    5«  =  22 


12*  +  20y  =  88 
12«  —  21y  =    6 

41v=r82 
41 


y 


=  2 


4.B 

-    7y  = 

-.2 
.-3 
=  6 

12d; 

-  21j^  = 

3« 

+  10 

22 

3«  = 
3 

12 

a  Z=l  4: 


De  boven  uiteengezette  methode  van  oplossing  is  de  meest 
algemeene,  en  tevens  meest  gebruikelijke,  en  draagt  den  naam        / 
van    étijaodiLAiie'methodey   omdat  men  daarbij  éen  der  onbe- 
kenden verwijdert  (elimineert). 

Er    zijn    nog   andere  methoden,  maar  die  komen  toch  in 
wezen  geheel  op  het  zelfde  neer.  Zoo  zou  men  bovenstaande 
twee  vergelijkingen  ook  hebben  kannen  oplossen,  doora?bv.      ^ 
uit  de  eerste  vergelijking  optelossen: 


22~5v 
3«  =  22  —  5y  ;       a  —  — ~  , 

^  3        '     , 

dit  nu  te  substitueeren  in  de  tweede  vergelijking  : 

88— 20y       „ 

en  eindelijk  uit  deze  laatste  vergelijking  y  optelossen.  Maar 
deze  methode  (ook  wel  substittitie-methode  genoemd)  is  bijna 
altijd  omslachtiger  dan  de  gewone  eliminatie-methode,  en 
komt  dan  ook  alleen  op  de  school,  nooit  in  de  praktijk  voor. 
Hetzelfde  geldt  ten  aanzien  der  z.g.  egaHzatie-methode,  Men 
lost  dan  x  uit  beide  vergelijkingen  op : 

22-  5y  2  +  7y 

3  4       ' 

en  stelt  nu  deze  uitdrukkingen  aan  elkaar  gelijk.  Enz. 

In  sommige  gevallen  past  men  natuurlijk  deze  beide  laatste 
methoden  wel  eens  toe,  maar  dan  doet  men  het  vanzelf, 
zonder  daaraan  de  schoolmeesterige  namen  van  substitutie- 
of  egalizatiemethode  te  verbinden. 

Ziehier  nu  weder  een  paar  Voorbeelden. 


N 
t 


V 


* 


1 

V 


''S 
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a.  /19«  +  lly  =  188 


5.r— 8t/+6       7x-%+4       5jr-4«/+3_ 

4  6  *"  6.J:— y— 13  ~~ 

_        5         10.r+9y— 13       6.r4-10y— 23 

~  ~  24  "^  12  8  ■ 

De  eerste  vergelijking  bezit  reeds  den  eenvoudigsten  vorm 
ax  -^  by  =  c  ;  de  tweede  nog  niel.  Brengen  wij  nu  eerst  alle 
breuken  met  getallen  tot  noemers  naar  het  tweede  lid  over, 
ze  tegelijk  onder  den  gemeenschappelijken  noemer  24  bren- 
gende : 

5.ï_-4y_f.3  _  _5_^20.z;-l-18y— 26— 18.t»  •  30t/4-69 

0.1;— y— 13~  ]  24 

30.i;_48y+36— 28.r+36y— 16 

'  24  ' 

5.r-4y+3^18/      3\ 

6.6— y— 13       24  V      4y* 

De  termen  met  .i'  eu  y  vallen  in  den  teller  van  het  tweede 
lid  tegen  elkaar  weg. 

Vermenigvuldigt  men  nu  de  laatste  vergelijking  met 
4  (6.6'  —  y  —  13),  dan  wordt  deze  : 

20.ï:  —  iQy  +  12  =  18^  — 3y  —  39, 

of  2a?  —  13y  =  -  51. 

Wij  hebben  nu  verder : 


19.T;  +    11?/  =        188  2.V  —   ISy  =  —   51 

38^+    227=       376 
38.1'  —  247//  =  —  969        ; 

26Ï)y":^~r3T5 

^  y  =  5 

8 

L  5.^  —  8y  +  44  =  5 

2cf— 3y4-17  ^  ^   ^ 

4-16y=  lOic  +  88  Vg. 


38,c 

247.y 

969 

2a 

—  65  — 

2x  — 

14 

7 

51 

19. 


5 


2.r-3«/  +  17 
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Het   zal    in    een    geval    als    dit    van   groot    voordeel  zijn 
nieuive  onbekenden   aan  te  nemen.  Wanneer  men  nl.  stelt : 

=  /?  ;       5 j?  —  8y  -|"  ^^  =  9» 


2^— 3y  +  17 

dan  gaan  de  gegeven  vergelijkingen  over  in  de  meer  eenvoudige: 

8p  +  9  =  5  ;       5p  -  2?  =  Vg  . 

Immers    men    kan    voor  de  tweede  vergelijking  schrijven 

5 

—  (10;p  —  16y  +  88)  =  Vg-  De  laatste  vergelijkin- 


2;p— 3y+17 
gen  geven  nu  gemakkelijk  ^  =  y^  ,    j  =  1. 
Daardoor  wordt  dus : 

1  1 


^    .      5.r  — 8y  +  44  =  1, 

d.w.z.         2x  —  3y  =  —  15  ;         hx  —  %y  =  —  43, 

gevende  ^  =  9,  y  =  11. 

C.     tv"  (ia?'  +  y2  +  4a«/  +  72)  =  2.«  4-  y  -f  2 


V^  (^  +  2)  +  V^  (y  +  1)  =  V-  [.tr  +  y  +  1^60+4^y  +  3]. 

Verhef  beide  leden  tot  de  2^  macht,  dan  komt  er: 

4^.2  4-  y2  +  4.ry  -f  72  =  4.1?^  +  y^  +  4ipy  -f  8.i?  +  4y  +  4 


(;r+2)  +  (y  +  l)+  2  V/(.t.4.2)(y  +  l)  =  .r+y  +  V-60+4^y  +  3 


of     —  8a?  —  4y  =  —  68  ;        2  V/(a?-|-2)(y+l)  =  l^60+4^y, 
derhalve    2.-»  +  y  =  17  ;         4(,'cy  +  /»  +  2y  +  2)  =  60  +  4a?y, 
d.w.z.  2.r  +  y  =  17  ;  .r  +  2y  =  13. 

En  deze  vergelijkingen  geven  o?  =  7,  y  =  3. 

Deze  laatste  waarden  vindt  men  hier  gemakkelijk,  door 
de  beide  vergelijkingen  bij  elkaar  optetellen  :  3^  -f"  3y  =  30 
of  a?  +  y  =  10,  en  nu  deze  laatste  vergelijking  achtereen- 
volgens van  de  twee  bovenstaanden  aftetrekken. 

Vergeten  wij  nu  niet  de  gevonden  waarden  in  de  beide 
gegeven    vergelijkingen    te    substitueeren»    om    te  zien  of  ze 
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voldoen.  Want  er  is  tot  de  2"  macht  verheven.  Men  vindt : 


\y  361  =  19  ;     1-94-  l--  4  =  »-  10+1/144+3  , 
en  de  gevonden  waarden  voldoen  derhalve. 

5.    Vraagstukken. 

nas—  13i/  =  97 


1. 


4.«— 5I/+3        12rf!+7y— 11        Sar— 5y+7 

6  ÏÖ  ^  2«+7y-29 

_4.t;— 6.y+13       4.r+y-3 


2. 


+ 


3,,,  +  4y— 29    '    2«— 5«/+22 
3.r +4^—29       2a;— 5y+2 


=  4 


+  4.  1) 


3.    7.r  +  3y  =  13;         /  ^    .  „ =  3a;  +  2y  — 37. 


4. 


+ 


3.«— y  +  7 
1  1 


1+a-— 2y   '    1— 2.C+»/       2 


=  Vs- ') 


ir.+ 


1+.»— 2y      2a— y— 1 


5, 


i/.P^y     »^«— y     12 


=  — ;  3 l/,r+y+4  l'^.r-y  =  2  l^x*—y*. ') 


'6.    1/.B  — 1/.1  — y  =  1/20  — y  ;       2V/.«  — y  =  31^  20  —  y. 


7.  V/  ar  +  y  =  2  ;  (.r  +  y)  3'   =  1152, 

8.  5  .  3*  +  3  .  2-'+'  =  51  ;         11  .  3'~*  —  4  .  2-'^  =  1. 

(Stel  S"""*  =  p,  2^+'  =  q  ;  wat  is  dan  3'  en  2^+*  ?) . 

9.  Gl^ar  —  Sl/y  =  39  ;  7  l-^.r  +  3  1/ y  =  19. 

(Niet  in  het  kwadraat  verlietTen,  maar  i^,r=:=})  en 
l^i/  =  q  stellen.  Denk  er  aan,  dat  l^x  en  l-^y  altijd 
positiff  worden  genomen). 

10.  2  ^  .c  —  3  tl^  y  =  13  ;  11 1?^  ar  +  5  1^  y  =  7. 


'J  Nieuwe  onbekenden  aannemen. 


217 

(Als   boven,  maar  ï^^.r  en  ï^"?/  kunnen  natuurlijk  zeer 
goed  negatief  zijn). 

J  .r  (2  —  1/  3)  +  y  (3  +  V^  3)  =  6  —  2  l^  3 
^^-  /  .r  (3  +  l^  3)  —  y  (2  —  V^  3)  =  5  +  10  V"  3. 

13.  ^  .  f     ,  +  „     ƒ    ,  =  -  31  +  25  Ix-S  ;      4r  —  y  =  5  V^5. 
9-}-4l^5^   7—31^5  ^  ^ 

(Antwoord  :  a;  =  1  +  1^5,  y  =  4  —  1-^5). 

x  =  y  ~  l^y^"—  X  l^(.r*  +  8y) 

14.  J ==_=====_==__^^ 


6.   Strjjdigheid   en  afhankelükheid  van 

Heeft  men  de  vergelijkingen 

2.1?  +  3y  =  7  ;         4iC  +  6y  =  17  , 

zoo  zal  2-maal  de  eerste,  afgetrokken  >'an  de  tweede,  geven 
de  valsche  vergelijking  0  =  3.  Het  is  alzoo  onmogelijk  waar- 
den van  X  en  y  aantegeven,  welke  gelijktijdig  aan  de  beide 
vergelijkingen  voldoen.  De  vergelijkingen  zijn  strijdig,  zoo- 
als  men  het  noemt,  of  met  elkaar  in  strijd. 
Had  men  daarentegen  gehad  de  vergelijkingen 

2.1?  +  3y  =  7  ;         4.i-  +  6y  =  14  , 

ZOO  zou  men  verkregen  hebben  de  identieke  vergelijking 
0  =  0.  Dat  komt  daarvandaan,  dat  de  tweede  vergelijking 
feitelijk  geheel  dezelfde  is  als  de  eerste,  en  men  dus  niet 
twee,  maar  slechts  een  vergelijking  met  twee  onbekenden 
heeft.  Er  is  dus  een  oneindig  aantal  stellen  waarden,  welke 
aan  de  gegeven  vergelijkingen  voldoen  :  bij  elke  waarde  van 
y  behoort  een  daarmede  overeenstemmende  waarde  van  x. 
Men  noemt  in  dit  geval  de  vergelijkingen  (van  elkaar) 
afhankelqk. 
De  gewone  vergelijkingen,  die  in  ^  4  en  5  voorkwamen. 
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waren  niet  van  elkaar  afhankelijk,  en  voerden  tot  een  niet- 
identieke  vergelijking. 

Volgens  het  bovenstaande  kan  men  aflmnkelijklieid  en 
strijdigheid  dus  altijd  daaraan  herkennen,  dat  wanneer  de 
vergelijkingen  tot  het  type  ax  -\-  by  =  c  zijn  herleid,  bij 
afhankelijkheid  het  tweede  lid  der  tweede  vergelijking  het- 
zelfde veelvoud  is  van  dat  der  eerete  vergelijking  als  het 
eerste  lid  der  tweede  vergelijking  is  van  dat  der  eerste  ver- 
gelijking; terwijl  bij  strijdigheid  het  eerste  lid  der  tweede 
vergelijking  wel  een  veelvoud  is  van  dat  der  eerste  vei'ge- 
lijking,  maar  het  tweede  lid  der  tweede  vergelijking  niet 
hetzelfde  veelvoud  is  van  dat  der  eerste  vergelijking. 

Vraagstukken,  welke  leiden  tot  afhankelijke  vergelijkingen, 
of  een  identieke  vergelijking,  noemt  men  onbepaald;  die 
welke  leiden  tot  strijdige  vergelijkingen,  of  een  valsche  ver- 
gelijking, heeten  onmogelijk.  Vraagstukken,  welke  tot  niet- 
afhankelijke  of  niet-identieke  vergelijkingen  voeren,  worden 
bepaald  genoemd.  Deze  laatsten  zijn  natuurlijk  de  gewoonlijk 
voorkomenden. 

Oplossing  van  vergeUjkingen  met  drie  en  meer  onbe- 
kenden. Evenals  wij  twee  vergelijkingen  noodig  hebben, 
om  twee  onbekenden  te  bepalen,  evenzoo  zullen  drie  verge- 
lijkingen noodig  zijn,  wanneer  wij  een  bepaald  stel  waar- 
den voor  drie  onbekenden  wensclien.  In  het  algemeen  zal 
men  n  vergelijkingen  noodig  hebben,  teneinde  n  onbekenden 
Xi,  x^, ...  Xn  behoorlijk  te  bepalen. 

Dit  volgt  alweer  uit  de  oplossing.  Want  tengevolge  der 
eliminatie  van  éen  der  onbekenden,  bv.  x^,  door  combinatie 
van  telkens  twee  vergelijkingen,  bv.  (1)  met  (2),  (2)  met  (3), 
enz.,  de  {n — 2f  met  de  {n — l)e,  de  {n—ly  met  de  n^, 
ontstaan  n — 1  vergelijkingen  met  n — 1  onbekenden. 

Door  eliminatie  van  Xn—\  uit  deze  laatste  vergelijkingen 
ontstaan  n — 2  vergelijkingen  met  n — 2  onbekenden,  enz., 
tot  men  eindelijk  overhoudt  éen  vergelijking  met  éen  onbe- 
kende .i'i.  Deze  is  dus  bepaald.  Substitutie  in  éen  der  twee 
vergelijkingen  met  twee  onbekenden  geeft  ook  x^.  Substitutie 
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van  deze  beiden  in  een  der  drie  vergelijkingen  met  drie 
onbekenden  doet  ook  .^3  vinden  ;  en  zoo  voortgaande,  vindt 
men   achtereenvolgens  alle  onbekenden  van  ,ti  af  tot  a?„  toe. 

Hieruit  volgt  dus  ook,  dat  men  bij  n  vergelijkingen  met 
n  onbekenden  in  het  algemeen  slechts  een  stel  waarden  der 
onbekenden  zal  vinden,  dat  aan  de  gegeven  vergelijkingen 
voldoet. 

Men  moet  er  hier  vooral  op  letten  bij  de  eliminatie  van 
een  zelfde  onbekende  nooit  twee  vergelijkingen,  welke  men 
reeds  eenmaal  heeft  gecombineerd,  later  nog  eens  in  een 
ander  verband  te  combineeren,  of  twee  vergelijkingen  te 
combineeren,  welke  beide  reeds  met  een  derde  zijn  gecom- 
bineerd. In  al  die  gevallen  zou  men  afhankelijke  vergelij- 
kingen krijgen. 

Stel,  dat  wij  hebben  de  vier  vergelijkingen  met  v/^r  onbe- 
kenden X,  y,  z,  u : 

P=0;       Q  =  0;       R  =  0;       S=0. 

Combinatie  van  (1)  en  (2),  (1)  en  (3),  ter  eliminatie  der 
onbekende  u  bv.,  geeft : 

aP  +  6Q  =  O  ;       a'P+  cR  =  O, 

waarin  dus  u  niet  meer  voorkomt.  Uit  deze  vergelijkingen 
kan  men  nu,  na  vermenigvuldiging  van  de  eerste  met  a' 
en  van  de  tweede  met  a,  door  aftrekking  een  nieuwe 
afleiden,  nl. 

a'bQ  —  acR  =  O, 

waarin  eveneens  u  niet  voorkomt.  Maar  had  men  nu  ook 
(2)  en  (3)  gecombineerd,  teneinde  daaruit  u  te  verdrijven, 
dan  had  men  bv,  verkregen  : 

b'Q  +  c'R  =  O, 

En    deze    vergelijking    moet  noodzakelijk  afhankelijk  zijn 
van  de  vooafgaande,  want  men  kan  Q  =  0  en  R  =  0  slechts 
op  éen  wijze  combineeren  ter  eliminatie  van  w. 

De  drie  vergelijkingen  met  drie  onbekenden  rtP-f"^Q  =  0, 
a'jP  +  ei?  =  O,   b'Q'\'  c'E  =  0   zijn  dus  van  elkaar  afhan- 
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keiijk,  hetgeen  ook  daaruit  blijkt,  dat  de  vierde  vergelijking 
aS=0  in  het  geheel  niet  is  gebruikt  geworden. 

Hadden  wij  drie  vergelijkingen  met  drie  onbekenden  gehad, 
dan  zou  combinatie  van  (1)  en  (2),  (1)  en  (3)  geleid  hebben 
tot  tinee  vergelijkingen  met  twee  onbekenden.  Combinatie 
van  (2)  en  (3)  zou  daaraan  een  derde  vergelijking  toevoegen, 
en  deze  moet  dus  noodwendig  van  de  beide  eereten  afhan- 
kelijk zijn. 

Ziehier  wederom  een  paar  Voorbeelden  van  oplossing. 

a.  3x  -f  5y  —  2^  =  7   ;       2x  —  3y  4-  7r  =  17  ; 

4*r  —  2y  —  5sr  =  —  15. 

De  onbekende  x  zal  het  gemakkelijkst  te  elimineeren  zijn. 
Trekken  wij  daartoe  2 -maal  de  tweede  vergelijking  af  van 
de  derde,  en  3-maal  de  tweede  van  2-keer  de  eerste,  dan 
komt  er : 

A:x  —  2y  —    t)z=i  —  lh  6«  -f  lOy  —    4-?  =       14 

4-c  -.  6y  4-  14^  =       34  6d?  —    9y  +  2lz  =       51  . 

4y  — 19e=  —  49  19y  —  25^?  =  —  37 

Trekt  men  nu  19-keer  de  eerste  dezer  laatste  vergelij- 
kingen af  van  4-maal  de  tweede,  dan  verkrijgen  wij  : 

76y  ~  100^  =  —  148 
76y  —  36U  =  -  931  . 

26U  =       783 
e=3 

Substitutie  in  bv.  de  eerste  der  beide  vei^elij kingen  met 
twee  onbekenden  geeft : 

4y  -  57  =  —  49 
4y=8 
y  =  2. 

En  substitutie  van  de  gevonden  waarden  van  y  en  z  in 
bv.  de  eerste  der  gegeven  vergelijkingen  levert : 

3;c  +  10  _  6  =  7 
3.^  =  3 
«  =  1. 
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b.  A-  —  2y  -f  3i  =  5  ;       4^  +  3y  —  2r  =  7  ; 

9a.  4-  4y  4-  -?  =  19. 

Elimineeren    wij    z.    Combinatie    van    (2)    en   (3),  (1)  en 
(2)  geeft : 

4aj  -f  3y  —  ^  =z    7  12^  +  9y  —  3;?  =  21 

9^4.4^4.^=19  jj— 2y  4- 3z=    5  . 


134?  4.  7y  =26  13a?  +  7y  =26 

Daar  dej&e  vergelijkingen  van  elkaar  afhankelijk  zijn  (ze 
zijn  hetzelfde),  zoo  zullen  ook  de  opgegeven  vergelijkingen 
van  elkaar  afhankelijk  wezen.  Inderdaad  blijkt,  dat  de  derde 
vergelijking  verkregen  wordt,  door  2-keer  de  tweede  opte- 
tellen  bij  de  eerste. 

Elk  stel  waarden  van  x  en  y,  hetwelk  voldoet  aan  de 
betuskking  13a?  +  7y  =  26,  zal  ook  aan  de  gegeven  verge- 
lijkingen voldoen.  Daarbij  behoort  dan  telkens  een  andere 
correspondeerende  waarde  van  z, 

C.     3j;— 4y4-2^=8;  5a?  +  y  —  9^  =  3  ;   lU-— 7y  —  5r=  13. 

Het  gemakkelijkst  is  y  te  elimineeren,  door  nl.  (2)  4-keer 
optetellen  bij  (1),  en  7-keer  bij  (3)  : 

3^.— 4y4-    2^=    8  llo?  — 7y—    5r=13 

20a?  4-  4y  —  36z  =  12  35a?  4-  7y  —  63r  =  21 

23a?  —  34^  =  20  46a?  —  68z  =  34 

23a?—  34r=17 

De  gevonden  vergelijkingen  voor  x  en^blijken  met  elkaar 
in  strijd  te  wezen,  derhalve  zijn  ook  de  gegeven  vergelij- 
kingen strijdig.  Dit  blijkt  ook  hieruit,  dat  2-maal  de  eerste, 
vermeerderd  met  de  tweede,  geeft  llo;  —  7y  —  5^  =  19, 
terwijl  volgens  de  derde  vergelijking  1  lx  —  7y  —  hz  de 
waarde  13  heeft. 

Geen  enkel  stel  waarden  van  x,  y  en  z  zal  dus  aan  de 
gegeven  vergelijkingen  kunnen  voldoen. 

d.     .^  4_  2y  -  3^  =  4  ;  3a?  —  4y  +  6^=  7  ;  5a:  4-  6y  —  9^  =  18. 
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Eliminatie  van  z  levert : 

3^  _  4y  +  6^  =    7  5^  +  6t/  —  9z  =  18 

2^  -{-  4y  _  6-s  =    8  3^?  +  6y  —  9^  =  12 


5.t?  =  15  2.1?  =    6 

;r  =  3  «  =  3 

Dit  is  dus  een  bijzonder  geval  van  afhankelijkheid.  De 
veraarde  van  x  is  bepaald,  en  vtrel  =  3,  terwijl  door  substi- 
tutie dezer  waarde  in  de  gegeven  vergelijkingen  blijkt,  dat 
2y  —  3^  =  1  moet  zijn.    /^  h  ^^L  f^U-^^^^^^^f 

Hadden  wij  de  oorspronkelijke  vergelijkingen  geschreven 
in  den  vorm : 

x  ^  (2y~3-?)  =  4;  3.c  —  2(2y-3-j)  =  7;  5j?  +  3(2y— 3-r)=  18, 

dan  was  de  afhankelijkheid  ook  daaruit  gebleken,  dat  men 
hier  drie  vergelijkingen  heeft  ter  bepaling  der  tioee  onbe- 
kenden ^  en  2y  —  3^.  Door  twee  der  drie  vergelijkingen 
zijn  deze  natuurlijk  reeds  bepaald. 

Men  zou  bij  vier  vergelijkingen  met  vier  onbekenden  op 
de  zelfde  wijze  kunnen  hebben,  dat  bv.  x  en  y  bepaald 
waren,  terwijl  z  en  u  gegeven  waren  door  een  betrekking, 
bv.  door  z  —  u=2  ;  of  dat  alleen  x  bepaald  was,  en  dat 
y,  z  en  u  voldeden  aan  een  betrekking  als  2y — ^-|-3w-|-5. 

Aan  den  leerling  laten  wij  over  hiervan  eenige  voor- 
beelden opteschrijven. 

8.    En  daarna  losse  hij  de  volgende    Vraagstukken  op. 

1.  2,v-\-5y-^7z  =  25  ;  3.i?— 9y-f5c  =  — 12  ;  hx—ly—iz  =  4. 

2.  —  .c  +  y-f-rzizl;     o?  —  y  -\-  z  =z  h   ;     ^  +  y  —  z  =z9, 

(Tel    alle    vergelijkingen    op,    en    trek  ze  daarna  elk 
van  deze  som  af). 

3.  44:4-5y  =  54;     3a?— 11^=7;     7y  —  4^  =  38. 

,    j  V2^-I-V3y  +  V4^  =  82;  V3^  +  V4y  +  V6^  =  62 

[Stel  x  =  12p,  y=z60q,  z=z60r  (waarom?)]. 


6. 
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312  654  936 

5.    -= +  -  =  1;  -  +  ---  =  24; =  -39. 

oa      y       óz  X       óy      bz  2x      2y      z 

6  17  ,  3  15 

x—2y       2x-\-hz  '  .»— 2y       3y — Iz 

51  30 

1 =  1. 

2xJ^hz  ^   Sy—7z 

(Weer  nieuwe  onbekenden  aannemen). 

xy         2  xz  1  yz         i 

x-\-y       3  x-\-z  3  y'-\-z       5 

(Keer  de  breuken  om,  en  neem  nieuwe  onbekenden  aan). 

8.    a;  +  y  =  V2^y  ï  X  -]-  z  =  y^xz  ;  y  +z  =  ^/^yz. 

(Deel  de  vergelijkingen  resp.  door  xy,  xz  en  yz ;  denk 
aan  het  verduisteren  van  wortels). 

J  o?  —  2y  +  ^  —  3m  =  —  8  ;       2.r  +  y  —  5-?  +  4tó  =z  3 
5j?  —  4y  +  7-s  —  M  =  22  ;  3^:  +  5y  —  62:  —  9m  =  —  51. 

2.1?  +  3y  —  2  =  11  ;  o?  —  4y  +  7m  =  29 

9j.  -^  5^  _  2tó  =  47  ;  5y  —  8^  —  4m  =  —  27. 


10. 


ZESTIENDE  LES. 


EVENREDIGHEDEN. 


1.  Bepalingen,  enz.  Onder  verhouding  van  twee  hoeveel- 
heden verstaat  men  het  quotiënt  dezer  hoeveelheden,  d.w.z. 
het  getal  (geheel  of  gebroken;,  dat  aanw^ijst  hoeveel  maal 
de  tvi^eede  hoeveelheid  op  de  eerste  begrepen  is. 

Men  schrijft  de  verhouding  van  twee  hoeveelheden  altijd 
in  den  vorm  van  een  quotiënt,  en  zegt  bv.,  dat  de  hoeveel- 
heden 5  en  8  „zich  verhouden"  als,  of  „tot  elkaar  staan'* 
als  5  :  8  (lees  als  5  {staat)  tot  8). 

De  beide  hoeveelheden  noemt  men  ook  de  termen  van  de 
verhouding. 

Bevat  een  zekere  hoeveelheid  3  eenheden,  een  andere  5,. 
een  derde  7,  een  vierde  10,  enz.,  dan  zegt  men  dat  die 
hoeveelheden  zich  verhouden  als  3:5:7:10:  enz. 

De  verhouding  van  de  eerste  hoeveelheid  tot  de  tweede 
is  dus  als  3:5;  die  van  de  tweede  tot  de  derde  als  5:7; 
die  van  de  tweede  tot  de  vierde  als  5 :  10  of  als  1:2;  enz. 

Men  noemt  de  uitdi-ukking  van  de  verhouding  van  meer 
dan  twee  hoeveelheden,  zooals  bv.  3  :  5  :  7  :  10  een  samen- 
gestelde verhouding. 

Nu  noemt  men  vier  getallen  evenredig  (•.),  wanneer  de 
verhouding  der  eerste  twee  gelijk  is  aan  die  der  laatste  twee. 

De  uitdrukking  der  gelijkheid  van  twee  verhoudingen 
noemt  men  een  evenredigheid. 

Zoo  zijn  bv.  5,  7,  10  en  14  evenredig,  of  zooals  men  ook 
kan  zeggen,  5  en  7  zijn  „evenredig  met"  10  en  14,  want 
de    verhouding    van    5    en   7  is  geheel  dezelfde  als  die  van 


225 

10  en  14.  De  getallen  vormen,  zooals  men  het  noemt,  een 
„evenredigheid".  Men  schrijft  dit : 

5  :  7  z=  10  :  U, 

en  leest:  5  staat  tot  7  als  10  tot  14. 

Men  onderscheidt  bij  een  evenredigheid  vier  termen,  verder 
middehte  termen  (bv.  7  en  10)  en  uiterste  termen  (bv.  5  en  14) 
—  kortweg  „middelsten"  en  „uitersten"  genoemd. 

De  beide  verhoudingen  worden  ook  wel  redens  genoemd. 

De  eerste  en  tweede  term  noemt  men  dan  ook  termen 
van  de  eerste  reden  ;  de  derde  en  de  vierde,  termen  van  de 
tweede  reden. 

Ten  slotte  heeft  men  nog  voorgaande  termen  (bv.  5  en  10) 
en  volgende  termen  (bv.  7  en  14)  —  kortweg  „voorgaanden" 
en  „volgenden"  genoemd. 

2.  Eigenschappen.  De  eigenschappen  der  evenredigheden 
volgen  zoo  van  zelf  uit  die  van  twee  gelijke  quotiënten  of 
breuken,  dat  wij  ze  slechts  kortelijk  zullen  vermelden,  het 
het  aan  den  leerling  overlatende  de  eenvoudige  afleiding  te 
geven. 

a.     Zoo  volgt  uit  de  evenredigheid 

a\b  •=.  Cl  d 

in  de  eerste  plaats  de  lioo f  deigenschap  ad  =  bc  {het  product 
der  uitersten  is  gelijk  aan  het  product  der  niiddelsten. 

Maar  hieruit  volgt,  dat  men  elke  evenredigheid  op  acht 
verschillende  manieren  kan  opschrijven,  (bv.  a  :  b  =  c  :  d ; 
a  :c  =  h  ld  ;  d  :  b  =  c  :  a  ;  enz.).  Want  men  kan  de  factoren 
der  producten  ad  en  bc  in  allerlei  combinaties  verwisselen, 
en  ook  de  leden  der  gelijkheid  ad  =  bc  omwisselen. 

Meermalen  wordt  in  de  praktijk  van  de  volgende  verwisse- 
lingen gebruik  gemaakt : 

a:cz=zb:  d    ;        c:  dz=z  aib    ;        b  :  a^=  d:  c    ;        d:  czzzb:  a, 

« 

(Een  voorgaande  :  een  voorgaande  =  een  volgende  :  een 
volgende;  redens  verwisselen;  redens  omkeeren;  geheele  even- 
redigheid omkeeren). 

15 
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Dat   uit   a\h  =  c  :  cl    volgt    5a :  5Ö  =  C  :  J;    a :  />  =  2c :  2r/ ; 
3a  :  36  =  4c  :  4c? ;    5a :  6  =  5c :  c/;    enz.  enz.,  spreekt  vanzelf. 
Ook  dat  bv.  2a  :  6  =  c  :  V2  d  is ;  enz. 

ö.     Veel  gebruik  vinden  ook  de  volgende  eigenschappen: 

{a-\-b):{C'\-  d)=  a:c  (of  z=zbid). 

{a  —  h)\{c  —  d)z=L  a',  c  {         „         ). 

(a  +  6)  :  (a  —  6)  =  (c  +  d) :  (c  —  d) , 

v^^elke  de  leerling  onder  woorden  zal  brengen. 

Gaat  men  uit  van  de  evenredigheid  a:  c  =  b :  d,  dan 
heeft  men  ook: 

(a  +  c) :  (6  -[-  d)  =  a  :  6  (of  =  c  :  d), 

enz.,  en  ook  dat  brenge  de  leerling  onder  v^^oorden. 

Het    bewijs    der   eerste    twee  eigenschappen  volgt  onmid- 

a  c 

delijk    uit   ~zhl=-±l.  En  de  derde  ontstaat  door  com- 

b  d 

binatie    van    deze    twee.  Want  hebben  twee  evenredigheden 

de  tweede  redens  gelijk,  dan  ook  de  eersten,  enz. 

Meer  algemeen  zijn  de  eigenschappen  : 

(pa  -f-  qb)  :  {pc  +  qd)  =za:  c. 

{pa  +  qb) :  {p'a  +  q'b)  =  (pc  +  qd) :  (p'c  +  q'd) , 

welke  gemakkelijk  zijn  afteleiden,  wanneer  men  bv.  uitgaat 
van  pa  :  qb  =pc  :  qd,  enz. 

Zoo  is  bv.  (2a  —  36)  :  (5a  +  66)  =  (2c  —  3rf)  :  (5c  +  Gd). 

En  dezelfde  eigenschappen  gelden  weer  t.  o.  der  voor- 
gaande en  volgende  termen. 

c.  Een  andere  serie  eigenschappen  vloeit  voort  uit  de  com- 
binatie van  twee  of  meer  evenredigheden.  Zoo  vindt  men 
gemakkelijk    uit    a.  b  =  c  :  d   en    a'  :  b'  =  c'  :d'y    dat   ook 

aa' :  bb'  =  cc' :  dd!. 
a    b        cd 
a    o        cd 

De  leerling  bewijze,  en  brenge  onder  woorden. 
Verder  heeft  men  klaarblijkelijk  ook  : 
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a  :  O  =z  c  :  d  . 

n  n  n  n 

Maar  wat  men  niet  heeft,  is  dat  de  sommen  of  verschillen 
van  de  overeen korastige  termen  van  tvv^ee  of  meer  evenre- 
digheden weer  een  nieuwe  evenredigheid  zullen  vormen.  Men 

schrijve  dus  bv.  nooit  (a4-«0-(^  +  ^')  =  (^  +  <^0*(^+^0> 
wanneer  a  :  b  =  c  :  cl  en  a'  \h'  ^=i  c'  \d'  is.  (In  welk  zeer 
bijzonder  geval  zal  dit  wel  doorgaan  ?) 

De  gelyhfieid  van  meer  dan  twee  verhoudingen  noemt  men 
een  aaneengeschakelde  evenredigheid.  Bv.  a\h-=-c\d'=.e\f-=' 
=zg:h.  Men  kan  dit  ook  in  den  vorm  van  de  gelijkheid 
van  twee  samengestelde  verhoudingen  schrijven,  aldus : 

a\c:e:  g  zzzb'.difih^ 

d.w.z.  de  voorgaande  termen  verhouden  zich  als  de  volgenden, 

d.  Een  belangrijke  eigenschap  bij  dergelijke  evenredigheden  is : 

(a  +  c  +  ^  +  gr) :  (6  +  d  +  ƒ  +  A)  =  a  :  6. 

Bewijs,  en  breng  onder  woorden.  (Uit  a:b  =z  c  :d  volgt 
{a-^  c)  :  {b  -^  d)  =  a  :  b.  Maar  a  :  b  kan  men  vervangen  door 
e  \f.  En  uit  {a  +  ^)  •  (^  +  ^)  =  ^  *•/  volgt,  enz.). 

Algemeener  is  wederom  : 

(pa  +  jc  -f-  ^'^  +  ^9)  •  {pb  +  jd  -f-  ^/  +  «A)  =  a  :  fe. 
(jpa  +  5'c  -}-  're) :  (/>'a  -f"  4^  4"  ^'^)  ^^  (P^  4"  ?^  "l"  ^/ )  •  (p'^  +  4^  +  '*'/)• 

Zoo  is  bv. 
(2a  —  3c  +  ^) :  (3a  +  2c  —  4^)  —  (26  —  3d+/) :  (36  +  2d  —  4/). 

De  leerling  passé  nu  de  voorgaande  eigenschappen  toe  bij 
de  oplossing  der  volgende    Vraagstiikhen, 

1.  Herleid  de  evenredigheid  (o?  4-1) -(^+3) =01? +5):  (^+9) 
zoodanig,  dat  x  alleen  in  den  vierden  term  voorkomt,  en 
bepaal  dan  de  waarde  van  x,  welke  aan  die  evenredig- 
heid voldoet. 

Aanwijzing.  Door  toepassing  van  de  tweede  der  Eigen- 
schappen   b)    volgt    2  :  4  =  (.r  +  1)  :  (^'  +  5),    of  1  :  2  = 
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=z(x  -\-  1)  :  (^  -|-  5).  Pasi  men  de  eigenschap  nogmaals 
tcje,  dan  komt  er  1  :  4  =  1  :  f.r  +  1)»  waaruit  volgt 
/r  +  1  =4,  x=3. 

2.  Doe  nu  hetzelfde  met  (.r— 6):(.r— 3)=(j-+2):(j-+11). 

3.  En  (H)k  met  {.r  —  1) :  (.r  +  4)  =  (2,r  —  5) :  (2,r  +  2). 

4.  En  met  (2.r  —  5) :  (3.r  —  1)  =  (4r  —  7) :  (ftr  +  9). 

5.  Van    welke   evenredigheid    is   a  +  6  =  13,  d  —  c  =  5, 
r/-  a  =  29? 

6.  Schrijf  een  aaneengeschakelde  evenredigheid  op  uit 

a:// 3=4:5;     c:^  =  9:10;     6:<?z=:3:5;    d:^  =  4:5. 

7.  Wanneer  -=--  =  -;  is,  zal  ook  —  --  fr, — 7;  =  -TZiin. 

ABC  pA+qB+rC       A    •' 

Hewijö    door    middel    van    de    eigenschappen  der  even- 

a        b 

redigheden,  en  ook,  door  —  =  — =  enz.  =7i  te  stellen. 

A      B 

o>  ^  b        c  pa-{-qh-]-rc       a 

8.  Wanneer    ^>^>^.,   bewijs  dan.  dat  -^^^^^,^;<^> 
maar  >    . 

n 

O     vv                ^        ^         ^  •      1      •        1     ^(^"  +  *"  +  <'")  « 

y.    Wanneer    ^  =  -  =   -  is,  dan  is  ook =  -  . 

A         B         C  f'        n  n  n  A 

abc  a 

10.  Is     -  ]>  ,,  I>   „  dan  zal  deze  laatste  breuk  weer  <C7» 

nuuir  ^      zijn. 

V.' 

11.  Wanneer  a\h=:  c  :  d,  dan  is  ook 

(a  +  />)" :  (o  +  (/)-  =  («2  +  b') :  (c^  +  rf^)  z=iab:cd. 

Bewijs,  en  toon  aan,  dat  dit  ook  voor  a  —  6,  enz.  geldt, 
en  in  het  algemeen  voor  de  n^  machten. 

12.  W{U\i*om  is  in  elke  evenredigheid  de  som  van  den  grootsten 
en  kleinsten  term  gwoter  dan  de  som  der  beide  andei'e 
termen  ? 
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3.  Rekenkundige,  meetkundige  en  harmonische  even- 
redigheden. De  evenredigheden,  boven  door  ons  behandeld, 
dragen  ook  wel  den  naam  van  meetkundige  evenredigheden, 
omdat  ze  in  de  Meetkunde  een  veelvuldige  toepassing  vinden 
bij  de  gelijkvormigheid  van  figuren. 
In  tegenstelling  daarvan  noemde  men  vroeger 

a  —  b  =1  c  —  d 

ook  wel  een  rekenkundige  evenredigheid.  Dit  is  dus  niet  de 
gelijkheid  van  twee  quotiënten,  maar  de  gelijkheid  van  twee 
verschillen.  De  getallen  noemt  men  dan  rekenhundig-evenredig , 
Eindelijk  heeft  men  nog  z.g.  harmonische  evenredig- 
heden. Vier  getallen  noemt  men  nl.  harmonisck-evenredig ^ 
wanneer  het  verschil  der  eerste  twee  zich  verhoudt  tot  het 
verschil  der  laatste  twee,  als  het  eerste  getal  tot  het  viei^de. 
De  getallen  a,  6,  c  en  d  zijn  dus  harmoniseh-evenredig, 
wanneer  men  heeft : 

(a  —  i)  J  (c  —  d)  =za:  d. 

Zoo  zijn  bv.  de  getallen  3,  4,  8  en  12  harmoniseh-even- 
redig. Immers  : 

(4  —  3) :  (12  —  8)  =  3  :  12. 

Men  noemt  drie  getallen  a,  h  en  c  gedurig-rekenkundig-, 
meetkundig-  of  harmoniseh-evenredig,  wanneer  men  heeft : 

a  —  b  =1  b  —  a. 

a:b  z=:b  :  c. 

{a  s-  b)  :  {b  —  c)  •=^  a:  c. 

Men  moet  zich  daarbij  denken,  dat  het  middelste  getal 
herhaald  wordt,  en  dat  men  eigenlijk  vier  (rekenkundig, 
meetkundig  of  harmonisch)  evenredige  getallen  heeft,  nl. 
a,  b,  b  en  c. 

Men  kan  een  gedurige-/ia7v?2(}/iwcA^-evenredigheid  gemak- 
kelijk verkrijgen,  door  drie  gedurig-r^ie/ii'wnc/^ijr-evenredige 
getallen  op  een  zelfde  getal  te  deelen.  Immers,  zijn  die  getallen 

PP         P 

a  — 1%    a  en  a  +  t?,  dan  zullen  de  getallen  ,  —  en 

a — V    a         a-{-v 

voldoen  aan  de  haiTnonische  betrekking 
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\a — V        aj      \a        <*+V        ^ — ^     a-f-t? 


Want  dan  is  na  herleiding : 

V  V 


a{a — v)     a{a-\-v)       a — v     a-\-v 

hetgeen  een  waarheid  is.  Deelt  men  bv.  de  getallen  1,  2  en  3 
op  6,  dan  verkrijgt  men  de  gedurig-harraonisch-evenredige 
getallen  2,  3  en  6.  Deelt  men  2,  3  en  4  op  12,  dan  ontstaan 
de  getallen  3,  4  en  6.  En  deze  zijn  weer  gedurig  harmonisdi 
evenredig.  Enz.  Enz# 

Bij  dine  gegeven  getallen  kan  men  altijd  een  bijbehoorend 
vierde-evenredig  getal  bepalen,  dat  met  die  gegeven  getallen 
een  rekenkundige,  meetkundige  of  harmonische  evenredig- 
heid vormt. 

Zoo  vindt  men  de  vierde-'nuetkundig'evenredige  tot  a,  é  en  c  uit 

a  1  b  -=.  c  \  a^ 

bc 
gevende  a)  =  —.  Is  het  derde  getal  onbekend,  dan  kan  men 

a 

dit  altijd  tot  vierde-evenredige  maken,  want  uit  a  :  b  =  x  :c 
volgt  b  :  a  =  c  :  ,v.  Evenzoo,  wanneer  het  tweede  of  eerete 
getal  onbekend  is.  Het  zelfde  geldt  t.  o.  der  rekenhnidige 
evenredigheden.  Bij  een  harmonische  evenredigheid  zal  men 
een  vierde-  en  een  c/e^rc/^-harmonisch-evenredige  hebben,  en 
kan  men  door  omkeering  der  evenredigheid  het  eerste  getal 
altijd  tot  vierde,  het  tweede  tot  derde  maken. 

Bij  twee  gegeven  getallen  kan  men  altijd  een  bijbehoorend 
f7(?7Y7^-cvenredig  getal  bepalen,  hetwelk  met  die  gegeven 
getallen  een  gedurige  (rekenkundige,  meetkundige  of  harmo- 
nische) evenredigheid  vormt. 

In  het  bijzonder  vindt  men  de  derde-meetkundig-evenredige 
tot  a  en  6  uit 

waaruit  volgt  .r  =  — .    Het  eerste  getal  kan  weer  tot  deinie- 

a 

evenredige    gemaakt    worden,    maar    niet  het  tweede  getal. 
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Dit  zal  de  z.g.  middelevenredige  vormen.  Hetzelfde  geldt  t.o. 
der  gedurige  rekenkundige  en  Juxivnonische  evenredigheden. 

4.  Middelevenredigen.    Berekenen   w^ij  nu  nog  ten  slotte  de 
verschillende  middelevenredigen  bij  gedurige  evenredigheden. 

a.  De  rekenkundtg-middelevenredige.  Deze  vindt  naen  uit 

a  —  .r  =  o?  —  bj 
waaruit  volgt 

a;  =,  Va  (g  +  b). 

Dit  is,  wat  men  in  de  praktijk  het  y,ge7niddelde"  van 
twee  getallen  noemt.  In  uitbreiding  daarvan  kan  men  ook 
spreken  van  het  gemiddelde  van  n  getallen,  zijnde 

^  =  Vn  (^1  +  ^3  +  •  •  •  +  M- 

b.  De  meetkundig-middeleveni^edige.  Men  vindt  die  uit 

a  i  X  z=.  X  \  b^ 
gevende  '<^  =  v^ot. 

Van    n    getallen    zegt    men,    dat    de    middelevenredige 


n 


=  ^a\  ag  . . .  Un  is. 

c.     De  harinonisch-middelevenredige.  Deze  wordt  gevonden  uit 

{a  —  x)'.{x  —  i)  =:  a  :  6, 
waaruit  «ft  —  ba  =:  ax  —  aft, 

2a6  ab 


derhalve  a 


«+*       'Ma+b) ' 


Noemt  men  de  rekenkundig-middelevenredige  R,  de  meet- 
kundig-middelevenredige  M,  de  harmonisch-middelevenredige 
Hy  dan  heeft  men  dus  : 


H  =  —,    of     M=l^HXR. 

d.w.z.  M  i^  zelf  weer7?2^^^^nrf^^-middelevenredig  tot  fi^en  72. 
Gemakkelijk  is  aantetoonen,  dat  men  altijd  heeft : 
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Dat  R^M  is,  volgt  uit  de  eigenschap  (zie  bl.  111),  dat 
altijd  p'^  +  <Z*  !>  2/>3.  Stelt  men  nu  p^  =  a,  q^  =  b,  dan 
wordt  p  =  V^a,  q  =  l^by  en  men  heeft  dus  a  +  ^]>2v^a6, 

derhalve  V2  (^^  +  ^)  >  V^^^. 

En    dat    MJ>H    is,    volgt    hieruit,    dat    R^M  geeft 

iï/>  —  ,  derhalve  iï/>  /f. 

Zoo  is  van  de  getallen  4  en  9  de  rekenkundig-middel- 
evenredige  ==  Vs  (4  +  9)  =  672 ;  de  meetkundig-middeleven- 
redige  =  ^  4t  X  9  =  6  ;  en  eindelijk  de  harmonisch-middel- 

6^        72 
evenredige  =  -^rr-  =  --  =  5  7/13.  En  inderdaad  is  nu 

6V2>6>5V,3. 


NASCHRIFT. 


B^  het  bewerken  van  dit  eerste  Deel  bood  zich  nu  en  dan  als 
vanzelf  de  gelegenheid  aan,  eenige  bloempjes  te  lezen  uit  des  School- 
meesters Lustgaarde.  [Zie.o.a.  het  Voorwooijl,  en  verder  o.a.  blz.  5, 
33,  34,  43,  122,  167,  181,  183,  184  en  21; 

Van  tgd  tot  tgd  komen  ook  onze  kinderen  bg  hunne  thuis- 
komst uit  de  school  nieuwe  bloempjes  aandragen.  Zoo  moest  ik  een 
hunner  onlangs  helpen  aan  de  z.g.  „getrapte"  breuken,  als  bv. 
^f^l        .    Deze  dingen  zgn  nog  veel  fraaier  dan  de  „samengestelde'* 

breuken,  waarover  ik  het  op  blz.  122  had.  Het  behoeft  wel  geen 
betoog,  dat  ook.  zoo*n  getrapte  breuk  eenvoudig  zotternij  is;  en  te 
betreuren  is  het  zeker,  dat  onze  kinderen  nog  altijd  met  dergeigken 
onzin  worden  grootgebracht.  M.  i.  kan  men  zijn  tijd  nuttiger 
besteden  met  erwtenwieden. 

Ik  zou  wel  eens  willen  weten,  wie  zulke  dingen  uitvinden.  Want 
io'  behoorlgke  leerboeken  vindt  men  natuurlgk  dusdanige  fraaiig^ 
heden  niet.  Die  duiken  altgd  van  onderen  op,  uit  de  Lagere  School, 
wielke^  nog  steeds  de  kweekplaats  schijnt  te  zgn  van  al  die  zeldzame 
gewassen,  welke  onzen  kleinen  worden  voorgezet. 

Ben  sprekend  staaltje  hiervan  is  ook  de  reeds  zoo  langen  tgd  in 

omloop  zgnde-  „Gebruiksaanwgzing'*  voor  de  Volgorde  der  verschil^ 

lende,  bewerkingen.    Ik   bedoel    het    regeltje :    „Mevrouw    Van   Dam 

Wncht  Op  Antwoord*\  waarin  de  voorrang  der  verschillende  bewer- 

kiiïgen  t. o.  van  elkaar  zou  zgn  uitgedrukt: 

1.  Machtsverbejing  —  2.  Vermenigvuldiging  —  3.  Deeling  — 
4i   Worteltrekldng  —  5.  OptdJing  —  6.  Aftrekking. 

Dat  dit  pure  onzin  is,  voelt  ieder  die  nadenkt.  Ik  had  dan  ook 
re^dfl  een  tiental  jaren  geleden  het  voornemen  daartegen  iebs  te 
sehrg^ven,  maar  liet  dit  tot  heden  achterwege,  meenende  dat  dwaas- 
heid^^n    nooit,  langen,  tgd  kunnen  big  ven  bestaan.  Ik  zie  echter,  dat 
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deze  zotterny  nog  altijd  welig  tiert.  Tot  zoo  krachtigen  bloei  kun- 
jien  somtyds  zelfs  kasplantjes  uit  bovenbedoelden  Lusthof  geraken. 

Ik  moet  er  dus  hier  wel  iets  over  zeggen.  Men  leze  nog  eens 
aandachtig  blz.  9  en  153  van  deze  Lessen.  Daaruit  ziet  men  — 
wat  trouwens  iedereen  weet,  of  weten  moe^t  —  dat  optellifig  en 
a/trekking  geen  voorrang  t.  o.  v.  elkaar  bezitten.  Staat  er  bv. 
5  —  3  +  4,  dan  gaat  de  aftrekMng  vóór,  en  niet  de  Optelling,  want 
de  volgorde  der  verschillende  bewerkingen  wordt  eenvoudig  door 
de  volgorde  der  teekens  aangeduid.  Wil  men  de  optelling  van  4  bg 
3  laten  voorgaan,  dan  weet  ieder,  dat  dan  haakjes  noodig  zgn : 
5  —  (3  +  4).  Dit  leert  men  reeds  in  de  eerste  klasse  der  Middel- 
bare School.  Het  regeltje  :  „Mevrouw  van  Dam",  etc.  gaat  dus  reeds 
hier  niet  op.  Toch  weet  ik,  dat  er  scholen  zijn,  waar  geleerd  wordt: 
»,Optelling  gaat  voor  Aftrekking"  ! 

Evenmin  bestaat  er  natuurlgk  een  voorrang  van  verinenigmddiging 
en  deeling  t.  o.  v.  elkaar  (zie  blz.  50  en  153).  Bij  6:2X3  gaat  de 
deeling  voor,  en  niet  de  Vermenigvuldiging.  Ieder  weet,  dat  om  hier 
de  vermenigvuldiging  te  laten  voorgaan,  weer  haakjes  noodig  zijn, 
en  dan  6:  (2X3)  moet  geschreven  worden.  Ook  hier  faalt  derhalve 
Mevrouw  van  Dam.  Toch  weet  ik,  dat  er  scholen  zgn,  waar  geleerd 
wordt :  „Vermenigvuldiging  g£^at  voor  Deeling." 

Alleen  t.  o.  v.  machtsverhejffing  en  wortehrekking  is  het  regeltje 
goed  :  inderdaad  gaat  de  eerste  bewerking  altgd  vóór  de  tweede 
(zie  blz.  153). 

En  dat  Vermenigvuldiging  en  Deeling,  en  ook  Machtsverhe£Sng 
en  Worteltrekking  vóór  Optelling  en  Aftrekking  gaan,  is  eveneens 
correct  (zie  bl.  26,  37,  51,  154).  Ook,  dat  MachtsverheiBSng  vóór 
Vermenigvuldiging  en  Deeling  gaat  (zie  weder  blz.  37). 

Maar  geheel  foutief  is  alweer  de  vreemde  plaatsing  der  toor- 
teltrekking.  Zouden  heusch  Vermenigvuldiging  en  Deeling  voor- 
gaan ?  Iedereen  zal  toch  1^2X3  opvatten  als  1^2,  vermenigvul- 
digd met  3,  en  dan  liefst  31^2  schrijven  (zie  blz.  155),  evenals 
hij  niet  V^2  +  3,  maar  ter  voorkoming  van  misverstand  3  +  V^2 
schrijft.  En  evenzoo  zal  wel  door  ieder  1^2:3  worden  opgevat  als 
V^2,  gedeeld  door  3.  Wie  de  Vermenigvuldiging  of  Deeling  wil 
laten  voorgaan,  gebruikt  of  haakjes^  of  een  streep  \  V^(ax6)  of 
V^a  X  h.  Ook  in  dit  geval  slaat  Mevrouw  van  Dam  dus  de  plank  mis. 


III 

Eo  DU  hoop  ik,  dat  het  bovenstaande  er  toe  zal  bijdragen  het 
zotte  regeltje  zachtjes  aan  te  doen  verdwijnen.  En  dat  dan  meteen 
de  „getrapte''  breuken,  e.  d.  ons  zullen  verlaten,  is  de  oprechte 
wensch  van  den  Schrijver. 

29  April  1904. 
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VOORWOORD. 

Ook  dit  tweede  Deel  z\]  een  even  gunstig  onthaal  toegewenscht 
als  het  eerste.  De  schriftelijke  bewijzen  van  instemming  en  waar- 
deering, die  ik  van  zoo  vele  Onderw^zers,  Leeraren  en  Hoofden 
van  verschillende  Inrichtingen  van  onderwys  mocht  ontvangen,  en 
waarvoor  ik  hun  hier  openlyk  dank  betuig,  zgn  mg  een  bewijs,  dat 
ik  bij  de  behandeling  der  Leerstof  niet  heb  misgetast. 

Men  heeft  de  opmerking  gemaakt,  dat  het  wenschelijk  is  in  een 
gedurig  product  de  volgorde  der  achtereenvolgende  Vermenigvuldi- 
gingen van  rechts  naar  links  te  nemen,  in  overeenstemming  met 
3  het  spraakgebruik,  dat  aan  het  X  teeken  de  beteekeni«  van  keer 
toekent.  Dit  is  juist  in  de  Rekenkunde,  en  ook  in  de  Algebra 
,  waar  het  coëfficiënten  geldt  (^ie  Deel  I,  blz.  25).  Maar  in  alle 
andere  gevallen  heeft  het  X  teeken  geen  andere  beteekenis  dan 
vermenigvuldigd  met^  evenals  het  +  teeken  de  beteekenis  heeft  i^er- 
viee7'derd  met.  Zoo  beteeken t  Sab  niet  anders  dan  3-keer  ab.  Maar 
ah  beteeken t  a  vei'menigvuldigd  met  b.  Dit  niet  te  onderscheiden,  is 
de  oorzaak  van  v^el  verwarring  op  dit  gebied  geworden. 

Uitgever  en  drukker  mijn  dank  voor  de  duidelijke  en  royale 
typografische  uitvoering. 

Voor  gegronde  op-  en  aanmerkingen  van  bevoegden  houd  ik 
mij  altgd  aanbevolen. 

Hilversum,  26  Sept.  1904. 
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Vs. 

Vl6. 

1. 

V», 

V.. 

V84, 

VlSO. 

1.  Bepalingen,  enz.  Elke  rij  van  getallen,  positieve  of  nega* 
tieve,  geheele  of  gebroken,  meetbare  of  onmeetbare,  die  op 
de  een  of  andere  wijze  van  elkaar  afhapgen,  kan  men  een 
reeks  noemen. 

Zoo  zijn  bv.  de  volgende  getallenrijen  alle  voorbeelden 
van  reeksen. 

enz. 

enz. 

enz. 

enz. 

enz. 

Bij  de  eerste  getallenrij  verkrijgt  men  elk  volgend  getal, 
door  bij  het  voorgaande  3  optetellen ;  bij  de  tweede,  door 
het  voorgaande  met  5  te  verminderen.  Bij  de  derde  rij  is 
het  quotiënt  van  elke  twee  opeenvolgende  getallen  =  2 ; 
bij  de  vierde  rij  is  dit  quotiënt  =  ^'j.  Eindelijk  bestaat  bij 
de  vijfde  getallenrij  de  regelmatigheid,  dat  de  noemer  van 
het  tweede  getal  =1x2,  die  van  het  derde  getal  =  1x2x3, 
die  van  het  vierde  =1x2x3x4  is;  enz. 

De  afzonderlijke  getallen  heeten  de  termen  der  reeks.  Wor- 
den deze  grooter  en  grooter,  dan  noemt  men  de  reeks  opklim- 
Tiiencl;  in  het  tegenovergestelde  geval  afdalend.  In  de  boven- 
staande vijf  voorbeelden  is  dus  alleen  de  eerste  en  derde 
reeks  opklimmend. 

1 


2 

De  reeksen  worden  in  verschillende  soorten  onderscheiden : 
rekenkundige  reeksen,  meetkundige  reeksen,  Jiannonische  reek- 
sen, enz.  Wij  zullen  al  die  reeksen  in  het  volgende  kortelijk 
behandelen. 

2.  Rekenkundige  reeksen.  Zijn  de  verschillen  van  tw^ee  opeen- 
volgende termen  steeds  hetzelfde,  dan  spreekt  men  van  een 
rekenkundige  reeks. 

De  beide  eerste  der  bovenstaande  voorbeelden  zijn  derhalve 
rekenkundige  reeksen  ;  de  eerste  is  opklimmend,  terw^ijl  het 
,yverschil"  =3  is ;  de  tw^eede  afdalend  met  het  verschil 
—  5.  Wij  zien  dus  dadelijk,  dat  rekenkundige  reeksen  met 
een  positief  verschil  opklimmend  zijn  ;  die  met  een  negatie/ 
verschil  afdalend. 

Verder  is  het  duidelijk  (waarom  ?)  dat  elke  drie  opeenvol- 
geilde  termen  een  gedurige  rekenkundige  evenredigheid  vor- 
men (zie  Deel  I,  bl.  229).  Derhalve  is  ook  elke  term  reken- 
kundig-middelevenredig  tot  den  onmiddelijk  voorafgaanden 
en  volgenden  term. 

De  eerste  term  van  een  reeks  noemt  men  gewoonlijk  a, 
het  verschil  v.  Wij  kunnen  nu  gemakkelijk  een  formule 
afleiden  voor  den  n^^'  term  der  reeks,  dien  we  Tn  zullen 
noemen. 

Is  nl.  de  eerste  term  =  a,  dan  is  de  tweede  =  a  -f- 1», 
de  derde  z=:  a  -f"  2v,  de  vierde  =  a  +  3i;,  enz.  De  10«  term 
zal  derhalve  =  a  +  ^^  ^iijn,  en  in  het  algemeen  de  n^  term 
=  a  +  (7i  —  1) );.  Wij  hebben  dus  : 

3\,  zz=  a  -j-  (n  —  1)  V. 

Zoo  zal  van  de  reeks  2,  5,  8,  enz.  de  40^  term  {T^  =^ 
=  2  +  39X3  =  119  zijn,  terwijl  de  100-^  term  (^,00)  = 
=  2  +  99x3  =  299  is.  Van  de  reeks  12,  7,  2,  enz.  zal  de 
10nerm(7^,o)  =  12  +  9X(— 5)of  =  12  — 9X5  =  — 33zijn. 

Om  een  formule  te  vinden  voor  de  som  van  n  termen,  aan- 
geduid   door   Sn,  moeten  wij  eerst  een  eigenschap  bewijzen. 

Noemen  wij  den  /i*"  term  (7'„)  voor  het  gemak  de /oafete 
term  of  /.  Dan  is  gemakkelijk  aan  te  toonen,  dat  de  som 
van   elke   twee  termen,    die    resp.  evenver  van  den  eei'Sten 


en  laatsten  term  verwijderd  zijn,  steeds  =  a  -j-  /  is.  Want 
de  j}^  term,  van  voren  af  gerekend,  zal  =  a  -}-  ip — 1)*^  ^iijn. 
Maar  evenzoo  zal  de  />^  term,  van  achteren  af  gerekend, 
=:  / —  {p — 1)  V  zijn.    Tezamen  dus  =z=  a  4"  ^• 

Zoo  is  van  de  reeks  3,  7,  11,  15,  19,  23  blijkbaar 
3  +  23  =  7  +  19  =  11-1-15. 

Is  het  beschouwde  aantal  termen  oneven,  dan  is  er  een 
middelste  term  M,  en  voor  deze  geldt : 

M  =  Vg  (a  +  l). 

Immers  men  heeft  iï/=  a  +  mi;,  maar  ook  M^z,l — /nv, 
wanneer  de  middelste  term  ni  termen  van  a  en  /  verwijderd 
is.  Tezamen  derhalve  2  M=  a  +  /,  M=  Va  (a  +  /).  De 
middelste  term  is  dus  ook  rekenkundig-middelevenredig  tot 
a  en  /. 

Thans  kunnen  wij  de  som  van  n  termen  bepalen.  Is  n 
even,  dan  kan  men  de  reeks  verdeelen  in  ^/^n  groepen  van 
telkens  twee  termen,  waai'van  de  som  =  a  +  /  is.  Wij  vin- 
den dus  Sn  =  V2  ''*  (^  H"  O-  Is  echter  n  oneveuy  dan  kan  men 
eerst  den  middelsten  term  weglaten.  De  som  der  overige 
termen,    waarvan    het  aantal  nu  n — 1  is,  zal  dan  blijkbaar 

V2  (^ — 1)  (^  +  O  zy^-  Maar  de  middelste  term  is  =:  V2  i<^  +  O» 
zoodat  de  geheele  som  zal  bedragen  -. 

y^{n-l)(a  +  Z)  +  Va(a  +  O  =  V2n(a  +  l). 

Wij  hebben  derhalve  in  elk  geval,  zoowel  bij  even  als  bij 
oneven  n: 

Sn  =  V2  71  (g  +  l). 

Van  de  reeks  2,  5,  8,  11,  14,  17,  20,  23,  26,  29,  die 
uit  10  termen  bestaat,  zal  alzoo  de  som  dezer  10  termen 
(5io)  =  5  (2  +  29)  =  155  zijn.  Van  de  reeks  12, 7, 2,  —  3,  —  8, 
—  13,-18  is  de  som  van  7  termen  (57)  =  7/2(12— 18)=— 21. 

(Controleer  die  beide  uitkomsten  nu  eens  door  directe 
optelling  der  termen). 

Wij  gaan  nu  nog  een  stap  verder.  Daar  /  of  7'„  bepaald 
is  door  de  formule  /  =  «r  +  (n — 1)  v,  zoo  kunnen  wij  ook 
schrijven  : 

1* 


5„  =  Van(2a  +  (n-l)r), 

of 

fi^  =  na  -f  Va  n  (n  - 1)  ty. 

Deze  laatste  formule  is  algemeener  dan  de  vooi^aande, 
omdat  /  meestal  niet  bekend  is.  Wij  kunnen  nu  direct  de  som 
van  bv.  100  termen  der  reeks  2,  5,  8,  enz.  bepalen.  Men  zal 
vinden:  >Sioo  =  100X2+50x99x3=200  +  14850  =  15050. 

« 

Dit  gaat  dus  door  deze  formule  bijzonder  vlug. 

Wij  kunnen  de  laatste  formule  voor  Sn  nog  anders  aflei- 
den. Men  heeft  nl.  te  sommeeren :  a,  a  +  v,  a  +  2t?,  a  +  3t', 

enz a  +  (u — 1)  v.     De    som    hiervan    is    blijkbaar 

7ia  +  (l  +  2  +  3  +  ....  +  («—  1) ) V.  Past  men  nu  op  de 
reeks  tusschen  haakjes  de  formule  Sn  =  Va  (^  +  O  ^^^'  ^*"* 
wordt  deze,  daar  het  aantal  termen  dezer  i-eeks  n — 1  is: 
Vi  (n — 1)  (1  +  (n—1))  =  Vg  {n — 1)  n.  Wij  vinden  dus  voor 
Sn  weev  7ia+  ^/fin{n — l)v,  evenals  boven. 

Het  komt  een  enkele  maal  voor,  dat  men  tusschen  elke 
twee  opeenvolgende  termen  van  een  rekenkundige  reeks  een 
zeker  aantal  termen  moet  invoegen,  z(So  dat  deze  met  de 
termen  der  oorspronkelijke  reeks  wederom  een  rekenkundige 
reeks  vormen.  Dit  noemt  men  interpoleeren  (tusschen- 
voegen,  inlasschen).  Heeft  men  bv.  de  reeks  5,  13,  21,  29, 
enz.,  en  wordt  gevraagd  tusschen  elke  twee  opeenvolgende 
termen  drie  termen  te  interpoleeren,  dan  heeft  men  blijkbaar  : 

5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19,  21,  enz. 

Men  vindt  die  termen  door  de  volgende  eenvoudige  over- 
weging. Moeten  er  drie  termen  worden  tusschengevoegd, 
dan  wordt  het  oorspronkelijke  verschil,  hier  8,  in  4  gelijke 
deelen  verdeeld ;  het  nieuwe  verschil  zal  derhalve  =  2  zijn, 
en  men  heeft  5,  7,  9,  enz.  In  het  algemeen  zal  het  nieuwe 
verschil  ü\  wanneer  men  p  termen  moet  interpoleeren, 
bepaald  zijn  door  de  formule 


V'  =  

P+1 


5 
3.  Vraagstukketi. 

1.  Wanneer  van  een  rekenkundige  reeks  Van  17  termen 
de  9^  term  =  12  is,  zoo  vraagt  men  naar  de  som  van 
die  17  termen.  (Denk  aan  de  formule  voor  M). 

2.  Men  vraagt  ƒ  135  zoodanig  onder  6  personen  te  ver- 
dèelen,  dat  de  tweede  ƒ  5  meer  krijgt  dan  de  eerste, 
de  derde  weer  /  5  meer  dan  de  tweede,  enz. 

3.  De  som  van  den  4*"*  en  12®"*  term  van  een  reken- 
kundige reeks  is  70;  die  van  den  20^  en  32®'^  term 
is  214.  Welke  is  die  reeks? 

4.  Van  de  reeks  15,  33,  51,  enz.  wordt  elke  term  zoo- 
danig in  drie  deelen  verdeeld,  dat  al  die  deelen  samen 
een  nieuwe  rekenkundige  reeks  vormen.  Welke  is  die 
reeks? 

5.  Van  welke  rk.  reeks  is  de  som  der  eerste  8  termen 
=  29,  terwijl  die  van  de  eerste  20  termen  =  65  is? 

6.  En  van  welke  is  de  som  der  eerste  6  termen  =  123, 
die  der  laatste  6  termen  =  711,  terwijl  de  som  van 
alle  termen  =  1390  is?  (Denk  aan  a  +  /). 

7.  Er  is  een  rk.  reeks  van  ?i  +  5  teraien.  Daarvan  is  de 
som  der  eerste  n  termen  =  200,  •  die  der  3  volgende 
=  138,  die  der  laatste  2  termen  =  112.  Welke  is  die 
reeks?  (Laat  eerst  de  eei'ste  n  termen  weg). 

8.  Druk  bij  een  rk.  reeks  S  in  Muit,  wanneer  n  oneven  is. 

9.  Hoe  groot  is  de  som  van  alle  getallen  <^  1000,  welke 
bij  deeling  door  7  tot  rest  5  geven? 

10.  En  van  alle  getallen  <  2000,  welke  tegelijk  5  voud  +  2 
en  8  voud  —  3  zijn  ? 

11.  Men  vraagt  hetzelfde  voor  alle  getallen  <500,  die 
wel  door  8,  maar  niet  door  6  deelbaar  zijn. 

12.  Hoe  groot  is  de  som  van  alle  getallen  >  1000  <  2000, 
welke  nóch  door  5,  noch  door  7  deelbaar  zijn? 

13.  Kan  bij  een  rekenkundige  reeks  de  verhouding  van  de 
8om  van  rt  termen  en  die  der  daaropvolgende  n  termen 
onafhankelijk  zijn  van  ii? 
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14.  Wanneer  men  de  reeks  der  oneven  getallen  dpsehrijft: 
1,  3,  5,  7,  9,  11,  enz.,  en  men  bepaalt  achtereenvolgens 
de  som  van  1  term  (gevende  1),  vfui  de  2  daarop- 
volgende termen  (gevende  3  4-5  =  8),  van  de  3  liierop- 
volgende  termen  fgevende  7  -|-  9  +  H  =  27),  enz.,  dan 
bemerkt  men  spoedig,  dat  men  de  rij  der  derderoachten 
der  opvolgende  getallen  1,  2,  3,  enz.  verkrijgt.  Bewijs  dit. 

Oplossing.  Beschouwen  wij  een  groep  van  n  termen. 
Daaraan  gingen  dus  vooraf  gixjei)en  van  resp.  1,  2, 
3, . . .  (/*  —  1)  termen,  samen  '/^  0^  —  1)  ^*  termen.  De 
eei-ste  term  der  beschouwde  groep  van  n  termen  is 
derhalve  de  \^/i7i{n  — 1)-|-1}«  term  der  reeks,  en  is 
dus  =  1  +  V2  ^  ('ï  —  1)  X  2  =  1  +  n(n  — 1).  Voor  de 
som  der  n  termen  vindt  men  dus  w  [1  -|-  w  {n  —  1)]  + 
+  V2  w  (/i  —  1)  X  2  =  n  [1  +  n  in  — 1)  +(n  — l)]  =  nS. 
(w.  t.  b.  w.). 

15.  Tusschen  elke  twee  opeenvolgende  termen  van  de  reeks 
4,  11,  18,  25, . . .  67  interpoleert  men  3  termen.  Welke 
is  de  „som"  der  nieuwe  reeks?  (Gebruik  de  formule 
Sn  =  \/2  w  (^  -|-  /),  en  bepaal  dus  het  aantal  termen  der 
laatste  reeks). 

16.  Men  heeft  een  rekenkundige  reeks,  waarvan  de  som  =  100 
is.  Na  interpolatie  van  5  termen  tusschen  elke  twee 
termen  van  die  reeks  wordt  de  som  =  550.  Uit  hoeveel 
termen  bestond  die  reeks? 

17.  Hoeveel  termen  moet  men  wel  interpoleeren  tusschen 
die  van  de  reeks  25,  19,  13,...  —  89,  opdat  de  som 
de  nieuwe  reeks  =  — 1856  worde? 

18.  Hoe  groot  is  de  som  van  een  oneindig  voortloopende 
opklimmende  rekenkundige  reeks,  en  van  een  id.  af- 
dalende ? 

4.  Harmonische  reeksen.  Wanneer  men  de  termen  van  een 
rekenkundige  reeks  alle  op  een  zelfde  getal  deelt,  dan 
verkrijgt  men  een  harmonhiche  reeks. 

Zoo    geeft  bv.  de  rekenkundige  reeks  1,  2,  3,  4,  enz.  de 
harmonische  1,  Y.»>  Va»  'A»  ^^^^- 


Uit  het  in  Deel  I  (bl.  229—230)  behandelde  volgt  on- 
middelijk,  dat  van  een  harmonische  reeics  elke  drie  opeen- 
volgende ternien  een  gedarige  hannonisclie  evenredigheid  zullen 
vormen,  terwijl  elke  term  harmonlHch-middelet^enredig  zal 
wezen  tot  den  onmiddelijk  voorafgaanden  en  volgenden  term. 

De  behandeling  dezer  reeksen  is  van  uiterst  weinig  belang, 
en  daarom  vermelden  wij  alleen,  dat  men  gemakkelijk  een 
uitdrukking  voor  den  ,,aïgenieenen''  term,  d.w.z.  voor  Tn  kan 
vinden,  door  van  de  eerste  twee  termen  a  en  h  uit  te  gaan. 
Keeren    wij    deze  nl.  om,  dan  krijgen  wij  de  rekenkundige 

reeks  -,  ->  ©te,    w^elke  met  de  gegeven  harmonische  reeks 
a     o 

coiTespondeert.  D.w.z.  volgens  de  bepaling  der  harmonische 
reeksen  verkrijgt  men  achtereenvolgens  alle  termen  der 
harmonische  reeks,  door  die  der  overeenkomstige  reken- 
kundige    reeks     omtekeeren.     Nu    is    het    „verschil'*    der 

•      1       1.             1            11        a — b 
rekenkundige    reeks  = =  — ~,    zoodat    voor   deze 

o  a  ah 

reeks  geldt: 

a  ab  ab 

Door  omkeering  vindt  men  dan  voor  de  harmonische: 

T  —  ^ 

J-  n   — — 


""       a+(n— 2)(a--*) 


Ook  het  interpoleeren  van  termen  tusschen  die  van  een 
harmonische  reeks  is  tot  het  interpoleeren  bij  een  reken- 
kundige reeks  terugtebrengen. 

5.  Meefkundige  reeksen.  Is  bij  een  rekenkundige  reeks  het 
verschil  van  twee  opeenvolgende  termen  steeds  het  zelfde, 
bij  een  meetkundige  reeks  is  dit  het  geval  met  het  quotiënt. 
Het  derde  en  vierde  der  voorbeelden  van  ^  1  zijn  dus 
meetkundige  reeksen.  Ze  zijn  opklimmend ^  wanneer  het 
quotiënt,  reden  genoemd,  >  1  is,  en  afdalend,  wanneer  de 
reden    <^  1   is.   (wanneer  nl.  de  eerste  term  positief  is).  Bij 
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de  opklimmende  reeks  3,  6,  12,  enz.  is  bv.  de  reden  =2; 

bij   de  afdalende  reeks  1,  Vg^  V4>  ^^^'  '^  ^^^  =  */2' 

Wederom  zullen  drie  willekeurige  opeenvolgende  termen 
altijd  (/edurig-nieethindifj-eve^ireclu/  zijn,  en  is  elke  term  meet- 
kundi^g-inifldehveiireduj  tot  den  voorafgaanden  en  volgenden 
term. 

Is  de  eerste  term  weer  =  a,  en  noemt  men  de  i-eden  =  r, 
dan  is  blijkbaar  de  tweede  term  =  ar,  de  derde  term  =  ar-, 
de  vierde  =  ar^,  enz.  De  10«  term  zal  =  ar^,  de  w^term 
alzoo  =  ar^'-^  zijn.  Wij  vinden  dus  voor  den  algemeenen  tenn: 

Vergelijkt  men  dit  met  de  uitdrukking  voor  7'„  bij  de 
rekenkundige  reeksen,  nl.  2\  =  ^  -f-  (^^  —  1)  ^>  dan  blijkt, 
dat  alle  bewerkingen  een  gitiad  zijn  verhoogd.  De  opielling 
van  a  en  {a  —  l)v  is  vermmigvuldiging  van  a  en  r"""* 
geworden  ;  de  vermenigvuldiging  van  v  met  n  —  1  is  machts- 
vevlieffing  van  r  tot  de  {n  —  1)**  macht  geworden. 

In  plaats  van  de  eigenschap,  dat  de  som  van  elke  twee 
termen,  die  evenver  van  de  uitersten  verwijderd  zijn,  =  a  +  ' 
is,  treedt  nu  de  eigenschap,  dat  het  pvduct  van  elke  twee 
zoodanige  termen  =  a  X  ^  is.  (waarom  ?).  En  in  plaats  van 
J/=Y2(öJ  +  0»  wanneer  n  oneven  is,  vindt  men  thans: 

M  —  i^al. 

In  plaats  van  de  r^^v^w^-zmrfiVz-middelevenredige  verschijnt 
alzoo  de  7/?f?^^A,'wnrZiU7-middelevenredige. 

Welke  formule  zal  hier  nu  ovei'eenstemmen  met  de  formule 
Sn'=  ^l%n  {a  +  /)  bij  de  rekenkundige  reeksen  ? 

De    som    van  n  termen  vindt  men  op  de  volgende  wijze : 

,S,i  =  «  -f-  rtr  -|-  ar^'  -f-  ^^'^  +**"  +  ^^~"^~l~^^"""*+^*^~"* 


(r— l)S„  =  arn-— a. 
Derhalve  is 

Sa  =  a -. 

r — 1 


«/ 


Men  kan  deze  formule  ook  vinden  door  te  schrijven : 


Voor  de  som  der  eerste  8  termen  vindt  men  #Sg  =  3  ^: — -  = 


Sn  =  a{l  •\-r  +  r^-\-  ...  +  r«~2  +  r»-!), 

en  op  te  merken,  dat  de  vorm  tusschen  haakjes  verkregen 
woixit,  door  /•*»  —  1  door  r  —  1  te  deelen.  (Zie  Deel  I, 
biz.  66  en  68). 

Is  de  reeks  afdalend,  dan  is  r<^l,  derhalve  ookr"<^l, 
en  doet  men  beter  te  schrijven  : 

1— r" 

*S>i  =  rt . 

1  — r 

Teller  en  noemer  zijn  dan  positief. 
Voorbeelden  der  formules  voor  Tn  en  Sn> 
Van  de  reeks  3,  6, 12,  enz.  is  ^10=3  X  2»=3  X  512  =  1536. 

28—1 

2—1 
=  3  X  255  =  765. 

Van  de  i-eeks  1,  ^/s*  V4»  Vs»  ^nz.  zal  de  10®  term  zijn 
7^3^=1  X(Vs)®=V5i2-  En  voor  de  som. der  eei*ste  8  termen 
zal  gevonden   worden  : 

Ook  bij  meetkundige  reeksen  kan  men  termen  tusschen 
elke  twee  opeenvolgende  interpoleerm,  zóo  dat  deze  termen 
met  die  der  oorspronkelijke  reeks  een  nieuwe  meetkundige 
reeks  vormen. 

Moet  men  bv.  2  termen  interpoleeren  tusschen  die  der 
reeks  2,  16,  128,  enz.,  dan  vindt  men  gemakkelijk : 

2,    4,     8,    16,     32,     64,    128,     enz. 

In  het  algemeen  kan  men  het  nieuwe  verschil  op  de  vol- 
gende wijze  bepalen.  Voor  den  tweeden  term  b  der  ooi'spron- 
kelijke  reeks  kan  men  schrijven  : 

h  =z  ar  ^=1  ar'^^  . 

[Immei-s  die  term  zal  de  {p  +  2)®  der  nieuwe  reeks  zijn, 
wanneer  i>  termen  woixlen  geïnterpoleerd].  Men  heeft  derhalve 

r=zr'^  ,  waaruit  volgt : 


lÓ 

/  =  Xy'  r 

Merk  weer  op,  dat  deze  formule  uit  de  overeenkomstige 
bij    de    rekenkundige  reeksen  kan  afgeleid  worden,  door  de 

r 
bewerkingen    éen    graad    te    verhoogen.    Inplaats    van  — - 

heeft  men  thans  l^^'r. 

In  ons  bovenstaande  voorbeeld  is  v  =  8,  en  zal  dus,  daar 
jy  =  2  is,  v'  z=  ];^  8  =  2  zijn,  waardoor  men  de  i-eeks  2,  4, 
8,  16,  32,  enz.  verkrijgt. 

6.  Vraagstukken. 

1.  Druk  bij  een  mk.  reeks  Sn  eens  uit  in  r, /,  a,  en  berekeil 
dan  Sny  wanneer  gegeven  is  a  =  5,  /  =  3645,  r  =  3. 

2.  Een  Indisch  vorst  kwam  met  den  uitvinder  van  het 
schaakspel  overeen,  dat  deze  de  volgende  belooning 
zou  ontvangen  :  voor  het  1®  vakje  van  het  schaakbord 
1  rijstkorrel,  voor  het  2®  vakje  2  korrels,  voor  het 
3«  vakje  4  korrels,  enz.  enz.,  tot  en  met  het  64^  vakje. 
De  vorst  hield  deze  belooning  voor  bespottelijk  gering; 
ga    eens    na  hoeveel  ze  inderdaad  bedroeg. 

Dit  vraagstuk  is  uitnemend  geschikt  de  kracht  van 
aangroeiing  van  een  meetkundige  reeks  te  doen  gevoelen. 
De  gevraagde  som  is  nl. : 

26*— 1 

'^ö*  =  i^IT"  = '^'*  -  ^• 

En  nu  is  2^0  =  1024,  derhalve  2^»  =  (2io)2  =  1.048576, 
24o_ (220)^ _  1.099511.627776,  dus  reeds  ruim  1  billioen. 
En  20^  =  2*^X22'^  =  1.152921.504606.846976,  derhalve 
ruim  1  trillioon.  Eindelijk  hebben  wij  2«*  =  2®'^  X  2*  = 
=  18.446744.073709.551616,  alzoo  circa  18,5  trillioen 
rijstkorrel 8 ! 

Stel  nu  eens,  dat  1  M^.  rijst  25  X  10^  korrels  kan 
bevatten    (in    1    cM^.    gaan  er  ongeveer  25).  Nu  iö  het 
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.TV,      (2»i2)'      (40X10«)' 
geheele  aardoppervlak  =4»/£*  = = := 

3t  31 

=  i^  10^2  =  circa  500  X  10'^  M-.  Derhalve  zou  dit 

1  M.  hoog  door  circa  12500  X  10^^  rijstkorrels  kunnen 
bedekt  worden.  Voor  de  gevraagde  18,5  trillioen  korrels 
is  derhalve  noodig  het  geheele  aaroppervlak,  ongeveer 
17a  tnM.  dik  belegd ;  of  rekent  men  de  zeeën  niet 
mede,  dan  zou  al  het  vetste  land  der  aarde  circa  6  mM. 
dik  met  rijst  moeten  belegd  worden,  om  de  geëischte 
beloon  ing  te  kunnen  bevatten. 

3.  Bereken  de  waarde  van  x  uit  de  vei^elijking 

4.  Bepaal  de  som  van  5  termen  van  de  reeks  a^,  av^ah,  enz. 

Oplossing.  Voor  den  tweeden  term  kan  men  schrijven 

a  *b  ,  zoodat  de  reden  der  reeks  =a  6  '  zal  wezen. 
Voor  de  gevraagde  som  heeft  men  derhalve : 

/  -V, ,  V,\5     -         V,    -V.  */.     - 
Q  _^g\^       b   )  —1  _a     a       b    —1 

a       o   — 1  a     a       o    — 1 

_h    —a     _  a^X^a^b'^V^b 

o    — a 

N.B.    Stelt    men    \^a^=ip,    \y^b=:q,   dan  wordt  dit 

p5 — qb 

laatste  - — ^,  en  dit  geeft  na  deeling  de  oorspronkelijke 
p—q 

reeks  terug,  (laat  dit  eens  zien). 

5.  Bepaal  nu  eens  op  de  zelfde  wijze  de  som  van  6  ter- 
men der  reeks  at^  a  —  aiy  b-^-l^  aW  +  . . . 

6.  Van  een  meetkundige  reeks  van  6  termen  is  de  som 
der  eerste  4  termen  =  80,  die  der  laatste  4  termen 
=  720.  Welke  is  die  reeks? 

7.  Van  welke  meetkundige  reeks  is  de  som  van  4  termen 
=  75,  en  van  8  termen  =1275? 
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8.  Van  een  meetkundige  reeks  van  18  termen  is  de  som 
van  den  1^",  3®»,  5®",  enz.  term  =390,  die  van  den 
jcn^  4cn^  7cii^  enz.  tcmi  =  J20.  Bereken  de  reden  en 
de  som  van  alle  termen,    -r.a  3  *7  k*  "^  , 

9.  Er  zijn  6  getallen,  waarvan  net  4*^  het' 1  o- vo^Ö  van  het 
1®  is,  het  5«  het  10- vond  van  het  2«,  en  het  6«  het 
12-voud  van  het  3e.  Zoo  nu  de  eei*ste  drie  getallen  een 
rekenkundige  reeks  vormen,  de  laatste  drie  een  meet- 
kundige reeks,  zoo  vraagt  men  die  getallen  te  bepalen. 

N.B.  Stel  de  eerste  drie  getallen  a  —  v,  «  en  a  -j-  v, 

10.  Telt  men  bij  de  4  termen  van  een  meetkundige  reeks 
resp.  de  getallen  1,  5,  8  en  9  op,  dan  komt  er  een 
rekenkundige  reeks.    Welke  zijn  die  reeksen? 

11.  Interpoleer  tusschen  elke  twee  termen  van  de  reeks 
8,  10,  12  V2,  enz.  drie  termen,  en  bepaal  daarna  de  som 
der  nieuwe  reeks,  wanneer  de  ooi'spronkelijke  reeks 
uit  8  termen  bestond. 

12.  ld.  twee  termen  tusse.hen  die  van  de  reeks  162,  48, 14^9, 
enz.,  en  bepaal  de  som  der  nieuwe  reeks,  zoo  de  gegevene 
6  termen  bevat. 

7.  Sommeeren  van  oneindig- voortloopende  afdalende 
meetkundige  reeksen.  Bevat  een  rekenkundige  i*eeks  een 
oneindig  aantal  termen,  dan  is  de  som  hetzij  -|-  00,  heteij 
—  Qo  (zie  §  3,  Vraagstuk  18).  Het  zal  duidelijk  zijn,  dat  ook 
de  som  van  een  oneindige  opklimmende  meetkundige  reeks 
=  OD  is,  ook  als  de  termen  afwisselend  positief  en  negatief 
zijn.  (wanneer  /'  negatief  is).  Maar  is  de  oneindige  meetkun- 
dige reeks  afdalend^  dan  zal  de  som  tot  een  eindige  grens- 
waaixie  naderen,  {a  wordt  weder  positief  ondersteld). 

Neemt  men  bv.  de  reeks  1,  V2,  V*,  Vs,  Vie»  enz.  Blijk- 
baar is  de  som  van  bv.  3  termen  =  1%,  die  van  4  termen 
m  IVs,  die  van  5  termen  =  1  ^Vjg,  enz.  Men  ziet  dus,  dat 
naarmate  het  aantal  termen  n  grooter  en  grooter  wordt,  en 
tot  QO  nadert,  de  som  hoe  langer  hoe  meer  tot  de  eindige 
waarde  2  zal  naderen.  Dit  is  dus  de  grenswaarde^  waartoe 
die  som  nadert.  Wij  hebben  derhalve : 
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itm(l  +  1/2  +  V4  +  Vs  +  etc.)  =  2. 

Meestal    zegt  men  ter  verkorting,  dat  de  som  van  boven- 
staande reeks  =2  w,  en  laat  dan  het  woord  Limiet  (grens)  weg. 
Heeft  men  geheel  algemeen  de  afdalende  reeks 

a,  ar,  ar^^  ar^^  ar\  enz., 

waar  de  absolute  waarde  van  r  <[  1  is,  dan  weet  men,  dat 
de    som   van   n   termen  wordt   voorgesteld  door  de  formule 

1— r»» 

Sn  =  a . 

1 — r 

Daar  r  (afgezien  van  het  teeken)  <[  1  is,  zal  r"  tot  O  naderen, 
wanneer  n  tot  x  nadert,  (zie  ook  Deel  I,  blz.  141  en  171). 
Zoo  is  bv.  {%y^  =  Vum^  { Vj)^^  =  V,o48o76.  enz.  En  (%)«  =  ^^/^^, 
is  reeds  <[  Vio,  terwijl  {^/^Y^  =  *°**/5oo4o  nog  maar  weinig 
grooter  dan  Vöo  ^^' 

Wij  hebben  dus,  bij  /z  =  oc : 

a 
*        l—r' 


en   dit   is   de  grens,  waartoe  een  oneindige  afdalende  meet- 
kundige reeks  nadert. 

a.  Past  men  deze  formule  toe  op  de  reeks  1,  V2,  V4,  enz., 
dan  verkrijgt  men  : 

S^= ï-  =  2, 

evenals    boven.    Van  de  reeks  1  —  V3  +  Vo  —  V27  +  enz.  is 
de   som  van  een  oneindig  aantal  termen  (r  is  hier  =  —  ^4) : 

Hoeveel  verschilt  de  som  van  10  termen  nog  maar  van 
deze  grenswaarde? 

Waartoe  nadert  in  het  algemeen  S^ ,  wanneer  r  =  %  is  ? 
(Breng  dit  eens  onder  woorden). 

b.  Heeft  men   de  repeteerende   breuk   0.)!f,    dan  kan  men 
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hare  grenswaarde  ook  door  middel  van  bovenstaande  formule 
vinden.    Immers  men  heeft: 

0.1  J  =  i7/io«  +  ^7/io^  +  *Vio»  +  enz-, 
derhalve 

l-'/iM      99 
evenals  in  de  Rekenkunde  wordt  geleerd. 

c.  Wanneer  gevraagd  wordt  de  som  te  bepalen  der  onein- 
dige reeks 

1    _|.  ;p  -|.    j.«   _|.  .^3  +  ^4  ^   .    _  ^ 
1 

dan  wordt  deze  dus  = ,  zoolang  de  absolute  waarde  van 

1 — X 

.i:  <[  1  is.  Deel  nu  eens  1  —  x  op  de  eenheid,  en  overtuig 
u,  dat  dan  inderdaad  de  bovenstaande  reeks  te  vooi  schijn 
komt.  Deel  ook  1  +  a*  op  de  eenheid. 

d.  Heeft  men  de  reeks 

1  +  4^  _  5^«  +  a?»  -t-  4a?*  —  5a-5  +  a?»  +  4^7  _  5^s  ^  etc., 

dan  ziet  men  spoedig,  dat  men  de  termen  drie  aan  drie 
kan  samennemen.  Stelt  men  1+4^? — 5a** =a,  dan  komt  er: 

a  -f-  o^^  +  <w?^  4" '  •  • » 
waarvan  de  som  is : 

a  l-f-4d? — hx^  l-j-5.r 


1 — afi  1 — x^  1+^+^* 

zoolang  x<^l  blijft. 

De  leerling  sommeere  nu  eens  de  reeks 

V3  +  V9  +  ^727  +  V8l  +  V243  +  ^7729  +  •  •  • 

e.     TA]  gevraagd  te  sommeeren  de  reeks 

V2  +  74  +  78  +  7l6  +  732  +  etc., 

waarbij    de   tellers   een  rekenkundige  reeks  vormen,  de  noe- 
mers een  meetkundige. 

Men  schrijve  voor  de  gegeven  reeks  : 
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Vj  +  V*  +  Vs  +  Via  +  Vzt  + 

V*  +  Vs  +  V,6  +  Va»  + 

Vs  +  V,6  +  Vss  + 

Vio  +  V32  + 

Vss  + 


=  1 

=  V, 
=  V4 
=  % 

=  Vl6 


En  de  som  van  al  deze  gedeeltelijke  sommen  is  blijkbaar 
=  2.  De  gegeven  reeks  nadert  dus  onbeperkt  tot  2. 

Men  doe  nu  het  zelfde  met  de  reeks  V3  +  %  +  V27  +  Vsi  +  etc. 

J.     Minder  eenvoudig  is  de  volgende  reeks  (o?  <[  1)  : 


Men  schrijve  er  weer  voor : 

1^  u!  -^-  x*  -{■  x^  ■{■  X*  +  ...=    l    : (l 

-X) 

2x  +  2x^  +  2x^  +  2x* -{-...—  2j;  :  (1  • 

-X) 

3x2  4-  3*8  +  3«*  +  . . .  =  SjjS  :  (1  . 

-X) 

iafl  +  4x*  +  ...  =  4xi:  (1 

-X) 

bx* +  ....=  5x* :  {l 

-X) 

Er  blijft  dus  nog  te  sommeeren  : 

9       9% 

l+2«-|-3.r;*+4ar«+5a;*+- 

Voor  den  teller  vindt  men  (wederom  door  splitsing  —  zie 

1 

ook    e))   gemakkelijk -^,  zoodat  de  gegeven  reeks  tot 


(1-^.y 


som  heeft 


— .-,^3  • 


(1-4 


8.  Vraagstukken. 

1.  Hoe  groof  is  bij  een  oneindige  meetkundige  reeks  de 
betrekking  tusschen  een  willekeurigen  term  en  de  som 
van  alle  volgende  termen?  Wanneer  is  die  verhouding =1? 


2.    Sommeer  de  reeks  y  —  .t*  -| ^  -|-  etc.  (.x*  <^  y). 
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3.    Welke  waarde  van  x  voldoet  aan  de  betrekking 


20       100       500 


1  +  V5*c  = ^  +  -5--    etc.? 


V 


X  x^  afi 


4.  Men  laat  uit  een  punt  van  een  der  beenen  van  een  hoek 
van  45°  een  loodlijn  neer  op  het  andere  been  ;  uit  het 
voetpunt  weer  een  loodlijn  op  het  eerste  been,  enz.  tot 
in  het  oneindige.  Hoe  groot  is  de  som  van  alle  lood- 
lijnen,  wanneer  de  eerste  loodlijn  =p  is? 

Wat    wordt   de   uitkomst,  wanneer  de  gegeven  hoek 
30°  en  60°  is  ? 

5.  Wat  wordt  de  uitkomst,  wanneer  men  uit  een  punt 
van  een  van  6  elkaar  in  één  punt  onder  gelijke  hoeken 
snijdende  lijnen  een  loodlijn  neerlaat  op  de  volgende 
lijn ;  uit  het  voetpunt  nogmaals  een  loodlijn  op  de  daarop 
volgende  lijn,  enz.  tot  in  het  oneindige  ?  De  eerste  lood- 
lijn, behoorende  tot  deze  gebi'oken  spiraalvormige  lijn, 
is  =7^. 

6.  In  een  cirkel  is  een  i'egelraatige  zeshoek  beschreven. 
Daarbinnen  beschrijft  men  den  ingeschreven  cirkel ; 
binnen  dezen  weer  een  regel  matigen  zeshoek,  enz.  tot  in 
het  oneindige.  Hoe  groot  is  de  som  van  de  oppervlakken 
van  al  die  zeshoeken  en  van  al  die  cirkels,  wanneer  de 
straal  van  den  eersten  cirkel  =  /•  is  ? 

7.  Van  een  reeks  is  de  eei-ste  term  =  a,  de  tweede  =  i, 
de  derde  =  Va  {a  +  h),  de  vierde  weer  het  gemiddelde 
van  den  2«"  en  3^'^  term,  de  vijfde  het  gemiddelde  van 
den  3^"  en  4''**  term,  enz.  tot  in  het  oneindige.  Waartoe 

nadert    ï'„,  en  waartoe  Sn ^—  n  ?  (Stel  a  =  2)  +  y, 

ó 

8.  De  deur  van  mijn  kamer  is  3  M.  van  mij  verwijderd; 
ik  wil  er  mij  naartoe  begeven.  De  eerste  seconde  leg 
ik  IV2  M.  af;  er  blijft  mij  dus  nog  IV2  M.  over.  Yan 
deze  leg  ik  in  de  volgende  V^'  de  helft  af;  blijft  alzoo 
nog   V4  M.    afteleggen.    Daarvan  woMt  in  de  volgende 
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V^'  weer  de  helft  afgelegd;  nu  moet  ik  nog  Vs  M.  af- 
leggen. Hiermede  ga  ik  door  tot  in  het  oneindige:  hoe 
lang  ik  ook  loop,  altijd  blijft  er  nog  evenveel  over  als 
de  laatst  afgelegde  weg,  al  is  die  nog  zoo  klein.  Ik 
kan  de  deur  der/ialve  nooit  bereiken,  hoe  hard  ik  ook 
loop!  (sophisme  van  Zeno,  den  beroemden  Eleaat). 
Waarom  is  deze  laatste  conclusie  geheel  onjuist,  en  hoe 
kan  men  in  werkelijkheid  den  tijd  berekenen,  dien  men 
noodig  heeft  om  de  deur  te  bereiken? 

Dit  vraagstuk  js  in  wezen  geheel  het  zelfde  als  dat 
van  AcHiLLEs  en  den  schildpad,  met  dat  verschil  alleen, 
dat  de  deur  stilstaat,  en  de  schildpad  zich  ook  beweegt, 
maar  met  veel  geringere  snelheid  dan  Achilles.  Komt 
AcmLLES  op  de  plaats,  waar  de  schildpad  zich  eerst 
bevond,  dan  is  deze  weer  een  klein  eindje  verder;  legt 
Achilles  ook  dien  afstand  af,  dan  is  de  schildpad  weer 
iets  verder,  enz.  enz.  Conclusie  (van  Zeno)  de  zelfde, 
maar  weer  valsch.  Waarom?  Verbeter  de  oplossing. 

9.  Andere  gemakkelijk  te  sommeeren  reeksen. 

a.     Zij    gevraagd    te  sommeeren  de  reeks 

Va  +  Ve  +  'In  +  Vjo  +  Vso  +  ete.  -^', -:  --  -i-  -  ,,', , 

Op  het  eerste  oog  ziet  men  hiertoe  geen  kans.  Maar  heeft 
men  eenmaal  opgemerkt,  dat  2  =  1X2,  6  =  2X3,  12  = 

=  3x4,  20  =  4  X  5,  önz. ;  en    bedenkt   men,  dat  :j — -■= 

11^1^  AA 

=  Y  —  Y' 2X3  "¥""¥'  ^"^"^  *®       ^**^^  ^™^' 

gebracht  tot 

(Vi-V2)  +  (V2-V8)  +  (V3-V4)  +  (^/4-V6)  +  (V5-Vfl)fenz. 

Neemt  men  de  som  van  5  termen,  dan  krijgt  men  1 — Yg. 
Al  het  overige  valt  weg.  De  som  van  10  termen  zal  1  —  Vii 
zijn ;  de  som  van  100  termen  1  —  Vj^^j ;  enz.,  en  men  ziet 
duidelijk,  dat  de  limiet  van  de  som  =:  1  zal  wezen. 

Bepaal  nu  eens  de  som  der  reeks  V3  +  Vis  +  Vss  +  ^/ös  +  ^"z.  —  -;  - 

2  ^    ■ 


t 
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Had  men  de  reeks 

Vs  +  Vs  +  Vi5  +  V24  +  V35  +  enz., 
dan  zou  men  daarvoor  schrijven : 

1.1.1.1  1 


1X3       2X4   '   3X5       4X6       5X7 
of 

V2I Vi  -  V3)  +  CI2  -  'U)  +  ( V3  -  Vó)  f  ( V4  -  Ve)  +  ( V5-  V7)+etc.i. 

De  som  van  5  termen  is  derhalve  =  VsCl  +  Va  —  Vo  —  V;)- 
De  andere  termen  «vallen  v^^eg.  De  som  van  10  termen  zou 
gegeven  hebben  Va  (1  +  V2  —  Vu  —  V12);  die  van  100  termen 
Va  (1  +  V2  —  Vioi  —  ^/loa)»  en  het  is  bijgevolg  duidelijk,  dat 
de   som   van  de  gegeven  reeks  nadert  tot  Va  (1  +  Va)  =  ^4- 

Waartoe  nadert  nu  de  som  der  reeks  Vfi+ Vai + V*5  +  V77+  enz.? 
En  waartoe  de  som  der  reeks  V4  + Vio  +  Vi8  +  Va8+ enz.? 
En  tot  welke  grens  de  som  van  V7  +  V27  +  V55  +  V91  +  etc.  ? 

b.     Op  dezelfde  wijze  behandelt  men  reeksen  als 

Ve  +  Va*  +  Vöo  +  Viao  +  etc., 
zijnde 

1111 
1X2X3  +  2X3X4  ^  3X4X5  ^  4X5X6  +  ^"^• 

Voor  den  eersten  term  kan  men  schrijven  —  (  — —  —  — —  j; 

2  vlX2      2X^/ 

1/1  1    \ 

voor   den    tweeden  term  — I  ;r— ^  •—  1;  enz.    Men  ver- 

krijgt  dus: 

lil  1  1  1  1^  1 

—  { 1 1 1-  enz. 

2  |1X2       2X3^2X3       3X4^3X4       4x5^ 

waarvan  de  som  blijkbaar  tot  V2  X  V2  =  V4  nadert. 

Waartoe  nadert  nu  de  som  der  reeks* 

1  1  1 

+  7^ — ^ — n  +  r — s h  enz.? 


1X3X5   •   3X5X7       5X7X9 
En  bepaal  eens  de  som  van  de  reeks 
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1 1 -f  enz. 

1X2X3X4  ^  2X3X4X5  ^  3X4X5X6  ^ 

c.     Ingewikkelder  worden  deze  soinmeeringen,  wanneer  de 
tellers  der  breuken  een  rekenkundige  reeks  vormen. 
Heeft  men  bv.  de  reeks 

4  7  10  13 

1X2X3  "'"  2X3X4  "•"  3X4X5  "^  4x5x6  "*"  *"^" 
dan  kan  men  daarvoor  schrijven: 

/   1       1       1       1       \ 
1,1X2X3  ■'■  2X3X4  "•"  3X4X5  "*"  4X5X6  +  '  * ' j  + 
q/^   1        2        3       \ 
+  1,2X3X4  "^  3X4X5  "^  4X5X6  ■*"••  7 

d.w.z.  (zie  boven) 

13/112  233  \ 

*  '^  4"*"  2^2X3  ~  3X4"*"  3X4  ~  4X5  ■'"4X5  "5X6"'"  "**  j' 

of 

3/1  1  1  \ 

+  21,2X3  ■'"3X4  + 4X5 +  ••  7 
zoodat  men  voor  de  limiet  van  de  som  verkrijgt : 

1  +  7*  X  V«  =  i'A- 

1.    De  leerling  bepale  nu  de  som  der  reeks 
3  7  11  15 


2X5X8       5X8XH       8X11X14       11X14X17 

2.    Ook  bewijze  bij,  dat  men  geheel  algemeen,  wanneer  de 
noemers  drie  factoren  bevatten,  zal  hebben: 


a(o+6)(a+26)   '   (a+6)(a+26)(o+86) 

P+2?  ,  ■pb-\-qa 

-T  7 — ,  n.x/ — .  o,w — r~rr:  +  •  •  — 


(o+26)(a+36)(a+46)    '  2ab'^{a-\-b) 

3.  Wat  wordt  deze  formule,  wanneer  ^  =  1,^  =  0?  En 
wanneer  p:=l,q  =  l?  Verifieer  deze  uitkomsten  eens 
aan  de  Voorbeelden  en  Vraagstukken  in  b)  en  c). 

2* 
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4.    Bewijs,  dat  bij  vier  factoren  in  de  noemers,  aldus : 

a(a  +  i)(a  +  26)(a  +  3è)  ;  (a  +  J)(a  + 26)(a  +  3&)(a  +  46); 

2pb-\-qa 

enz.,  de  algemeene  uitkomst  zal  wezen  ^  ,o.    .  ^^    .  o,x- 

o  a6''(a  -f-  6)(a +26) 
(n — 2)pb-\'qa 


5.    En  bij  n  factoren 


(n— l)(n— 2)a6V+*)(«+26)...(fl+(n-2)6)- 

10.  Rekenkundige  reeksen  van  hoogere  orde. 

Bij  reeksen  als  5,  8,  11,  14,  enz.  zijn  de  verschillen  van 
twee  /Opeenvolgende  termen  gelijk.  Wij  noemden  ze  reken- 
kundige reeksen.  Heeft  men  evenwel  een  reeks  als 

3        8        15        24        35     .... 
5        7  9         11     .... 

z         z         z    . . . , 

dan  is  de  rij  van  opeenvolgende  verschillen  een  rekenkundige 
reeks.  Immers  daarvan  zijn  de  verschillen  alle  gelijk  aan  2. 

Men  noemt  een  dergelijke  reeks  een  rekenkundige  reeks 
van  de  timede  orde. 

Bij  een  dusdanige  reeks  vormt  dus  de  rij  der  eerste  ver- 
schillen een  gewone  rekenkundige  reeks,  d.w.z.  van  de 
eerste  orde,  terwijl  de  tioeede  verschillen  gelijk  zijn. 

Evenzoo  zal  de  reeks 

5        22  57         116        205        330     .... 
17        35        59  89         125     . . . . 

18  24         30  36     .... 

6  6  6     . .  .  . 

een  rekenkundige  reeks  van  de  derde  orde  zijn.  Want  de 
rij  der  eerste  verschillen,  nl.  17,  35,  59,  enz.,  vormt  een 
reeks  van  de  tweede  orde;  de  rij  der  tweede  verschillen 
een  reeks  van--  de  eerste  orde;  terwijl  de  derde  verschillen 
gelijk  zijn. 

In  het  algemeen  spreekt  men  van  een  rekenkundige  reeks 
van  de  p^  orde,  wanneer  de  p^  verschillen  gelijk  zijn. 

a.  Formule  voor  Tn.  Het  is  nu  gemakkelijk,  wanneer  gege- 
ven zijn  de  eerste  term  der  reeks  «,  en  de  eerste  termen  der 
verschillende  rijen  van  verschillen  (of  zooals  men  ook  zegt, 


rerscïiilreehten)   »i,   ?'£,   "3,  etc,,  een  formule  op  te  schrijven 
voor  Tn  en  een  voor  Sn-  Wat  de  eerste  betreft,  zoo  is 

n-l        ,   («-lK«-2)           (n-l)(n.^2)(«-3) 
2„  =  a  +  -^«^+         1.2         "^  + ÏT^Ti "«  +  •• 

Nemen  wij,  om  de  gedachten  te  flxeeren,  een  reeks  van 
de  derde  orde.  De  formule  voor  Tn  zal  dan  met  den  term 
met  ^3  eindigen,  daar  ^;4,  v-^,  enz.  alle  =  O  zijn. 

Wij  kunnen  nu  schrijven : 

vi        «71+^2        ï'i4-2t?2+»8             t?i+3r2+3t;3  .  . .  . 
^2  ^2+^3  ^2+2t;3 

^3  t?3  •  •  •  • 

üit  dit  schema  zien  wij  duidelijk,  dat  voor  kleine  waarden 
van  n  de  gegeven  formule  voor  Tn  juist  is.  Wij  krijgen 
inderdaad  de  binominaal-coëfficienten;  nl.  bij  den  derden  term 
die  der  ttoeede  macht  1,  2,  1 ;  bij  den  vierden  term  die  der 
derde  macht  1,  3,  3,  1 ;  enz.  Wij  vermoeden  dus,  dat  ook 
bij  den  7i®"  term  de  binominaalcoëflicienten  van  de  {ii  —  1)^ 
macht  zullen  optreden. 

Om  dit  nader  te  onderzoeken,  zullen  wij  aantoonen,  dat 
wanneer  de  bovenstaande  formule  voor  den  w®"  term  der  reeks 
geldt,  zij  ook  voor  den  (n  +  1)«"  term  zal  gelden.  Bepalen  wij 
daartoe  den  n®"  term  der  eerste  verschilreeks.  Deze  zal  blijkbaar 
—  daar  de  gegeven  formule  voor  den  7i«"  term  van  een  reeks 
van  willekeurige  orde  wordt  ondersteld  te  gelden  —  wezen  : 

«-1  (n-.l)(«-2) 

Telt  men  deze  dus  bij  den  ?i«"  term .  der  reeks  op,  dan 
verkrijgt  men  den  (n  +  1)'"  term  : 

/«— 1         N  /(„_1)(„_2)      n—l\ 

^    ^(n-l)(n-2)(n-3)   ,    {n-l){n-2)\ 

+  (,        TTiTi        +       172      P  +••• 

n 

Nu  is  de  coëfficiënt  van  v^  gelijk  aan   -  ;  die   van  v.2  zal 
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n— 1  /n— 2    ,     \       n(n—l) 
=  —z —  I  — — f- 1  I  =  — — — -   worden  ;    die   van  t»s  wordt 

(n-l)^-2) fn-'ó    ,    ,>y       «(n-l)(«-2) 

1.2         l~3~  +  V"       1-2.3       '    ^"''  ^"'-  '   "^'^ 
men  voor  TVfi  verkrijgt: 

T  ^  j^  "  -   _L  «(«—!)       .  «(n— l)(n— 2) 

En  daarmede  is  derhalve  bewezen,  dat  de  gegeven  for- 
mule —  geldt  zij  voor  den  n^"  term  —  ook  voor  den 
(77.  +  1 )«"  term  geldt. 

Nu  zagen  wij,  dat  de  formule  juist  is  voor  n  =  2  en 
voor  n  =  3  bv.  Bijgevolg  zal  ze  volgens  het  bovenstaaude 
dus  juist  zijn  voor  /i  =  4;  derhalve  ook  voor  w  =  5 ;  enz.  enz. 

Opmerkiiig.  De  boven  gebruikte  methode  der  inductie, 
d.w.z.  de  afleiding  van  een  algemeenen  regel  uit  een  bijzonder 
geval,  werd  het  eerst  door  Jac.  Bbrnoülli  aangegeven  (1686), 
en  heet  „de  conclusie  van  n  op  w  +  1." 

Een  eenvoudig  middel  om  de  formule  voor  Tn  te  onthou- 
den is  dit,  dat  zij  voor  een  reeks  der  1«  orde  overgaat  in 
JJ,  =  a  +  (n  —  1)  z;i ,  de  gewone  reeds  in  $  2  bewezen  for- 
mule voor  den  algemeenen  term  van  een  gewone  reken- 
kundige   reeks.    Men    heeft    nu    slechts  achter  {n  —  l)ri  te 

(n— l)(n— 2) 

voegen — v^,  enz. 

1  •  a 

Bepalen  wij  door  middel  van  de  gevonden  formule  den 
6^"  term  der  boven  neergeschreven  reeks  der  3®  orde  5,  22, 57, 
enz.,  zoo  vinden  wij  dus : 

70=5  +  5X17  +  10X18+10x6=5  +  85  +  180  +  60=330, 

hetgeen  met  het  boven  gevondene  overeenstemt. 

Merken  wij  nog  op,  dat  men  bij  deze  reeks  der  3^  oi^de 
zal  hebben  : 

rj  =  5  +  ixi7 

73  =  5-1-2X17  +  1X18 

3'^  =  5-1-3X17 +  3X18 +  1X6. 

75  =  5-1-4x17  +  6X18  +  4x6 
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T6  =  5  +  5X17  +  10X18  4-10X6 

•  •••••••••■•••••••••■••••••,.,..,••1 

zoodat  eerst  bij  1\  en  volgende  termen  alk  verschillen  zul- 
len voorkomen.  Vanaf  7\  zal  de  rij  der  binominaalcoëffi- 
eienten  niet  meer  volledig  zijn,  omdat  V4,  7^5,  enz.  alle  =0 
zijn.  Hetzelfde  geldt  bij  reeksen  van  andere  orde. 

b.  Een  formxde  voor  Sn  ontstaat  op  de  volgende  wijze. 
Beschouwen  wij  de  gegeven  reeks  a,  6,  c,  rf,  enz.  als  de 
eei-ste  \erschilreeks  van  een  reeks  van  naast  hoogere  orde, 
waarvan  de  eerste  term  =  O  is,  dan  zien  wij  dadelijk,  dat 
de  som  van  bv.  4  termen  der  gegeven  reeks  de  5«  term 
der  hulpreeks  zal  wezen  ;  dat  dus  in  het  algemeen 

is.  Men  heeft  nl. : 

o       a       a  -{-  b       a  -{-  b  -^^  c       a4-^  +  c  +  ^-«*« 
a       b  c  d       .  .  .  • 


V 


i 


Derhalve  wordt: 

n  w(n— 1)  n(w— l)(n-2) 

1      ^1,2      ^^       1.2.3         ^^ 

n{n-^l){n-2){n^3) 
+  1.2.3.4  '^  +  "" 

Voor  een  reeks  der  1«  orde  gaat  zij  over  in  de  bekende 
formule  /Sn  =  ^wi  +  ^^a  ^*  (P  —  1)  ^i>  waaixloor  de  bovenstaande 
formule  gemakkelijk  is  te  onthouden. 

Past  men  de  formule  toe  op  de  som  van  6  termen  van 
de  reeks  5,  22,  57,  116,  enz.,  dan  vindt  men: 

Sfl  =  6  X  5  +  15  X  17  +  20  X  18  +  15  X  6  = 
=  30  +  255  +  360  +  90  =  735, 

zooals  men  ook  door  directe  optelling  vindt. 

c.  Beschouwen  wij  de  formule  voor  Tn  wat  nader.  Bij  uit- 
werking blijkt,  dat  zij  t.  o.  v.  n  van  den  3*^"  graad  is  bij 
een  reeks  van  de  derde  orde ;  in  het  algemeen  van  denj? 
graad  bij  een  reeks  van  de  p^  orde. 


en 
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Omgekeerd  zal  nu  ook  elke  loillekeurige  geheele  vorm  van 
den  p^^  graad  den  algemeenen  term  vooi-stellen  van  een  reeks 
van  de  p^  orde. 

Heeft  men  bv.   y„  =  ^4  +  Bn  +  Cn^  +  Dn^,  en  vergelijkt 

n — 1 
men  dit  met  Ti,  =  a  -| —  Vi  +   enz.,   dan   vindt  men  na 

uitwerking : 

A  4-  Bn  +  Cn^  +  Brfi  =  (a  —  ^1  +  ^2  —  ^3)  "4" 
+  w  (^1  —  V2  ^2  +  ^Vc  ^3)  +  '*^  (Va  ^2  —  ^3)  +  «^  •  Vö  H  • 
Stelt  men  dus : 

fl  —  t?i  +  t?2  —  rg  =  ^  i  ^l^v^—'V^zzzC 

ZOO  zal  de  bovenstaande  gelijkheid  voor  elke  waarde  van 
n  gelden. 

Uit  de  vier  gevonden  vergelijkingen  van  den  eersten  graad 
nu  vindt  men  blijkbaar  altijd  éen  stel  waarden  voor  deviVr 
onbekenden  a,  Vj ,  v^  en  v^  (waarom  ?).  De  hiermede  over- 
eenstemmende reeks  van  de  3®  orde  zal  dus  ook  verkregen 
worden,  door  in  de  gegeven  formule  T„=4+5n+  Oz^+D/i^ 
voor  n  achtereenvolgens  te  substitueei'en  de  waarden  1, 2, 3,  enz. 

Zoo  volgt  bv.  uit  7;  =  n3  — 57z2  +  3: 

a  —  vi  +  Vjj  —  Va  =  3    i  i/^  r^  —  t^g  =  —  5 

t;,-3/,t;,  +  ii/,t,3=0    t  V6t^3  =  l 

gevende  ^3  =  6,  ^;^  =  2,  vi  =  —  8,  a  =  —  1,  waarmede 
overeenstemt  de  reeks 

—  1           —9          —15  —13        3         39     ... 

—  8           —6              2  16       36     ... 

2                8  14          20     ... 

6               6  6     . . . 

Substitueert  men  nu  in  T„  =  n^  —  bn^  -|-  3  voor  n  achter- 
eenvolgens 1,  2,  3,  enz.  dan  verkrijgt  men  eveneens  de 
getallen  — 1,  — 9,  — 15,  enz. 

Uit  het  bovenstaande  volgt  o.a.,  dat  de  rij  der  tioeede 
machten    der    opeenvolgende    geheele    getallen  1,  2,  3,  enz. 
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noodzakelijk  een  rekenkundige  reeks  van  de  tineede  orde 
zal  vormen.  Immers  de  algemeene  term  wordt  dan  voor- 
gesteld door  2a  =  n*,  zijnde  een  vorm  van  den  tweeden 
graad.  Inderdaad  is 

1       4       9       16       25     ... 
3      5       7        9     ... 
2       2        2    ... 

Voorts  zal  de  rij  der  derde  machten  een  reeks  van  de 
derde  Orde  vormen,  daar  dan  1\  =  n^  is  : 

1        8        27        64        125        216     ... 
7       19        37        61  91     ... 

12       18        24         30    ... 
6  6  6     . . . 

Men  heeft  hierin  een  gemakkelijk  middel  om  uit  het  hoofd 
een  reeks  van  willekeurige  orde  opteschrijven.  Voor  een 
reeks  van  de  4^  orde  neme  men  bv.  een  eenvoudige  uit- 
drukking als  w*  —  7n  +  10,  en  een  oningewijde  ziet  niet 
in,  hoe  men  zoo  onmiddelijk  een  reeks  van  de  verlangde 
orde  bij  de  hand  heeft.  Uit  de  gegeven  uitdrukking  vindt 
men  nl.  terstond  : 

4        12         70  238  600  1264     ... 

8         58        168  362  664     ... 

50       110         194  302     ... 

60         84  108     ... 

24  24     . . . 

Uit  het  behandelde  volgt  ook  nog,  dat  wanneer  men  bv. 
de  termen  van  een  reeks  van  de  2®  orde  met  de  overeen- 
komstige van  een  andere  reeks  van  de  2^  orde  vermenig- 
vuldigt, er  een  reeks  van  de  4«  orde  zal  ontstaan.  Immers 
voor  beide  reeksen  is  Tn  van  den  2^^  graad  t.  o.  v.  n,  der- 
halve zal  het  product  van  den  4^°  graad  zijn.  Evenzoo  zal 
men  een  reeks  van  de  6^  orde  krijgen,  wanneer  men  de 
termen  van  een  reeks  van  de  2®  orde  met  de  overeenkom- 
stige van  een  reeks  van  de  3^  orde  vermenigvuldigt. 

Zoo  geven  bv.  de  reeksen  der  2^  orde 


26 

2     6     12     20    30    42... 
2     5     JO    17     26     37  . . , 

waarvan  de  algemeeiie  termen  resp.  n-  +  n  en  n^  +  1  zijn, 
vermenigvuldigd,  de  reeks  der  4®  orde 

4        30        120  340  780  1554... 

26        90  220  440  774... 

64        130  220  334... 

66  90  114 ..  . 

24  24  . . . 

d.  Interpoleeren.  Wanneer  men  tusschen  elke  twee  opeen- 
volgende termen  van  een  reeks  eenige  termen  moet  inter- 
poleeren, zal  men  dit  doel  het  gemakkelijkst  bereiken,  door 
in  de  formule  voor  Tn  voor  n  gebroken  waarden  tusschen 
de  geheele  getallen  1,  2,  3,  enz.  aan  te  nemen. 

Moet  men  bv.  3  termen  interpoleeren,  zoo  stelle  men 
?z=lV4,  IV2,  1%;  21/4,  2V2,  23/4;  enz.  Dit  berust  hierop 
dat  in  de  nieuwe  reeks,  bv.  in 

2     O    O     2     6     12     20     30    42 

de  5e  term  (6)  overeenstemt  met  den  2«°  term  der  oorspron- 
kelijke reeks ;  de  9®  term  (42)  met  den  3*^"  term  dezer  reeks ; 
enz.  Wü  vinden  derhalve  uit 

72  :=  1,     2,     3,       4,       5  . . . 
n'  =  1,     5,     9,     13,     17  . . . 

de  betrekking 

w'  =  4w  —  3, 
waaruit  volgt : 

71'+ 3 

n  = . 

4 

Zet  men  dus  voor  ?z'  achtereenvolgens  de  geheele  getallen 
1,  2,  3,  4,  5,  6,  enz.,  zoo  komt  dit  op  hetzelfde  neer  of  men 
voor  n  de  gebroken  waarden  1,  174,  1^/^,  IV4»  2,  274,  ^«z. 
in   de  plaats  stelt.    Voor  de  oorspronkelijke  reeks  geldt  nl. : 

Tn  =  l&n"-  —  447i  +  30. 
Voor  de  nieuwe  reeks  zal  derhalve  gelden  : 

7V=16f-^J   -44.   -^  +  30. 
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Zet  men  hierin  voor  ri  achtereenvolgens  1,  5,  9,  enz.,  dan 
krijgt  men  de  oude  reeks;  zet  men  voor  iil  de  waarden 
1,  2,  3,  enz.,  dan  ontstaat  de  nieuwe  reeks.  Maar  dan  zal 
in  het  laatste  geval  71  =  1,174,172,  enz.  zijn. 

Zoo  krijgt  Tn  voor  n  =  \  V4  de  waarde  25  —  55  +  30  =  0; 
voor  n  =lVa  wordt  7;  =  36  —  66  +  30  =  0;  voorn  =  13/4 
vindt  men  49  —  77  +  30  =  2.  En  dit  zijn  inderdaad  de 
geinterpoleerde  waarden  tusschen  den  1®"  term  2,  en  den 
2«**  term  6  der  gegeven  reeks. 

De  betrekking  ri  =z^n  —  3  kon  men  gemakkelijk  neer- 
schrijven, door  te  bedenken,  dat  wanneer  drie  termen  worden 
geïnterpoleerd  het  ranggetal  n'  met  4  eenheden  opklimt  tegen 
n  met  1  eenheid.  Daarom  zal  n'  =  4m  =fc  y>  zijn.  En  p  vindt 
men  door  de  overweging,  dat  met  n  =  1  moet  overeen- 
stemmen n'  =  1.  Daarom  werd  />  =  —  3.  Zoo  ook  in  andere 
gevallen. 

Het  spreekt  van  zelf,  dat  men  voor  n  ook  negatieve  waarden 
mag  nemen  :  daardoor  zet  men  de  reeks  aan  de  andere  zijde 
voort.  Is  bv.  van  de  reeks 

6     9     14  I  21     30     41     54... 


de  1*^  term  =  21,  de  2«  =  30,  enz.,  dan  is  van  de  nieuwe 
reeks  de  4«  term  =21,  de  5«  term  =30,  enz.,  en  we 
hebben  derhalve : 

w  = 1,     2     3,     4... 

n'  =  l     2     3     4      5     6,     7.., 

zoodat  9i'  =  n  -|-  3  wordt,  of  n  =  n'  —  3.  De  3^  term  (14) 
der  nieuwe  reeks  correspondeert  dus  met  den  O**"  term  der 
oorspronkelijke ;  de  2*^  term  (9)  met  den  —  1®°  term  dezer 
reeks ;  de  1*^  term  (6)  met  den   —  2«°  term,  enz. 

Is  in  de  oorspronkelijke  reeks  Tn -=  n^ -{- ^n -{' "i^y  Atm  \^ 
in  de  nieuwe  reeks  Tn'  =  {n!  —  3)^  +  6  {n'  —  3)  -f  14.  Sub- 
stitutie hierin  van  n'  =  J ,  2,  3, 4,  5,  enz.  komt  dus  op  het 
zelfde  neer  als  substitutie  van  72  =  —  2,  —  1,  O,  1,  2,  enz. 
in  de  formule  voor  Tn.  Men  krijgt  in  beide  gevallen  de 
zelfde  termen,  nl.  6,  9, 14,  21,  30,  enz. 

Een  enkel  Voorbeeld  moge  de  behandelde  interpolatie  toe- 
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liditen.    Stel,    dat    men    de    volgende  thermometeraflezingen 
heeft  gedaan  : 

te     9"  v.m.  68M  F. 

„   10"      „     68^9  „ 

„   11"      „     70%2  „ 
1 2"           70"*  1 

Men    vraagt  nu  naar  den  venmoedelijken  stand  te  11°30'. 

Daartoe  beschouwt  men  de  aflezingen  als  een  reeks  vau 
de  derde  orde,  welke  door  4  gegevens  volkomen  bepaald  is. 
Men  vindt  dan  : 

68,1  68,9  70,2  70,1     ... 

0,8  1,3  —0,1     ... 

0,5  —1,4     . . . 

zoodat  de  formule  voor  TJ,  wordt : 

r„  =  68,1  +  («-!)  0,8  +  <"-^X«-2)  Q  5  _j_ 

+  (-^("-^X"-^)  (  -  1,9) . 

Daar  de  stand  te  11"  de  3^"  term  der  reeks  is,  de  stand 
te  12"  de  4®  term,  zoo  zal  de  vermoedelijke  stand  te  11"30' 
klaarblijkelijk  gevonden  worden,  door  voor  n  de  waarde  37j 
te  substitueeren.  Men  vindt  alzoo : 

Tav,  =  68,1  +  Vg  X  0,8  +  ^Vg  X  0,5  -  V^e  X  li» 
=  68,1  +  2,0  +  3,9375  —  0,59375 
=  70,1  +  0,34375  =  70%44  . 

De  thermometer  is  dus  na  11"  waarschijnlijk  nog  eerst 
iets  gerezen,  voor  de  daling  intrad.  Natuurlijk  kunnen  we 
hier  niet  anders  dan  van  „waarschijnlijk"  spreken,  want 
was  ons  de  stand  te  1"  bekend  geweest,  dan  zou  het  ant- 
woord wellicht  eenige  wijziging  hebben  ondergaan.  Gi^oot 
zal   die  verandering  echter  niet  wezen,  want  er  zou  dan  in 

,      .         ,                 rr                        (n-l)(«—2)(w-3)(n-4) 
de    formule    voor    Tn    den    term    — v^ 

zijn  bijgekomen,  waarvan  de  waarde  voor  ?i  =  372  bedi-aagt 
—  Vlis  '-4-  ^^  waarde  vau  r^  moet  derhalve  vrij  gix)ot  zijn, 
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om  voor  dezen  correctieterm  een  eenigzins  belangrijk  bedrag 
te  vinden. 

Wat  wij  doen,  door  de  getallen  68,1,  68,9,  enz.  als  de  ter- 
men van  een  reeks  der  3^  orde  aan  te  nemen,  is  dus  eenvoudig 
dit.  Wij  brengen  door  de  vier  gegeven  punten  der  grafische 


Fig.  1. 
voorstelling  van  het  verloop  der  achtereenvolgende  thermo- 
meterstanden  (zie  Deel  I,  blz.  145  e.  v.)  een  kromme  van 
den  3<^"  graad  (welke  door  de  vier  gegeven  punten  volkomen 
bepaald  is),  gegeven  door  de  bovenstaande  vergelijking  voor  Tn. 
Op  de  horizontale  as  worden  nu  de  waarden  van  n  afgezet, 
de  bijbehoorende  loodlijnen  geven  de  waarden  van  Tn  aan. 
Alle  tusschengelegen  punten  der  kromme  vindt  men  dan 
blijkbaar,  door  voor  n  alle  mogelijke  waarden  tusschen  de 
geheele  waarden  1,  2,  3  en  4  te  substitueeren. 

De  termen  van  een  rekenkundige  reeks  der  p^  orde  kan 
men  dus  altijd  beschouwen  als  afzonderlijke,  op  gelijke 
horizontale  afstanden  gelegen  punten  van  een  kromme  van 
den  p«"  graad,  welke  door  de  zelfde  vergelijking  is  gegeven 
als  die  voor  den  algemeenen  term  der  rekenkundige  reeks, 
en  waarop  derhalve  alle  tusschengelegen  punten  zijn  gelegen. 

Nu  zal  het  loerkelijke  verloop  der  achtereenvolgende  ther- 
mometerstanden  natuurlijk  iets  van  dat  van  genoemde  kromme 
afwijken,  en  bv.  door  de  gestippelde  lijn  worden  voorgesteld, 
maar  men  ziet  gemakkelijk  in,  dat  dit  verloop  uiterst  weinig 
zal  afwijken  van  dat  van  de  geconstitueerde  kromme  van 
den  p^^  graad,  loanneer  het  aantal  gegeven  punten  groot 
genoeg  is,  Hoe  meer  thermometerstanden  men  derhalve  bepaalt, 
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hoe  nauwkeuriger  de  interpolatie  zal  kunnen  worden  uitge- 
voerd. In  ons  bovenstaande  voorbeeld  zijn  de  4  gegeven 
waarnemingen  wel  voldoende;  alleen  zou  wellicht  met  het 
oog  op  de  interpolatie  juist  tusschen  den  3«"  en^4«"  term 
nog  éene  waarneming  te  l'*  wenschelijk  zijn  geweest. 

Bovengenoemde  beschouwingen,  welke  men  evenals  zoo- 
veel inderdaad  belangrijke  dingen  in  maar  weinig  Leerboeken 
over  Lagere  Algebra  vindt,  zijn  van  het  hoogste  belang  voor 
aJle  theoretische  en  toegepaste  Wetenschappen,  en  worden 
dan  ook  dagelijks  aangewend.  Wij  zijn  daarom  ten  opzichte 
van  dit  onderwerp  bijzonder  uitvoerig  geweest,  meenende 
dat  de  daaraan  bestede  ruimte  nuttiger  is  besteed  dan  dat 
we  uitvoerig  over  „kogelstapels",  „figuurlijke  getallen"  en 
dergelijke  dingen  uit  den  ouden  tijd  hadden  uitgeweid. 

Voor  wij  van  dit  onderwerp  afstappen,  moeten  wij  nog 
even  iets  zeggen  over  de  z.g.  extrapolatie.  De  naam  duidt 
reeds  aan,  wat  daarmede  wordt  bedoeld.  In  het  bovenbehan- 
delde  vraagstuk  zou  men  nl.  van  extrapoleeren  spreken, 
wanneer  gevraagd  werd  uit  de  vier  waarnemingen  bij  9", 
10°,  11"  en  12"  af  te  leiden,  welke  de  vermoedelijke  ther- 
mometerstand te  1*^  zou  geweest  zijn.  Men  zal  inzien,  dat 
wanneer  het  loerkelijke  verloop  binnen  de  grens  der  vier 
waarnemingen  maar  uiterst  weinig  afwijkt  van  het  onderstelde 
verloop  (nl.  volgens  een  uitdrukking  van  den  derden  graad, 
zoodat  de  4  gegeven  thermometerstanden  termen  van  een  reeks 
van  de  derde  orde  zouden  zijn),  dit  werkelijke  verloop  buiten 
de  grens  dezer  waai'nemingen  zeer  veel  van  het  onderstelde 
verloop  kan  afwijken  (zie  de  figuur).  Met  extrapolatie  zij 
men  dus  altijd  zeer  voorzichtig. 

11.  Vraagstukken. 

1.  Bepaal    Tn    en  Sn  van  de  reeks  3,  5,  11,  21,  35,  enz. 

2.  En  ook  van  de  reeks  O,  O,  3,  10,  22,  40,  enz. 

3.  En  nog  eens  van  de  reeks  — 2,  10,  10,  4,  — 2,  — 2, 
10,  40,  94,  enz. 

4.  En  eindelijk  van  7,  30,  53,  68,  63,  22,  —75,  —252.  enz. 
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5.  Bereken  van  al  de  voorgaande  reeksen  den  20^'^  term, 
en  de  som  van  30  termen. 

6.  Maak  van  allen  een  grafische  voorstelling,  ook  voor 
waarden  van  w<[l  (bv.  /i  =  0,  w  =  —  1,  71  =  — 5, 
71  =  — 10).  Daaruit  zal  blijken,  dat  een  kromme  van 
den  tweeden  graad,  voorstellende  een  reeks  van  de  2« 
orde,  door  een  horizontale  lijn  in  twee  punten  kan  worden 
gesneden;  een  ki'omme  van  den  derden  graad  in  drie 
punten ;  enz.  —  zoodat  verklaai'd  is,  dat  in  Vr.  2  de 
reeks  twee  keer  achtereen  een  term  O  kan  hebben,  dat 
in  Vr.  3  zelfs  drie  keer  een  term  —  2  kan  voorkomen, 
en  drie  keer  een  term  10,  enz.,  enz. 

De  plaatsen,  waar  na  voorafgaande  stijging  de  kromme 
weer  gaat  dalen  (een  dusdanige  plaats  wordt  een  maxmium 
genoemd) ;  en  die,  waar  na  voorafgaande  daling  de 
kromme  weer  begint  te  stijgen  (een  dergelijke  plaats 
noemt  men  een  minimum),  kunnen  eerst  later  door  ons 
worden  bepaald.  Op  dit  belangrijk  onderwerp  komen 
wij  bij  de  Vierkantsvergelijkingen  uitvoerig  terug. 

7.  Van  een  rekenkundige  reeks  van  hoogere  orde  i§  gegeven 
7;  =  — 5,  3;  =  16,  7;  =  217,  7^10  =  531.  Bereken 
den  9«»  term. 

8.  Van  een  dei^elijke  reeks  zijn  de  eerste  termen  5,  8, 13,  20. 
De  hoeveelste  term  is  404? 

9.  Hoe  groot  is  de  som  der  2^-machten  2  n?  der  opeen- 
volgende geheele  getallen  1,  2,  3  . .  .  n  ? 

Men  vraagt  dus  naar  1  +  4  +  9  + 16 -f. ..-|-  n^. 
Voegt  men  een  term  O  toe,  zoo  heeft  men  dus  Sft^i  te 
bepalen  der  reeks 

O       1       4       9       16  ... 

1       3       5       7  ... 

2       2       2  .., 

gevende : 

O;^.!  =  — -—  1  H ^ 2  =  Ve  w  (n  +  1)  (2w  +  1). 
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10.  Bewijs  op  de  zelfde  wijze,  dat  -2  n^  =  7*  ^^  (n  +  1)^  = 
=  {2S  7if.  Breng  deze  eigenschap  onder  woorden,  en  geef 
een  paar  getallenvoorbeelden,  bv.  naet  n  =  2,  3,  4  en  5. 

11.  Bewijs  ook,  dat  de  som  der  2®  machten  der  eerste  n 
oneven  getallen    =  Ys  ^  (4w^  —  1)    is,    en    die   der    3<^- 

machten  =  n^  (2w^  —  1 ). 

• 

12.  Bepaal  den  algemeenen  term  van  de  reeks  der  z.g. 
trigonaal-getallen  1,  3,  6,  10,  15,  enz.  (Men  noemt  ze 
zoo,  omdat  men  de  eenheden  regelmatig  langs  de  zijden 
van    een    gelijkzijdige    driehoek    kan    schikken,    aldus 

•*•     enz.).  Laat  twee  termen  O  voorafgaan. 

13.  Bepaal  ook  T'n  voor  de  z.  g.  pyramidaal-getallen  1,  4, 
10,  20,  35,  enz.  (Waarom  noemt  men  ze  zoo?)  Laat 
hier  O,  O,  O  voorafgaan. 

14.  En  eindelijk  voor  de  reeks  1,  5,  15,  35,  70,  126,  enz. 

Men  Uite  vier  termen  O  voorafgaan. 

« 

15.  Maak  foi*miiles  op  voor  het  geheele  aantal  kogels  van 
den  z.  g.  drielioekigen  en  vierhoekigen  kogehtapeU  w^an- 
neer  n  het  aantal  kogels  in  elke  zijde  van  de  gix)nd- 
laag  is.  (Deze  hebben  den  vorm  van  regelmatige  drie- 
en  vierzijdige  pyramides.) 

16.  En  ook  voor  den  rechthoekigea  stapel,  wanneer  resp.  m 
en  n  kogels  in  de  langste  en  kortste  zijde  van  de  grond- 
laag liggen,  zoodat  er  p  =  m  —  /i  +  1  kogels  in  een 
lijn  bovenop  komen  te  liggen. 

N.B.  De  termen  der  reeks  zijn />,  2(/)-f"l)»  3(p+2).. . 
(n  termen).  Voeg  weer  een  term  O  toe.  [Men  vindt 
Vfl  yi  (71  +  1)  (3  7?2  —  n  +  1)]. 

17.  Van  een  reeks  is  Tn  =  4/1* —  1.  Van  welke  twee  reek- 
sen  moet  men  de  overeenkomstige  termen  met  elkaar 
vermenigvuldigen,   om  de  gegeven  reeks  te  verkrijgen? 

18.  Wanneer  men  de  overeenkomstige  termen  van  de  reeks 
1,  1,  3,  7,  13,  21,  enz.  vermenigvuldigt  met  die  van 
de    reeks    1,  3,  7,  13,  21,  31,  enz.,    dan   ontstaat   een 
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rekenkundige  reeks  van  de  4®  orde.  Men  vraagt  daarvan 
Tn  te  bepalen,  zonder  van  de  nieuwe  reeks  gebruik  te 
maken.  [Welke  opvallende  overeenstemming  merkt  gij 
op  bij  vergelijking  van  de  termen  der  beide  reeksen, 
en  hoe  verklaart  gij  dit?] 

19.  Wat  zal  de  uitdrukking  voor  7„  zijn  van  de  reeks,  die 
men  verkrijgt,  wanneer  men  in  een  reeks,  waarvan  de 
algemeene  term  2/*^  —  3;z  +  7  is,  de  1*,  4%  7°,  enz. 
termen  neemt.  (Zonder  de  reeks  op  te  schrijven). 

20.  Interpoleer  1  term  tusschen  die  der  reeks  3,  13,  31, 
57,  91,  enz. 

21.  En  2  termen  tusschen  die  der  reeks  2,  43,  102,  152, 
166,  enz. 

22.  Bij  een  opkomenden  storm  zijn  de  volgende  barometer- 
standen  waargenomen:  te  1"  772  mM.,  te  2"  770  mM., 
tB  3«  765  mM.,  te  4«  758  mM.,  te  5^  750  mM.  Welke 
zal  de  vermoedelijke  stand  te  3**  15'  zijn  geweest  ?  En 
welke  die  te  5^  30'  ?  Is  bij  deze  laatste  vraag  iets  op 
te  merken? 

23.  Van  eene  reeks  is  Sn  =  ?z*  —  ;i^  +  2?!^  —  3n.  Bepaal 
zoo  kort  mogelijk  Tn-   (Gebruik  daartoe  de  betrekking 

1  n  ^  *^n '^n — ')• 

24.  Bepaal  Sny  wanneer  gegeven  is  Tn  =  2?2^  +  liir  —  5n  —  1 . 
(Stel  Sn  =  an^  +  bn^  +  ciir  +  dn,  en  bepaal  dan  a,  b,  c 
en  il  door  middel  van  bovengenoemde  betrekking.  Men 
kan  ook  schrijven  /S„  :=i2  2  n^  -{-"i  2  n^  —  h  2  7i  —  n, 
en  van  het  in  Vr.  9  en  10  gevondene  gebruik  maken). 

12.  Convergentie  en  Divergentie  van  reeksen. 

a.  Wij  hebbeu  reeds  gezien,  dat  de  som  der  termen  van 
oneindig-voortloopende  rekenhmidige  reeksen  van  de  eei\ste 
orde  hetzij  tot  -|-  oo  (bij  opklimmende  reeksen),  hetzij  tot 
—  OD  (bij  afdalende  reeksen)  nadert.  [Zie  §  3,  Vr.  18].  Men 
zal    gemakkelijk    inzien,   dat  ook  de  som  van  rekenkundige 
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reeksen  van  hoogere  orde  tot  =fc  oo  nadert.  Immers  de  ter- 
men worden  ten  slotte  öf  voortdurend  grooter,  öf  voortdu- 
rend kleiner.  Het  zelfde  is  het  geval  met  opklimmende  meet- 
kundige reeksen,  (a  positief  ondersteld). 

Bij  al  deze  reeksen  nadert  T„  zelf  tot  d=  qd.  Maar  bij 
afdalende  meetkundige  reeksen,  waar  Tn  tot  O  nadert,  nadert 
Sn  -  zooals  wij  in  §  7  hebben  gezien  —  tot  een  bepaalde, 
eindige  grenMbaarde.  Ook  bij  andere  reeksen,  waar  Tn  tot 
O  nadert,  was  zulks  het  geval  (zie  §  9). 

Nu  worden  reeksen,  waarbij  aSi  tot  dz  co  nadert,  diver- 
gente of  divergeerende  reeksen  genoemd ;  terwy  1  reeksen, 
waarbij  aS>,  tot  een  eindige  grenswaarde  nadert,  convergente 
of  convergeerende  reeksen  beeten. 

Rekenkundige-  en  opklimmende  meetkundige  reeksen  zijn 
dus  divergent,  afdalende  meetkundige  reeksen  convergent. 

Nu  zou  men  naar  aanleiding  van  het  bovenstaande  geneigd 
zijn  te  denken,  dat  bij  divei^ertte  reeksen  Tn  steeds  tot  db  oo 
nadert,  bij  Convergente  tot  0.  Maar  dan  vergist  men  zich. 
Wel  zijn  allé  reeksen,  waarbij  Tn  tot  rfc  oo  nadert,  diver- 
gent :  dit  spreekt  vanzelf  —  niaar  reeksen  waarby  Tn  tot  O 
nadert,  zijn  daarom  nog  niet  altijd  convergeerend. 

Dat  Tn  tot  O  moet  naderen,  is  wel  een  fwodzakelijke  voor- 
waarde  voor  convergentie  (waarom?),  maar  nog  geen  vol- 
doende  voorwaarde.  Er  is  méér  noodig :  de  reeks  moet 
daarenboven  sterk  genoeg  afnemen.  En  daarvoor  bestaan 
kenme7*ken,  die  wij  zullen  leeren  kennen. 

Een  zeer  leerzaam  voorbeeld  van  een  reeks,  waarvan  Tn 
wel  tot  O  nadert,  maar  daarom  nog  niet  convergeert,  zijn  de 
in  $  4  behandelde  zg.  luirmonische  reeksen.  Men  kan  gemak- 
kelijk aantoonen,  dat  bv.  de  reeks 

divergeert,  d.w.z.  dat  hare  som  tot  -j"  Q^  nadert.  Men  zou  dat 
zoo  niet  zeggen,  maar  toch  is  het  zoo.  Tel  maar  eens  10 
termen,  100  termen,  1000  termen  bij  elkaar  op,  en  ge  zult 
zien,  dat  de  som  onbeperkt  gmoter  wordt,  en  tot  od  naden. 
Ziehier  het  bewijs.    Neem  de  termen  aldus  samen: 
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1  +  V2  +  ( Vs  +  V*)  +  ( V6  +  Vö  +  Vt  +  Vs) + 
+  (V9  +  Vio  +  . . .  +  Vie)  +  en'^- 

De  som  der  twee  termen  ^/^  en  y^  is  zeker  >  2  X  V* 
f  waarom?),  derhalve  ]>  Va-  De  som  dter  vier  termen  Vö  •  •  •  •  Vs 
zal  zeker  ]>  4  X  Vs»  d.w.z.  weer  ]>  V2  zijn.  Evenzoo  is  de 
som  der  (zcht  termen  V?  •  •  •  V16  weer  ]>  8  X  Vi6>  of  >  Vs- 
Enz.  Men  kan  dus  de  reeks  splitsen  in  een  oneindig  aantal 
groepen  van  termen,  waarvan  de  som  telkens  }>  V2  is,  zoo- 
dat de  geheele  som  wel  =  od  zal  zijn. 

Beproef  dit  eens  met  werkelijk  convergeerende  reeksen, 
bv,  1  +  Vi  "f"  V4  +  Vs  +  •  •  • »  ^^  g6  zult  zien,  dat  men  hier 
zulke  groepen  niet  formeeren  kan. 

En  of  men  er  nu  al  termen  tusschen  uitlaat,  harmonische 
•reeksen,  d.w.z.  dezulke,  waarvan  de  noemers  der  achtereen- 
volgende termen  een  rekenkundige  reeks  vormen,  blijven 
divergent.  Neemt  men  bv.  de  reeks 

V2  +  V7  +  V12  +  Vi7  +  Vm  +  enz., 
dan  kan  men  schrijven: 

5XVe>V«  +  V8  +  V*  +  V5  +% 

5XV7>V7  +  V8  +  Vd  +  VlO  +  Vll 

•         •••••••••«•^ 

aKKxlat   5-maal   de   gegeven    reeks   grooter  is  dan  de  boven 

beschouwdereeks  V2+ 7»+ V4+ enz.De  i*eeks  V«+ V7+ V12 + e^^^- 
is  dus  ook  divei'geerend,  want  Yó  ^^^  ^  blijft  00. 

Toon  nu  eens  aan,  dat  ook  de  i-eeks  V7+ V107+ V207+ V307+— 
divergeerend  is. 

Een  ander  voorbeeld  is  de  reeks 

Ook    deze    reeks    is    divergent    Immers,  hoewel  hier  ook 
'blijkbaar  Tn  tot  O  nadert,  zal  de  som  oneindig  zijn.     Want 
de    som    van   71  termen  is  grooter  dan  n  X  Vi/n  (waarom  ?), 
derhalve  >V^n.  En  dit  neemt  met  n  onbegrensd  toe. 

b.  Alleen  in  het  geval,  dat  de  termen  afwisselend  -|-  en  —  zijui 

3* 
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is    het   voldoende   dat    Tn  tot  O  nadert,  opdat  de  reeks  con- 
vergeer end  zij. 

Immers,  stelt  men  de  reeks  voor  door 

h  —  '2  +  '3  —  ^4  +  ^5 —  ^6  +  ®J^z., 
dan  kan  men  daarvoor  schrijven:     . 

(h  —  k)  +  (^3  —  ^4)  +  {h  —  k)  +  etc. 

En  dit  is  blijkbaar  y>  h  —  hy  omdat  bij  afdalende  reeksen 
<3  —  ^4,  tó  —  t^y  enz.  alle  positief  zijn. 
Maar  men  kan  ook  schrijven: 

*i  —  {h  —  h)  —  {h  —  h)  —  «°z- 

En  dit  is  om  dezelfde  reden  <[^i.  De  som  ligt  dus  in 
tusschen  ti  —  t^  en  t\,  en  heeft  derhalve  een  eindige  waarde, 
zoodat  de  reeks  convergent  is. 

Bij  dit  bewijs  is  niet  gebruik  gemaakt  van  de  omstandig- 
heid, dat  tn  tot  O  moet  naderen.  Het  afdalen  der  reeks 
scheen  voldoende.  Maar  dit  is  niet  het  geval:  ook  hier 
moet  tn  tot  O  naderen.  Immers  had  men  bv.  de  reeks 

2V2  -  2  V4  +  2V8  -  2V,6  +  2V32  -  enz., 
dan  zou  volgens  het  bovenstaande  de  som  inliggen  tusschen 
2V2  en  27»  —  2V4^V4-  Toch  convergeert  de  som  der  reeks 
niet  tot  een  eindige  grenswaai^de ;  zij  is  geheel  onbepaald, 
daar  de  som  der  opeenvolgende  termen  in  den  beginne  slingert 
tusschen  2^1 2  en  V4>  ^^  bij  n  =  00  te  eindigen  met  de  grenzen 
2V3  en  Vs'  z;ooals  de  leerling  gemakkelijk  zal  kunnen  nagaan. 
Opmerking,  Het  kan  gebeuren,  dat  de  termen  aanvankelijk 
opklimmen,  maar  later  afnemen,  om  dan  voortdurend  te  blijven 
afnemen.  Men  beschouwt  in  dit  geval  bij  het  laatste  bewijs 
alleen  de  termen,  volgende  op  den  terra  vanwaar  de 
afname  is  ingetreden.  De  som  van  de  voorgaande  termen, 
eindig  in  aantal,  is  natuurlijk  altijd  eindig.  Ze  kan  eenige 
duizenden  bedragen,  zonder  dat  daarom  de  reeks  divergent 
behoeft  te  wezen. 

C.  Wanneer  een  reeks  een  rangletter  bevat,  zooals  bv.  de  reeks 

\j^a.^x^'\-x^'\-  x^  +  etc., 
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dan  kan  taeri  voor  x  grenzen  aangeven,  waartussctien  de 
reeks  convergeert,  en  waarbuiten  ze  divergeert.  Men  noemt 
dan  het  gebied,  tusschen  die  grenzen  {convergentiegrenzeri) 
begrepen,  het  convergentiegebied  der  reeks. 

Zoo  is  voor  bovenstaande  reeks  dit  gebied  blijkbaar  dat 
tusschen  — 1  en  -|-1.  Immei's  de  gegeven  reeks  is  een  meet- 
kundige, waarvan  de  reden  =  x.  Is  nu  de  absolute  waarde 
daarvan  <[  1,  zoo  weten  we,  dat  de  reeks  een  eindige  waarde, 

nl. ,  tot  som  heeft,  en  derhalve  convergent  is.  Is^'^l, 

1  —  X  '^ 

dan  is  de  reeks  blijkbaar  divergent.  Voor  x=i  —  1  wordt  de 
som  der  termen  =1  —  1  +1  —  1-f-l  —  enz.,  derhalve  onbe- 
paald» terwijl  voor  x<^  —  1  deze  som  weer  =  oo  is  (laat 
dit  eens  zien),  en  de  reeks  dus  divergeert. 

Zoo  heeft  elke  zg.  exponentiaalreeJcSy  waarin  de  opeenvol- 
gende machten  van  een  veranderlijke  x  voorkomen,  haar  con- 
vergentiegebied. Maar  voor  wij  dit  kunnen  bepalen,  moeten 
wij  eerst  iets  naders  aangaande  de  eenvoudigste  convergentie- 
kenmerken  zeggen. 

d.  In  de  eerste  plaats  zullen  wij  aantoonen,  dat  voor  con- 
vergentie niet  alleen  noodig  is,  dat  tn  tot  O  nadert,  maar 
ook,    dat    Lim.  ntn  =  O    is,    wanneer  n    tot  oo  nadert. 

[Wij  onderstellen  hier  en  in  het  vervolg,  dat  alle  termen 
positief  zijn]. 

Is  nl.  Lim.  ntn  y>  O,  bv.  =  k,  dan  zal  vanaf  zekeren  term 
ntn  y>  k'  blijven,  wanneer  k'  een  getal  is  >  O,  maar  <[  k. 
En  dit  zoowel  wanneer  ntn  van  den  grooten,  dan  wel  van 
den  kleinen  kant  tot  k  nadert,  want  ntn  zal  ten  slotte  zeer 
weinig  van  k  verschillen.  De  termen  der  reeks  zijn  dus  van 

dat  oogenblik  af  grooter  dan  die  van  de  reeks 

zoodat  de  reeks  divergent  is.  (Waarom  ?). 

Alleen  dan  derhalve,  wanneer  Lim,  ntn  =  O  is,  kan  de 
i-eeks    convergent  zijn.     Maar  deze  behoeft  het  daarom  nog 
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niet  te  wezen.  Er  zijn  reeksen,  waar  zelfs  Lint,  ntn  =  O  is, 
en  die  toch  divergent  zijn. 

Pas  het  kenmerk  eens  toe  op  de  reeks  1  H 1 1-  -  - . 

e.     Hoofdkenmerk  van  de  eerste  orde.    Wanneer  van  een 
reeks  Lim.  —-^  <[  1  is,  zoo  zal  de  reeks  convergeeren,  en  wan- 

neer  deze  limietverhouding  >  1  is,  zoo  zal  de  reeks  divergeeren. 

Dit    is  een  zeer  bruikbaar  kenmerk,  dat  in  vele  gevallen 
beslissing  geeft.  Men  leidt  het  op  de  volgende  wijze  af. 
Zij    de  limiet  =:  k,  en  in  de  eerste  plaats  k<^l,  dan  zal 

vanaf   zekeren    term  de  verhouding  ^-^    wederom    in    elk 

geval  <^^'  zijn,  wanneer  k'y>k,  maar  <^1.  De  verhouding 
van  twee  opeenvolgende  termen  zal  dan  bijgevolg  kleiner 
zijn  dan  die  van  een  meetkundige  reeks,  waarvan  de  reden 
=  k\  en  derhalve  zal  de  gegeven  reeks  zeker  convergent  zijn. 
[Immers,  noemt  men  de  termen  der  meetkundige  reeks  na 
genoemden  term  1^1,1^^,1/3...;  ^ie  der  gegeven  reeks  ^i, /j,  ^a-.^ 
dan  is 

-  <  —  ,      derhalve       hK^  —  w^. 

Vermenigvuldiging  van  de  eerste  ongelijkheid  met  -<— 

geeft : 

3  ^*^  ^'2  •  .^    1 

-  <r  — ,      waaruit      ^3  <  —  ««3. 

Enz.  En  daar  t^zzz-^ui,   zoo   zal   door   optelling   ontstaan: 

*i 

t    +  «2  +  ^3  +  •  •  •  <  —  («'l   +  *«2  +  ^'3  +  •     •)» 

Ui 

waaruit  onmiddelijk  volgt,  dat  wanneer  na  zekeren  term 
de  verhonding  van  twee  opeenvolgende  termen  van  een  reeks 
aldoor  kleiner  is  dan  die  van  een  andere  reeks,  ook  Aesmn 
der  bedoelde  termen  van  de  eerste  reeks  kleiner  zal  zijn  dan 
die  der  overeenkomstige  termen  van  de  tweede  reeks.] 
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bat  bij  X'  i>  1  de  reeks  divergeeii%  spreekt  van  zelf.  Want 
elke  term  is  dan  grooter  dan  de  voorgaande. 

Alleen  ald  k=zl  is,  geeft  het  kenmerk  geen  beslissing,  tenzij 
bij  eindige  waarden  van  n  de  verhouding  'h-i//„  steeds  >  1  is. 
Dan  is  de  reeks  natuurlijk  ook  divergent 

Opmerking.  Wanneer  Lim  —^  <^  1  is,  zoo  ligt  daarin  van 

zelf  opgesloten    dat    tn  tot  O  nadert.  Immers  «n  <  -^  Wn-  En 

daar  bij  de  afdalende  meetkundige  reeks  Un  tot  O  nadert,  zoo 
moet  noodzakelijk  ook  tn  tot  O  naderen. 

Op   de  zelfde  wijze  blijkt,  dat  wanneer  Lim.  ~-  ]>  1  is, 

U  tot  00  zal  naderen,  daar  hij  een  opklimmende  meetkundige 
reeks  ttn  tot  oo  nadert. 

Alleen  als  Lhn.  -^^  =  1  is,  kan  tn  tot  een  eindige  grens- 

waarde  ]]>  O  naderen.     De  reeks  is  in  dit  geval  divergent. 
Ter  verduidelijking  geven  wij  het  volgende  overzicht. 

I  Lim. <^  1     Lim.  t^  =  O  Convergetit. 


tn 

II  Lim.  — ^  = 

tn 


1  +  V2  +  V4+V8  +  -.- 


tn 


Lim.  tn  =  O  Conv.  of  Diverg. 

t,,  \  il  +  V2+V3+V4+-..   of. 

„       eindig  Diverg, 

,i     =  1  „       eindig  Diverg. 

2  +  2  +  2  +  2  +  ... 
„       eindig  Diverg, 

2  +  2'/s  +  2V44.2V8  +  ... 
„       =00  Diverg, 

2  +  3  +  4  +  5  +  ... 


M    >1 


III  Lim.  — ^  ^  1     Lim.  <„  =  oo  Divergent 


t» 


2  +  4  +  8  + 16  +  ... 
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Passen  wij  nu  het  behandelde  kenmerk  eens  toe  op  <)e 
binaminaalreeks : 

(1  +  ^)    z=:  1  +  -..r  +  -j— 2"  «^^  H 1~2~3 '^    +  •  •  •  t 

waarbij  wordt  ondersteld,  deit  j)  geen  geheele positieve  waarden 
heeft,  daar  de  reeks  andeif?  peen  oneindig  aantal  termen  zou 
bezitten . 

Nu  is  blijkbaar  (/«  is  de  term  met  x'') : 

/^i??i. z=z  Liin, X  ■=.  —  lAun, x  . 

tn  n  -|- 1  « -|- 1 

Is  X  dus  positief,  dan  is  de  verhouding '»+ V/h  (zoodiiin]>p 
wordt)  negatief,  en  zullen  de  termen  der  reeks  afwisselend 
-|-  en  —  wezen.  Is  x  negatief,  dan  wordt  die  verhouding 
positief,  en  de  termen  zullen  (zoodra  7^>pis)  óf  alle  -|-, 
óf  alle  —  zijn.  Nemen  wij  de  absolute  waainle  van  de  ver- 
houding, dan  moet  dus  voor  convergentie : 

n—p                                    .      n-f-1 
Lim, ~  .V  <^  1,     of     ^  <C  Lim. 

w-f"I  ^ — P 

zijn.  En  aangezien  deze  laatste  limiet  blijkbaar  =  1  is,  zoo 
zal  de  absolute  waarde  van  x  dus  <^  1  moeten  wezen. 

Het  convergentiegebied  der  bi nominaalreeks  ligt  derhalve 
tusschen  —  1  en  -f- 1 . 

Zoodra   x    buiten    deze    waarden    valt,  zal  Lim. >  1 

t 

woiHlen,  derhalve  tn  tot  oo  naderen,  en  de  reeks  —  al  heb- 
ben de  termen  afwisselend  teeken  —  divergent  zijn. 

Onzekerheid  blijft  alleen  bestaan  voor  a?==tl,  want  dan 

is  de  absolute  waarde  van  Lirn,  —  -  =  1. 

tn 

Is  ^  =  —  1,  dan  is  ''•+V^  =  ^  1,  en  hebben  wij,  naarmate 
o?  =  -f  1  of  —  1  is  : 

(1  +  ir'  =  V^ = 1  -  1  +  1  -  1  +  1  -  1  +  •  •  • 

(1  -  ir'  =  Vo=oo  =  i  +  i  +  i  +  i  +  i  +  i  +  ... 

De  reeks    is    dan    divergent,    (of  onbepaald,  bij  a;  =  +  l). 
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ïs   p<^—  i,    dan   is  de  absolute  waarde  van  '«+V'«  ^  1» 
en  zal  de  reeks  wederom  divergeeren. 
Voor  p=:  —  2  heeft  men-  bv. : 

(1  +  ir'  =  1/,  =  1  -  2  +  3  -  4  +  5  -  6  +  . . . 

(1  —  1)"*  =  1 'o  =  00  =  1 -4-2  +  3  +  4  +  5  +  6  +  ... 

Is  />  ]>  —  1,  dan  is  de  absolute  waarde  van  '»+V^  <C  !> 
zoodat  de  reeks  han  convergeeren.  Maar  om  dit  uittemaken, 
zijn  nadere  kenmerken  noodig.  Evenwel  zal  men  gemakke- 
lijk inzien,  dat  bij  cV=  +  l  de  reeks  in  dit  geval  zal  convergeeren. 

Immers  de  termen  zijn  dan  afwisselend  +  en  — ,  terwijl 
tn  tot  O  nadert.  ^) 


^)  Dat  dit  laalste  JDderdaad  het  geval  is  voor  alle  waarden  van  2?  >  —  1, 
kan  men  op  de  volgende  wijze  aantoonen. 
Is  p  =  —  Va»  dan  wordt  bvi  t^  : 

(- Vg)  (-1  Vg)  (-2J/g) . .  .  (-7Vg)_  1  ,  3  .  5  ...  15  _ 

1  2  3 .8       ~2.4.6...16~ 

1.2.3.4.5.6...  16  i.2.3...16  16! 


22  .  42  .  62  ...  16^  (22)»  (1^  .  2^  . . .  8»)      2^0  (g!)»  ' 

wanneer    het    factorenproduct,    1  . 2  .  3  . . .  n  door  n  I  wordt  aangeduid. 
Nu  is  volgens  de  bekende  formule  van  Stirling,  welke  in  de  Hoogere 
Wiskunde  wordt  bewezen,  voor  w  =  00  : 

n  /  =  n«  ^— "  ^  2jïn  , 

wanneer  e  het   onmeetbare   getal  2,7] 828...  is,  dat  we  spoedig  zullen 
leeren  kennen.  Derhalve  is  voor  p  =  —  V2' 

(2n)2«^-2"l^2V.  2w            1 
Lim.  t,t  = r— =1:  , 

zoodat  dit  voor  n=oo  behoorlijk  tot  O  nadert. 

Is   nu  p   niet  =  —  Vï»  ^^^^  dichter  bij  — - 1,  bv.  =  —  7»/^^,  dan  zal 
men  voor  tn  vinden : 

(-7''/8o)(-l^''/8o)(-27»/8o) . . .  \-(n-y^)\ 
1  2  3 n 

zoodat  we,  afgezien  van  het  teeken,  voor  Lim.  tn  kunnen  schrijven : 

(1  -  Vso)  (1  -  V,6o)  (1  -  V2«.)  .  •  . 

Nu  is  blijkbaar : 


4d 


Zoo  geven  bv. 

=  1  -  Vj  +  %  -  Vi«  +  ""/m  -  "/«56  +  .  •  • 


en 


convergeerende  reeksen. 

Een  tweede  voorbeeld  is  de  reeks 


Hier  is 


^  +  T  +  Ï72  +  T7r.1  +  •  •  • 


Jjim,  — : —  =;  lAm*  — • 
in  n 


Dit    is    dus    <^  1,   wanneer   x  <^Lim.n,    d.w.z.  <^  90  is. 
De    reeks    convergeert   derhalve  voor  aUe  waarden^  van  x, 
hoe  groot  deze  ook  zijn. 


(1-  Vmr<a-  V8o)(i-  V8»).-.(i-Vu8) 

(1  -  V,oo)«  <  (1  -  Vim)  (1  -  Vm) ...  (1  -  Vws) 
(1  -  Vmr  <  (1  -  V240)  (1  -  Vj«) ...  (1  -  Vs,8 

wat  na  vermenigvuldiging  geeft : 
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(l-VWCl- V160KI- V240)  •  •  .  <  ^(1- VsoKl- V82)(l- V84)  .  .  . 

Maar  we  hebben  boven  (bij  />  =  — -  Vs)  bewezen,  dat  het  product 
(1— V3)  (1— VO  (1— Vc) .  • .  (i-Vso)  (1— Vsa) ...  tot  O  nadert.  Derhalve 
zal  ook  (l—Vso)  (l—Vsa)  (1— Vs*)*--  tot  O  naderen,  en  dus  ook  de 40© 
wortel  daaruit. 

Hoe  dicht  p  alzoo  tot  —  1  nadert,  altijd  zal  U  tot  O  naderen. 

Voor  waarden  van  p  >  —  Vs  zal  dit  vanzelf  duidelijk  wezen,  want 
dan  zgn  de  factoren  in  den  teller  altijd  kleiner  dan  bij  p  =  —  Va*  ^ 
is  bv.  voor  p  =  —  V4  onmiddellijk  zichtbaar.  En  is  p  positief,  dan  is 
het  duidelijk,  da\  vanaf  zekeren  factor  dit  in  nog  sterker  mate  het 
geval  zal  zijn. 
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De  leerling  onderzoeke  nu  eens  de  volgende  reeksen. 

1.    «  +  V»  «  +  Va  «^  +  V*  «*  +  •  •  • 
1»»       1.3  «6       1.3.5  «7 
^2,3  ^2.4  5  ^2.4.6  ?  ^ 

3.  1 +  2«-f.3j!«  +  4«8  4- 5»*+... 

4.  1 +  « -f.  i/^ar« -f  !/»«»  +  Vl6  «*  +  ••• 

Onderzoek    bij   deze   reeksen   ook  eens  de  grensgevallen,' 

■ 

waarbij  de  absolute  waarde  van  Lim.  -^  =  1  is. 

f.    Kenmerk  van   de   tweede   orde.   Wij  zagen,  dat  in  geval 

Lim,  — ^  =i=  1  is,  en  -^  aan  den  kleinen  kant  tot  1  nadert, 

het  in  e)  behandelde  kenmerk  geen  beslissing  geeft.  In  dit 
geval  kan  een  nader  kenmerk  —  een  van  de  tweede  orde  — 
worden  aangegeven. 

Bewijzen  wij  daartoe  eei'st  de  volgende  eigenschap:  Is  de 
reeks  ti,  ^j,  ^3,  ^4,  enz.  af  dalend,  dan  zal  deze  tegelijk  conver- 
geeren  of  divergeeren  met  de  reeks  t^,  2^^^,  4^^,  8^g,  enz. 

Immers,  daar  de  eerste  reeks  afdalend  is,  zal  uit  ^i  =  /], 
2ti  =  %,  4^4  <  2^3  -f  2/4,  8^s  <  2^5  +  2^0  +  ^  +  2^8,  enz., 
enz.  volgen  s^  <[  2si  —  ^j,  wanneer  men  ^i  +  ^2  +  ^3  +  e^^z. 
^1  noemt,  en  t^  +  2^^  -f  4^4  -|-  enz.  door  s^  voorstelt.  Is 
derhalve  de  eerste  reeks  convergent,  dan  ook  de  tweede. 

Eveneens  volgt  uit  ^i  =  i?i,  2^2>'^2+^3»  4^4]>^4+^ö4"'6  +  ^7> 
enz.  de  ongelijkheid  .^2  ]>  ^i-  Is  dus  de  eerste  reeks  divergent^ 
dan  ook  de  tweede. 

Omgekeerd  zal  men  hebben  2.?i  >  ^i  +  <!>  en  ,^1  ^  5^, 
waaruit  volgt,  dat  uit  de  divergentie  van  s^  ook  die  van  s^ 
voortvloeit,  en  uit  de  convergentie  van  ^^  die  van  s^. 

Opmerking.  Ook  bij  dit  bewijs  houde  men  in  het  oog,  dat 
het  slechts  noodig  is,  dat  de  termen  der  eerste  reeks  op 
den  duur  afnemen,  en  dat  het  volmaakt  onverschillig  is  of 
de  eerste  duizend  termen  daaraan  al  of  niet  voldoen.  De 
som  dezer  termen  is  toch  altijd  eindig. 
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Beschouwen  wij  nu  de  reeks 

1111 

1 h  enz. 

^p    2r    ^^    4F 

Hier  is  Lim.  -^  =  Lim,  \  — — r  )   =1,  terwijl  de  verhoii- 

ding  - —  aan  den  kleinen  kant  tot  1  nadert.  Het  kenmerk 

der  eerste  orde  geeft  dus  geen  beslissing.  Maar  volgens  het 
bovenstaande  convergeert  of  divergeert  de  reeks  tegelijk  met 

12         4                       111 
1 h  «nz.  = -| -\ +  enz. 

Maar  deze   laatste   is  een  meetkundige  reeks,  waarvan  de 
reden  =  — —  is.  Deze  nu  is  convergent,  wanneer  de  reden 

<^  1  is,  en  divergent,  wanneer  zij  =  >  1  is,  m.a.w. :  Is 
p>l,  dan  convergeert  Aq  meetkundige  reeks,  en  derhalve  ook 

de  gegeven  reeks,  en  is  ^  ^  1,  dan  divergeert  de  meetkundige 

reeks,  en  met  haar  de  geget^en  reeks. 

Aldus     zijn     de     reeksen     1  -j-  V^  +  V3  +  V4  +  ^^^-^ 

1  1 

•1  +  -—-  +  -"T^  +  enz.  —  zooals  we  reeds  vroeger  zagen  — 

divergent y  terwijl  bv.  de  reeksen  J  +  V4  +  S'g  +  \^c  +  enz., 
1  -|-  Vs  +  ^  '27  +  V04  +  enz.  convergent  zijn. 

En  thans  kunnen  wij  het  bovenbedoelde  kenmerk  afleiden. 
Dit  luidt: 

Schrijft    men    ^^    in   den  vorm ,  dan  zal  de  reeks 

^  tn  l+«n 

convergeeren   of  divergeerefi,  al  naarmate  Lim.nan  ^  1,  dan 

wel  <]  1  is.  Is  Zwn.  7za7i  =  l,  dan  zal,  als  ntt„  steeds  <1 
is,  de  reeks  toch  divergeeren ;  maar  als  nan  aan  den  groeten 
kant  tot  1  nadert,  geeft  ook  dit  kenmerk  geen  beslissing. 
Er  zijn  dan  nog  scherpere  kenmerken  noodig,  w^aarmede  wij 
ons  evenwel  hier  niet  zullen  bezig  houden. 
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Bewijs.  Zij  in  de  eerste  plaats  Lim,  nan  ]>  1,  bv.  =  k. 
Is  dan  k'  een  getal  ]>  1  en  <!^k,  dan  zal  van  af  zekeren 
term  steeds  worden  voldaan  aan  de  ongeli; 

[Immers  daaruit  vloeit  voort  na»  ^  k'  4-  — h  .  .  » 

waarbij  het  1®  lid  tot  k  nadert,  het  tweede  tot  k',  zoodat 
vanaf  zekere  waarde  van  n  daaraan  zeker  wordt  voldaan, 
aangezien  k^k'  is]. 

Dan  is  dus  ook  ^^^  =  ---: —  <i  \  — —7  1   •  Maar  de  laatste 

verhouding    is    die    van  twee  opeenvolgende  termen  van  de 

111 

reeks  "F  +  ^  H — n  +  enz.,  welke  convergent  is,  tengevolge 
12  3 

van  Ar'  ]>  1.  En  daar  *»+V^  steeds  kleiner  is  dan  die  verhou- 
ding, zoo  zal  ook  de  beschouwde  reeks  convergent  zijn 
(zie  bij  e)). 

Is  in  de  tweede  plaats  Lim.  na»  =  k  <^1,  dan  kan  men 
een    getal    k'    aannemen    y>  k   en    <[  1?  waarbij  dan  vanaf 

zekeren  term  1  +  «n  <C  (1  +  ^'n)  zal  wezen.  De  vergelij- 
kingsreeks -TT  +  -77  +    6nz.    is  nu   diverqenty  en  men  toont 

r        2 

gemakkelijk    aan,    dat   ook    de    gegeven  reeks  divergent  zal 

wezen. 

Is    in    de   derde  plaats  Lim,  na^  =  i*  =  1,  terwijl  na„  aan 

1  n 

den    kleinen    kant    tot    1    nadert,    dan    zal    — ; —  =  — ; 

l+On       n-fna„ 

n 

blijkbaar  >  -—  zijn.  De  laaatste  verhouding  nu  is  die  van 

twee  opeenvolgende  termen  van  de  harmonische  reeks 
1  -|-  ^/g  +  V3  -f  enz.,  welke  divergent  is.  Ook  de  oorspron- 
kelijke reeks  is  bijgevolg  divergent. 

Een  nadere  beschouwing  der  convei-gentie  en  divergentie 
van  reeksen,  en  de  afleiding  van  kenmerken  van  nog  hoogere 
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orde  behooren  tot  de  belangrijkste  hoofdstukken  der  Hoogem 
Algebra.    Het    bovenstaande  is  echter  voor  velerlei  beschou- 
vi^ingen  en  berekeningen,  die  gedurig  in  theoretische  en  toe- 
gepaste Wetenschappen  voorkomen,  van  het  hoogste  belang 
en  daarom  m.i.  onmisbaar. 

Passen   \vij,   het    laatst    behandelde  kenmerk  wederom  op 
een  paar  reeksen  toe. 
'     Wij  zagen  in  é),  dat  wanneer  in  de  binominaalreeks 

cT  =  —  1  is,  er  onzekerheid  bl\jft  bestaan  aangaande  conver- 
gentie of  divergentie,  wanneer  p]>  —  1  is. 

Wanneer   o?  =  —  1    is,   zal  =  — r-r  zijn.  Wij  kunnen 

*fi        n-f-l 

daaivoor  schrijven : 

1-"/»  1 


,+1  ,+(?±i+d4l)+ Y 

n  \    n  n*  / 

p(p+l) 

zoodat  nan  =  p  +  1  -| h  •  •  •  wordt.  De  limietwaarde 

n 

hiervan  is  dus  2>  +  l.  Dit  is  ]>1,  wanneer  p  positief,  en 
<[1  wanneer  p  negatief  is.  Wij  hebben  dus,  dat  wanneer 
x=z  —  1  is,  de  binominaalreeks  alleen  zal  convergeei^m  voor 
positieve  waarden  van  p,  maar  divergeei'e?i,  wanneer  p  nega- 
tief is. 
Zoo  is  bv.  de  reeks 

( l  -  1  )*/».=  O  =.  1  -  V,  -  Vs  -  Vl6  -  Vl28  -  V,56  -  .  .  • 

convergent.  Maar  daarentegen  zal  de  reeks 

divergent  zijn. 

Is  p  =  O,  dan  bestaat  de  reeks  uit  slechts  éen  term. 
liecapituleerende,    hebben  wij  dus  gevonden,  dat  de  bino- 
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niinaalreeks  voor  (1  -f-  xf  convergeeren  zal  voor  alle  waarden 
van  a?]>  —  1  en  <[-f"l»  divergeerden  voor  alle  waarden  van 
a;  <^  —  l  en  ]>  +  1-  Voor  o;  =  -f- 1  zal  de  reeks  conver- 
geeren, wanneer  p^  —  1  is  ;  voor  o?  =  —  1  alleen  dan, 
wanneer  p  ]>  O  is. 

Onderzoeken  wij  als  tweede  voorbeeld  de  reeks 
1         1«  3         13.32.5        1«.39.5«.7 

7.9 
Het  quotiënt  van  bv.  den  5^"  en  4®"»  term  is-r^,  zoodat 

10* 

wij  vinden : 

tn+\  _  (2n-l)(2n+l)  _  4n^-  1 
X"        (2n+2)«        ~4(n+l)»* 

De  grenswaarde  hiervan  is  =1,  terwijl  de  verhouding 
aan  den  geinen  kant  tot  1  nadert.  Wij  bevinden  ons  dus 
in  het  twijfelachtige  geval.  Brengen  wij  nu  de  gevonden 
verhouding  in  den  vorm 

5 
dan  is  dus  n«„  =  2  +  —  +  ... .,   hetgeen  tot  2  nadert.  Dit 

4n 

>  1  zijnde,  doet  ons  dus  besluiten,  dat  de  gegeven  reeks 
convergeert. 

Ter  oefening  onderzoeke  men  nu  in  de  eei*ste  plaats  de 
twijfelachtige  gevallen  bij  de  Vraagstukken  aan  het  eind  van 
e),  speciaal  Vr.  2,  en  daarna  de  volgende  reeksen. 

12        3        4 

1 .    De  reeks   52  +  ^  +  72+^  +  -"    Men    toone  aan,  dat 

deze    divergeert    [Bepaal  ^«/^-i ;  de  uitkomst  wordt  dan 
eenvoudiger  dan  wanneer  men  ^«+i/^  bepaalt,  (waarom  ?)] 
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2.  Bewijs,  dat  wanneer  -^  = ^- '-^-^  is, 

de  reeks   convergeert  of  divergeert,  naarmate  6]  —  «i  > 
dan  wel  <[  1  is. 

3.  Onderzoek  de  reeks  1  +  ar  +  - a-^  +  -V^^  4-  -^-4-  a?*  +  . . . 

4.  Enook  j^3^+^5^  +  p^  +  ^^  +  .... 

,     ^      ^  ,1^        1-2^*        1.2.3^3        1.2.3.4  .r* 

5.  En  de  reeks  — 7  -^ 1 .  -\ 1-  . . , 

3  4  ^  3.5  5   ^  3.5.7  8   ^  3.5.7.9  13  ^      ' 

wanneer  de  noemers  4,  5,  8,  13,  enz.  een  rekenkundige 
reeks  van  de  tweede  orde  vormen. 

6.  Het  zelfde  wordt  gevraagd  van  de  reeks 

V    ,      12.32    ^      12.32.52    ^ 

"^  +  2«.3  "^   +  2«.4».5  "  +  2«.4».6*.7  ^   "»-  " '  " 

7.  Onderzoek  de  i-eeks  1  —  2.»'  +  ^J?*  —  4**  -|-  5i»8  — , . . 

8.  Eindelijk  de  reeks  (^J  +  i gj  +  1(0"+  ^(jj  +  ... 

g.  Wij  zullen  later  zien,  dat  er  in  de  Algebra  voi'scheidene 
uitdrukkingen  door  middel  van  reeksen  worden  berehmd. 
Zijn  die  uitdrukkingen,  zooals  gewoonlijk,  onmeetbaar,  dan 
moeten  van  de  bedoelde  reeksen  zooveel  termen  worden  bere- 
kend, dat  de  weggelaten  termere  alle  tezamen  geen  invloed 
meer  uitoefenen  op  het  verlangde  aantal  decimalen. 

Heeft  men  2i^;ai-convergeerende  reeksen,  d.w.z.  zulke,  waar- 
van de  som  slechts  langzaam  tot  de  grenswaarde  nadert,  dan 
heeft  men  daartoe  veel  termen  noodig;  bij  ^^^r^-convergeerende 
reeksen,  die  s'uel  tot  de  grenswaarde  voeren,  kan  men  dik- 
wijls met  een  zeer  gering  aantal  termen  volstaan.  Men  moet 
er  daarom  steeds  naar  streven  reeksen  afteleiden,  die  zoo  sterk 
mogelijk  convergeeren. 

Vraagt  men  bv.  naar  de  grenswaarde  van  de  som  der  reeks 

11  1  1 

"^      "^  2  "^  2^  "^  2.3^  "^  2^3X5  "^  '  " 
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in  4  decimalen  nauwkeurig,  dan  vindt  men,  met  5  deci- 
malen rekenende : 

I  ^  |j2f  _|-  0,50000  +  0,16667  +  0,04167  +  0,00833  -f- 

+  0,00139  +  0,00020  +  0,00002. 

Men  ziet  gemakkelijk  in,  dat  men  bv.  den  viei-den  term 
verkrijgt,  door  den  derden  door  3  te  deelen  ;  den  vijfden, 
door  den  vierden  door  4  te  deelen  ;  enz. 

De  10^  term  heeft  reeds  geen  invloed  meer  op  de  5«  deci- 
maal, zoodat  men,  de  eerste  twee  niet  medegerekend,  met  7 
termen  der  reeks  kan  volstaan.  Voor  de  som  vindt  men  nu 
benaderd  2,71828,    dus  in  4  decimalen  nau^ykeurig  j|,7183. 

Deze  reeks  was  dus  tamelijk  sterk  convei-geerend.  Daar- 
entegen zal  de  reeks 

i-Vs  +  Vs-Vt  +  '-i 

waai'van  de  som  tot  V4  ^  =  0,785398 . . .  nadert,  slechts  zeer 
langzaam  convei^eeren.  De  leerling  ga  eens  na  hoeveel  ter- 
men er  noodig  zijn,  om  de  eerste  vier  decimalen,  nl.  0,7854, 
nauwkeurig  te  berekenen. 


TWEEDE  LES. 


LOGARITHMEN. 


1.  Bepalingen,  enz.  Heeft  men  de  e^on^n^zoa/vei^elijking  (zie 
Deel  I,  bl.  210)  l(f  =  100,  zoo  ziet  men  onmiddelijk,  dat 
a?  =  2.  Maar  heeft  men  optelossen  de  vergelijking  10*  =  3, 
dan  is  het  niet  mogelijk  door  middel  van  een  of  meer  der 
tot  nu  toe  behandelde  bewerkingen  (optelling  en  aftrekking, 
vermenigvuldiging  en  deeling,  machtsverheffing  en  wortel- 
trekking)  rechtstreeks  de  waarde  van  x  te  berekenen.  Wij 
zullen  spoedig  zien,  dat  men  dergelijke  onbekende  expo- 
nenten door  middel  van  convergente  reeksen  kan  bepalen. 
Men  noemt  ze  logarithmen.  In  het  algemeen  verstaat 
men  onder  de  logarithme  (verkort  geschreven  log)  van  een 
getal  a :  de  macht  waartoe  een  bepaald  getal  p  {grondtal 
of  basis  genoemd)  moet  verheven  worden,  om  het  gegeven 
getal  a  optele veren. 

Volgens  deze  bepaling  zijn  dus  de  beide  vergelijkingen 

volkomen  gelijkwaardig.  Evenzoo  de  vergelijkingen  10'  ^  3 
en  a?  =  log  3. 

Voor  het  bepaalde  grondtal  neemt  men  gewoonlijk  het 
grondtal  10  van  ons  tientallig  stelsel.  Wordt  een  ander 
grondtal  gebruikt,  dan  doet  men  goed  dit  rechts  onder  aan 
het  wooixl  log  te  zetten.  In  plaats  van  x  =  log  a,  voort- 
vloeiende uit  p^  =za,  schrijft  men  dus  liever  x  =  logp  a. 

Alle  logarithmen,  behoorende  bij  een  bepaald  grondtal,  vor- 
men tezamen  een  logarithmeiistekeL  Het  stelsel,  waarvan  10 
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het  grondtal  is,  noemt  men  het  gewone  of  BRiGGs'sche  logar 
rithmenstelsel,  aldus  genoemd  naar  den  uitvinder  Briggs  (1618). 

Men  vindt  ze  van  getal  tot  getal  opgegeven  in  z.g.  loga^ 
rithmento/!?&,  waarover  we  later  uitvoeriger  zullen  spreken. 
Alleen  zij  vermeld,  dat  Briggs  dergelijke  tafels  samenstelde, 
loopende  van  10000  tot  20000,  en  later  (1624)  ook  van 
90000—100000.  De  logarithmen  der  getallen  tusschen  20000 
en  90000  werden  door  onzen  landgenoot  Adriaan  VLAcq 
van  Gouda  berekend  (1628). 

Deze  werkten  echter  niet  met  reeksen,  maar  moesten  door 
herhaalde  worteltrekkingen,  telkens  tot  in  een  zeer  groot 
aantal  decimalen  nauwkeurig,  de  logarithmen  berekenen. 
Deze  handelwijze,  welke  thans  geheel  verouderd  is,  en  die 
wij  dan  ook  niet  zullen  verklaren,  was  uiterst  langwijlig. 
Gelukkig  zijn  er  dan  ook  in  later  tijd  reeksen  afgeleid,  die 
zeer  snel  tot  het  beoogde  doel  voeren. 

Het  nemen  van  de  loganthme  van  een  getal  gaat  aan 
cdle  vier  hoofdbewerkingen  vooraf.  Wil  men  de  volgorde 
wijzigen,  zoo  moeten  haakjes  worden  gebruikt.  Zoo  beteekent 
hg  {a  —  b)  geheel  iets  andei*s  dan  log  a  —  b.  En  evenzoo  is 
er    verschil    tusschen    log  {a  X  f>)  ^^  ^og  aX  b.  Schrijft  men 

a 

ab  in  plaats  van  a  X  6>  of  -  in  plaats  van  a :  6,  dan  kunnen 

o 

a 

de    haakjes   natuurlijk  worden   weggelaten  :  log  ab  en  log  — 

beteekenen    dus    resp.  hetzelfde  als  log  (a  X  b)  en  log  {a :  b). 

Wat  machtsverheffing  betreft,  daar  het  woord  log  altijd 
(evenals  het  wortel  teeken)  links  wordt  geschreven,  de  expo-r 
nent  altijd  rechts,  zoo  wordt  de  afspraak  gemaakt,  dat  — 
evenals  bij  worteltrekking  en  machtsverheffing  —  de  machts* 
verheffing  vóoi^aat.  Zoo  beteekent  dus  log  a^  de  log.  van  a^, 
in  tegenstelling  van  (log  af,  ook  wel  geschreven  log^a. 

Daar  i^  en  log  beide  links  worden  geschi-even,  zoo  geeft 
de  volgorde  der  teekens  van  zelf  die  der  bewerkingen  aan. 
Zóo  bij  %i^4  en  lK%4. 

Het  nemen  der  logarithme  is  een  bewerking,  die  overigens 
in  rang  volkomen  gelijk  staat  met  machtsverheffing  en  wor- 
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teltrekking.  Immers  in  de  vergelijking  p'^a  zijn  de  drie 
bewerkingen  gelijkelijk  vertegenwoordigd.  Zijn  ^  en  .2?  bekend, 
dan  vindt  men  ui  door  machtsver heffing.  Zijn  aen^  bekend, 

A  X 

dan  vindt  men  p  door  worteltrekking:^:=l^a.  Zijn  eindelijk 
^  en  a  bekend,  dan  wordt  x  gevonden  door  de  logarühm 
te  nemen  :  x  ==  logp  a. 

2.  Eigensohappen. 

a.  Wanneer  wij  10  als  grond  tal  van  het  logarithmenstelsel 
aannemen,  zoo  verkrijgen  wij  het  volgende  overzicht. 


10  100  1000  +  OD 
12        3      +0D 


Getallen  O     0,001  0,01    0,1      1 

Logarithmen  —  00    —  3    —  2  —  1     O 

Ware  niet  10  als  grondtal  aangenomen,  maar  een  wille- 
keurig positief  getal  p,  grooter  dan  1,  dan  zou  toch  in  elk 
geval  blijven  gelden : 

log  O  =  —  c»     ;  log  1  =z  O     ;  log  c»  =  00  . 

Immers  bij  p  >  1  is  p-*  =  O  (zie  Deel  I,  bl.  171),  der- 
halve is  de  log.  van  O  steeds  =  —  00.  Evenzoo  zal  de  log. 
van  +00  altijd  =z -|- 00  zijn.  Want  bij  />>1  is  />*=od. 
En  eindelijk  is  voor  elke  eindige  waarde  van  2>  steeds  ^^  =  1, 
zoodat  log  1  in  elk  stelsel  =  O  is. 

De  bovengenoemde  grenswcuirden  zijn  dus  in  elk  stelsel 
(mits  p^l)  het  zelfde ;  alleen  zullen  de  tusschenliggende 
logarithmen  telkens  andei*s  uitvallen,  wanneer  een  ander 
grondtal  wordt  genomen. 

Hierbij  geldt  evenwel  altijd,  dat  logp  =  l,  logp^  =  2, 
enz.  En  dat  log  Vp  =  —  1>  iog  ^/^  =  —  2,  enz. 

Grafisch  vooi^esteld  krijgt  men  dus  het  volgende  verloop 
van  de  logarithmen  der  verschillende  getallen  van  O  tot  +  od. 
(De  getallen  worden  in  horizontale  richting  afgezet,  de  loga- 
rithmen in  vertikale  fig.  2). 

Men  ziet  dadelijk  —  zooals  trouwens  ook  uit  t)oven* 
staand  overzicht  —  dat  wanneer  het  grondtal  ^  >  1  is, 
getallen  kleiner  dan  J  negatieve  logarithmen  hebben,  en 
getallen  grooter  dan  1  positieve  logarithmen. 


BS 


Verder  is  het  duidelijk,  dat  wanneer  ^  >  O,  neyatieve 
getallen  geen  logayithmen  bezitten. 

Want  is  p  positief  en  a  negatief,  dan  is  aan  de  vergelijking 
p"^  =  a  mimogelijh  door  reëeh  waarden  van  x  te  voldoen. 
Wij  zullen  later  zien,  dat  x  in  dit  geval  iniagmaire  waar- 
den verkrijgt. 

Ook  ziet  men  terstond,  dat  wanneer  j?  >  1,  bij  Q^ngrooter 
getal  een  grootere  log.  behoort.  Want  dan  neemt  in  de  gelijk- 
heid p^  ^  a  het  getal  a  met  den  exponent  toe. 

b.     Men  heeft  verder  de  volgende  eigenschappen,  welke  voor 
elke  loaarde  van  het  grondtal  p  zullen  gelden  : 


log  ab  :=^  log  a  '{'  loff  b 


log  a^  =inlog  a 


a 


log  —  zizlog  a  —  log  b. 
b 

n 

logV^  arzz  ^/n  log  a. 


De  waarheid  hiervan  is  onmiddelijk  duidelijk.  Immers  daar 
logarithmen  niet  anders  dan  exponenten  zijn,  bezitten  zij  ook 
de  eifirenschappen  van  exponenten.  Is  bv.  p^  =  a,  2^^  =  ^> 
dan  is  y>H-y  =  ah,  derhalve  X'\'  y  ^=zlog  ab.  Nu  is  o?  =  log  a^ 
y  =  log  b,  en  dus  wordt  log  a  -^  logb  =2  log  ab.  Evenzoo 
bij  %«A. 


Verder     volgt     uit    p^  =  a     dadelijk   2>"*  ==^  ^*'>    derhalve 

n 

m?  =  fo^  a",  of  nloga=  log  a".  Hetzelfde  bij  log  l^  a. 

Men  brenge  de  bovenstaande  eigenschappen  eens  onder 
woorden. 

De  bewezen  eigenschappen  stellen  ons  in  staat  de  loga- 
rithmen  van  alle  deelbare  getallen  te  berekenen,  wanneer 
de  log.  van  de  ondeelbare  factoren  bekend  zijn.  Zoo  is  bv. 
log6=log{2x^)=log2'\'log3,enlog^2=log2  +  logS+log7. 
Evenzoo  zal  log  12  =  log  (2^  X  3)  =  2  %  2  +  log  3  zijn.  En 
log  8  =  log  2^  =  3  log  2. 

10 
Ook    is    log  5  zi=  log  —  =  log  iO — log  2.    In    het   gewone 

log.stelsel  (waar  p  =  10)  is  dus  fo^  5  =  1  —  log  2.  Verder 
is  log  Vs  ^  —  log  2  (waarom  ?) ;  hg  */s  =^log2  —  log  3  ; 
log  0,2  =  log  7io  =  %  2  —  1    (wanneer  p  =  10).  Enz.  Enz. 

Het  is  nu  ook  gemakkelijk  aan  te  toonen,  dat  wanneer 
de  getallen  een  meetkundige  reeks  vormen,  de  logarithmen 
een  rekenkundige  reeks  zullen  vormen. 

Inderdaad,  stelt  men  de  getallen  voor  door  a,  ar,  ar^^ 
enz.,  dan  zijn  de  overeenkomstige  log.  volgens  de  behandelde 
eigenschappen : 

log  a  ^         log  a  -{-  log  r  ^         log  a  -{-  2  log  r  ^     enz. 

Dit  is  echter  een  rekenkundige  reeks  met  het  verschil 
log  7\ 

c.  Hieruit  volgt  nog,  dat  (bij  />>!)  de  logarithmen  veel 
minder  sterk  zullen  toenemen  dan  de  getallen,  waartoe  zij 
behooren.  Is  bv,  a  =  100,  dan  is  bij  p  =  10,  loga  =  2; 
is  echter  a  =  10^,  dan  is  log  a  nog  maar  =  6,  Wel  nadert 
ook  log  a  tot  oo,  wanneei:  a  tot  oo  nadert,  maar  de  verhou- 

log  a  00 

ding  ,  die  dan  den  onbepaalden  vorm  —  aanneemt,  zal 

a  00 

12  3         6 

daarbij  tot  O  naderen.  Zoo  nadert  bv,   — '  Taa»  TaoÓ'  ïö^' 

enz.  duidelijk  tot  0. 

Nadert  a  tot  O,  dan  nadert  log  a  tot  —  c»,  maar  het  product 
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a  log  fit,  hetwelk  dan  den  onbepaalden  vorm  O  X  ( —  od)  aatt- 
neemt,  nadert  bij  de  grens  tot  O,  aangezien  de  afname  van 
a  het  wint  van  de  (negatieve)  toename  van  loga.  Zoo  ziet 
men  bv.  onmiddelijk,  dat  0,1  X  1  =  0,1 ;  0,01  X  2  =  0,02 ; 
0,001  X  3  =  0.003  ;  enz.  O  tot  grenswaarde  heeft. 

Het  bovenstaande  vindt  nu  toepassing  in  de  bepaling  der 
grenswaarden  van  de  onbepaalde  vormen  0*^,  c»",  1*  (zie 
Deel  I,  blz.  172—173). 

Stelt  men  deze  algemeen  voor  door  y  =  u^y  dan  heeft 
men,  door  van  beide  leden  de  log.  te  nemen  : 

log  y  zzz  V  log  u. 

Naderen  nu  w  en  v  beide  tot  O,  dan  komt  er  logy=OX( — ^Qö), 
en  is  de  vraag  tot  een  meer  eenvoudige  teruggebracht  (Deel 
I,  blz.  142). 

Heeft  men  bv.  y  =  aF  (1.  c.  biz.  172),  dan  wordt  logy=z 
=  X  log  Xy  waai'van  we  zooeven  zagen,  dat  dit  tot  O  nadert, 
wanneer  x  tot  O  nadert ;  y  nadert  derhalve  in  dit  geval  tot  1. 
Wij  hebben  dus : 

Lim,  x'  =1  1  {{c  :=:  0), 

Nadert  u  tot  c»,  v  tot  O,  dan  komt  er  log  y  =  O  X  o^> 
alzoo  weer  denzelfden  onbepaalden  vorm. 

Zoo   volgt  bv.   uit  y  =  i^x  =  x''  de  betrekking  log  y  = 

log  X 
=  Va:  log  X.  Nadert  nu  x  tot  oo,  dan  nadert (zie  boven) 

X 

tot  o,  derhalve  y  wederom  tot  1. 
Wij  vinden  dus : 

X 

Lim.  1/  .r  =s  1  (^  =  oo). 

Nadert  ten  slotte  t«  tot  1,  v  tot  oo,  dan  ontstaat  weer 
log  y  ^:z  CD  y^  0.  Een  voorbeeld  hiervan  zullen  we  later  ont- 
moeten. 

3.  Vraagstukken. 

1.  Wanneer  van  een  log.stelsel  het  grondtal  3  is,  hoe  groot 
zijn  dan  de  logarithmen  van  9,  243,  Y27»  ^^>  ^31^3, 
^9  en  —  81  ? 


se 

^.    Van    welk    getal    is    de   logarithrae  ==  ^4»  Wanneer  16 
het  grondtal  is  P 

•3.  Eln  welke  waarde  heeft  in  het  algemeen  ar,  wanneer 
log  x:^a  is  ?  {jj  =  10).  Van  welk  getal  is  dus  de  gewone 
log.  =1/2? 

4.  Welke  waarde  heeft  log  Va,  wanneer  log  a  =  I73  ? 

5.  Bereken  ook  eens  log  ^a,  wanneer  logica  =  2V2- 

6.  Wanneer  10  het  gi*ondtal  is,  hoeveel  is  dan  lO'^v^? 

7.  Bereken  zoo  snel  mogelijk  fo^  15  -f-  log  24  —  2  /o^  6. 
(i>  =  10). 

8.  En  ook  log^/^  —  log  V/^  +  log OJ  —  log  V/o  —  log OA' 

9.  Druk  eens  log  B'/^,  uit  in  log  2  (p  =  10). 

10.  Los  X  op  uit  de  vergelijking  5^=2''"^.  (Vermenigvuldig 
beide  leden  met  2^). 

11.  Ook  uit  10^^  _  6  XIO^  +  10^"^  =  41.  (Stel  10^  =  y). 
[Neem  van  beide  leden  de  log.]. 

12.  Welke    waarden    van    x    voldoen   aan   de   vergelijking 

13.  En  aan  (3a?)W-^-4%^=  J  (^  =  10)?  [Het  is  hier  niet 
noodig  van  beide  leden  de  log.  te  nemen,  wanneer  men 
bedenkt  op  welke  twee  manieren  een  macht  =1 1  kan 
worden]. 

14.  Bereken  x  uit  log  x=i  —  %  %  ^'  (Breng  in  het  2«  lid 
—  ^3  onder  het  log.  teeken). 

15.  En  eveneens  uit  log  x  =  Y3  (2  log  a  —  3  log  b).  [Maak 
het  2®  lid  weer  tot  éen  log.]. 

16.  Ook  uit  logx^=z2'^logXf  wanneer  het  grondtal  =10 is. 

Brengt  men  log  x  naar  het  1®  lid  over,  dan  komt  er 
log  x^  —  log  X  =  2,  derhalve  2  log  x  —  log  x  =  2,  of 
log  x=:2,   zoodat   men   voor  x  de  waarde   100  vindt, 

Had  men  geschreven  logx'^zloglOO-^logx^zloglOOx, 
en    daaruit    opgelost    x^  =  IOOj:,   dan  zou  men  behalve 
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X  =  iOO  ook  gevonden  hebben  x  =  0.  Maar  deze  laatste 
waarde  voldoet  blijkbaar  niet,  want  nadert  x  tot  O,  dan 
nadert  log  ^  tot  —  oo,  log  x^  daarentegen  tot  2  X  —  <», 
zoodat  deze  waarden  bij  de  grens  nimmer  aan  elkaar 
gelijk  kunnen  worden,  integendeel  oneindig  zullen  gaan 
verschillen.  De  fout  van  de  oplossing  ligt  hierin,  dat 
uit  een  vergelijking  als  log  ar*  =  log  100^  niet  altijd  volgt 
x^  =  lOOo?,  wanneer  beide  leden  tot  O  naderen.  Alleen 
wanneer  de  graad  der  beide  tot  O  naderende  vormen 
onder  de  log.  teekens  de  zelfde  is,  zullen  de  log.  beide 
tot  —  00  van  de  zelfde  orde  naderen. 

17.  Welke  fout  maakt  men,  door  bij  de  oplossing  van 
2logx  =  3{p  =  10)  te  schrijven  logx^  =  d,  ;»»  =  1000, 
a?=dblOv/10? 

18.  Welke  waarde  van  x  voldoet  aan  de  vergelijking 
log  {x—2)  =  log  {x^  —  4)  —  1  ? 

19.  Tot    welke   grenswaarde   nadert  {x'^)  ,  wanneer  a?  tot  O 

nadert  ?  En  x  '  ?  Leid  beide  uitkomsten  ook  uit  de 
bekende  grenswaarde»  van  x^  af. 

20.  En  wat  weet  gij  van  x  ,  wanneer  x  tot  O  nadert?  En 
van  {l^xf? 

4.  Logarithmentafels.  Wij  zagen  boven  reeds,  dat  de  log. 
uit  alle  deelbare  getallen  uit  de  log.  der  factoren  kunnen 
worden  afgeleid.  Blijven  dus  alleen  de  ondeelbare  getallen 
over,  zooals  2,  3,  7,  11,  13,  enz.  [logh  is  uit /o(jr  2  te  vinden 
(zie    boven),   wanneer   p  =  10]. 

Onderstellen  wij  in  het  volgende  het  grondtal  steeds  =  10. 
Wij  spreken  d\is  over  de  gewone  of  BRioos'schelogarithmen. 

In  de  eerste  plaats  is  het  duidelijk,  dat  alleen  de  log.  van 
de  getallen,  die  termen  van  de  schaal  van  het  tientallig 
stelsel  zijn,  door  geheele  getallen  worden  voorgesteld. 

Zoo  is  log  100  =  2  ;  log  0,001  =  —  3. 

Maar  in  de  tweede  plaats  kan  gemakkelijk  worden  aan- 
getoond,   dat    wanneer  de  getallen  meetbaar  zijn,  doch  geen 
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termen  van  de  schaal,  de  log.  onmeetbare  getallen  zullen 
wezen. 

Geheel  kunnen  ze  onmogelijk  zijn,  maar  het  zou  kun- 
nen wezen,  dat  ze  door  gebroken  getallen  konden  worden 
voorgesteld.    Dit    is  echter  onmogelijk.  Immers,  stel  dat  bv. 

l  l 

log  yi  z=i—  was,  waai'  dus  —  een  breuk  voorstelt   tusschen 
m  m 

1  en  2.  Dan  zou  lo'/"»  =  37  moeten  zijn.  Derhalve  lo'  =  37*. 
En  dit  laatste  is  onmogelijk,  want  in  10 ,  waar  /  een  geheel 
getal  is,  zijn  een  gelijk  aantal  factoren  2  en  5 ;  in  37'*, 
waarin  ook  m  geheel  is,  nimmer.  Er  blijft  dus  niet  anders 
over  dan  dat  log  37  onmeetbaar  is. 

En  zoo  ook  voor  alle  meetbare  (geheele  of  gebroken) 
getallen,  die  geen  termen  zijn  der  schaal.  (Hoe  is  het  bewijs 
voor  gebroken  getallen?) 

Alleen  als  de  getallen  zelf  onmeetbaar  zijn,  kunnen  de 
logarithmen    meetbaar    (gebroken)    zijn.    Immers    men  heeft 

bv.  10 ''  =  1^10,  zoodat  de  log.  van  het  onmeetbare  getal 
V^IO  het  meetbare  getal  Va  is. 

Nu  worden  in  een  log.tafel  alleen  de  log.  aangegeven  van 
opvolgende  geheele  getallen ;  deze  log.  zijn  derhalve  alle 
onmeetbaar,  voor  zoover  de  getallen  geen  termen  zijn  van 
de  schaal  van  het  tientallig  stelsel. 

Er  dient  hierbij  te  worden  opgemerkt,  dat  die  onmeet- 
bare   logarithmen    nimmer   wortelvormen  kunnen  zijn,  want 

bv.  10^^  en  dus  evenzoo  bv.  10^*^^  of  10''*^^+^^^  (laat  dit 
eens  zien)  leveren  onmeetbare  en  geen  geheele  getallen  tot 
uitkomst.  (Zie  ook  Deel  I,  blz.  168—169). 

De  onmeetbare  logaiithmen  nu  van  de  opvolgende  geheele 
getallen  worden  in  de  tafels  in  een  zeker  aantal  decimalen 
nauwkeurig  opgegeven.  De  meeste  tafels  geven  slechts  5  deci- 
malen aan,  hetgeen  voor  de  praktijk  meer  dan  voldoende 
is.  Bij  sommige  bijzonder  nauwkeurige  berekeningen  heeft 
men  een  enkele  keer  grootere  tafels  met  7  decimalen  noodig. 

De  geheelen  van  de  log.  noemt  men  de  toijzer,  de  deci- 
malen de  mantisse. 


Zoo  IS  van  log  20  =  1,30103  de  wijzer  =  1  en  de  man- 
tisse   30103. 

In  de  tafels  geeft  men  alleen  de  mantisse  op ;  de  wijzer 
voegt  men  zelf  op  het  oog  daarbij.  Hiervoor  gelden  dan  de 
volgende  regels. 

a.  Voor  een  term  der  schaal,  waar  de  log.  geheel  is,  bevat 
de  log,  zooveel  (positieve  of  negatieve)  eenheden  als  er  nuïleii 
in  den  bedoelden  term  voorkomen. 

Zoo  is  bv.  log  1000  =  3,  log  100000  =  5,  log  0,01  =  —  2. 

h.  Voor  getallen  ]>  1,  waar  de  log.  positief  zijn,  bevat  de 
wijzer  een  eenheid  minder  dan  het  aantal  cijfers,  waaruit  de 
geheelen  van  het  getal  bestaan. 

Zoo  is  bv.  de  wijzer  van  fo^  317,4=2,  als  liggende  tus- 
schen  %  100=2  en  %1000  =  3;  en  die  van  %  7,52=0, 
als  liggende  tusschen  .log  1  =  0  en  fo^lO  =  l. 

c.  Bij  getallen  <[  1,  waar  de  log.  negatief  zijn,  neemt  men 
de  niantisse  altijd  positief  alleen  de  wijzer  wordt  negatief 
gerekend.  Heeft  nieii  bv.  log  0,057,  dan  denkt  men  zich  dit 

als  log  Y^  =  log  5,7  -  log  100  =  %5,7(— 2)=0,75587(— 2). 

Het  positieve  gedeelte  heeft  dus  altijd  den  wijzer  O,  terwijl  de 
negatieve  wijzer  tusschen  haagjes  achter  de  mantisse  wordt 
gezet.  Men  is  echter  gewoon  inplaats  van  0,75587  ( —  2)  te 
schrijven  8,75587  ( —  10),  zoodat  de  negatieve  wijzer  altijd 
—  10  wordt,  terwijl  de  positieve  wijzer  veranderlijk  is. 

Om  nu  die  negatieve  wijzer  uit  het  hoofd  te  bepalen,  telt 
men  het  aantal  nullen,  dat  het  eei'ste  cijfer  van  waarde 
voorafgaat. 

Bij  log  0,057  bv.  gaan  er  twee  nullen  vooraf  aan  de  5, 
derhalve  zal  de  negatieve  wijzer  =  —  2  of  8  ( — 10)  zijn. 

Waarin  ligt  nu  het  groote  voordeel  van  het  gebruik  van 
het  grondtal  10  ?  Immers  hierin,  dat  nu  bv.  log  23,7,  log  237, 
log  23700,  log  2,37,  log  0,237,  log  0,00237,  enz.  alle  slechte  in 
den  wijzer  zullen  verschillen,  terwijl  de  mantisse  onveranderd 
blijft.  Want  bv.  log  0,00237  =  hg  (237  :  10^)  =t  log  237  —  5, 
en  log  23700  =  log  (237  X  10«)  =  log  237  +  2  ;  enz.  enz. 
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Het  komt  er  dus  in  het  geheel  niet  op  aan,  wat  Aeinan- 
tisse  betreft,  ivaar  de  komma  staat,  of  lioeveel  nullen  het  getal 
voorafgaan  ot  volgen.  Daardoor  heeft  men  telkens  slechts 
éen  getal  in  de  tafel  op  te  nemen  inplaats  van  een  groot 
aantal,  bv.  alleen  2370  inplaats  van  al  de  bovengenoemde 
en  nog  meer  getallen,  zoodat  de  omvang  van  een  log.tafel 
beperkt  blijft.  Ware  bv.  8  het  grondtal  van  het  log.stelsel, 
dan  zouden  alle  genoemde  getallen  andere  mantissen  hebben 
gehad,  en  dus  in  de  tafel  moeten  worden  opgenomen. 

Nu  geeft  een  tafel  van  5  decimalen  de  log.  van  alle  geheele 
getallen  aan  van  af  1000  tot  en  met  10000.  Een  tafel  van 
7  decimalen  loopt  van  10000  tot  100000.  Wat  de  verdere 
inrichting  van  een  log.tafel  betreft,  de  leerling  kan  daarvan 
gemakkelijker  door  de  bestudeering  van  de  tafel  zelf^)  dan 
door  de  uitvoerigste  beschrijving  op  de  hoogte  komen. 
\N  beteekent  Numerus  =  Getal ;  L  is  Logarithmus]. 

Alleen  willen  wij  nog  iets  zeggen  over  het  opzoeken  van 
log.  van  getallen,  die  niet  in  de  tafel  voorkomen. 

Stel,  dat  bv.  wordt  gevraagd  log  342,57,  dan  zoeken  we 
eei'st  op  log  342,5,  die  in  de  tafel  staat.  Bij  het  getal  3425 
vinden  wij  nl.  de  mantisse  53466,  terwijl  de  wijzer  blijkbaar 
=  2  is.  Derhalve  is  reeds 

hg  342,5  =  2,53466. 

Maar  daar  uit  de  tafel  blijkt,  dat  log  342,6  =  2,53479,  en 
derhalve  13  eenheden  van  de  laatste  decimaal  grooter  is, 
zoo  vinden  we  log  342,57  benaderd,  door  Vio  van  het  ver- 
schil 13,  d.  i.  9,  bij  de  laatste  decimaal  van  de  gevonden  log. 
optetellen.  Derhalve  wordt 

%  342,57  =  2,53475. 

Wat  wij  dus  doen,  is  lineair  in  ter  poleeren,  d.w.z.  Avij 
beschouwen  logZ^2b  en  /o^  3426  als  twee  opeenvolgende 
(bv.  de  n®  en  (n  -j-  ^Y)  termen  van  een  rekenkundige  reeks 
van    de    eerste   orde,    waartusschen   wij   de  {n  -f-  0,7)®  term 


1)  Zeer  goede  tafels  zijn  o.  a.  die  van  A.  J.  van  Pesch,  en  van  Wittstein 
de  laatste  een  duilsche  tafel. 
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interpoleeren.  Meetkundig  gesproken,  verbinden  wij  de  punten 
der  logarithmische  kromme  (zie  flg.  2,  blz.  53),  welke  met 
de  getallen  3425  en  3426  overeenstemmen,  door  een  rechte 
lijn,  en  bepalen  op  die  rechte  lijn  het  punt,  dat  met  het 
getal  3425,7  overeenstemt. 

Natuurlijk  wordt  door  dit  interpoleeren  een  geringe  fout 
gemaakt  (het  rechte  lijntje  valt  niet  met  de  kromme  samen, 
al  is  het  verschil  nauw  merkbaar),  maar  wanneer  de  getallen 
uit  4  cijfers  bestaan  —  zooals  het  geval  is,  wanneer  de 
getallen  tusschen  1000  en  10000  inliggen  —  dan  zal  die 
fout  geen  invloed  hebben  op  de  5«  decimaal  der  logarithme. 
Evenzoo  zal,  wanneer  de  getallen  uit  5  cijfers  bestaan  — 
alzoo  tusschen  10000  en  100000  inliggen  —  de  fout,  door 
de  interpolatie  gemaakt,  geen  invloed  uitoefenen  op  de  1^  deci- 
maal der  log.  Dit  is  de  reden,  dat  bij  tafels  van  5  decimalen 
de  getallen  uit  vier  cijfers  moeten  bestaan,  bij  tafels  van 
7  decimalen  uit  5  cijfers.  Want  dan  alleen  is  het  geoorloofd 
tusschen  de  log.  van  twee  gegeven  opeenvolgende  geheele 
getallen  lineair  te  interpoleeren,  zonder  dat  daardoor  de 
laatste  decimaal  onnauwkeurig  wordt. 

Het  spreekt  dus  van  zelf,  dat  men  bij  dit  interpoleeren 
van  cijfers  moet  afzien,  die  met  de  6^  en  verdere  decimalen 
van  de  log.  zouden  overeenstemmen.  Zoo  is  0,7  van  13 
eigenlijk  =  9,1,  maar  daarvoor  schrijven  we  9.  Moeten  we  0,5 
van  11  optellen,  dan  wordt  inplaats  van  5,5  gerekend  6.  Enz. 

Teneinde  dit  interpoleei  en  te  vergemakkelijken,  heeft  men 
in  de  log.tafel  interpolatietafeltjes  opgenomen  (onder  P.P., 
d.w.z.  Parties  Proportionales),  waarvan  de  inrichting  uit  zich 
zelve  duidelijk  is. 

Hoe  men  nu  omgekeerd  bij  een  gegeven  log.  het  bijbe- 
hoorend  getal  bepaalt,  is  eveneens  duidelijk.  Moet  men  bv. 
het  getal  bepalen,  waarvan  de  log.  :=.  9,43258  ( — 10)  is, 
dan  zoekt  men  iu  de  tafel,  vooreerst  niet  lettende  op  den 
wijzer,  bij  de  mantissen  naar  43258.  Men  vindt  bij  43249 
het  getal  2707.  Verder  ziet  men,  dat  bij  43265  het  getal 
2708  behoort.  Daar  nu  43258  van  43249  verschilt  9  een- 
heden,   en   43265  van  43249  verschilt  16  eenheden  van  de 
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laatste  decimaal,  zoo  zal  het  gevraagde  getal  =  2707  -f 
+  7i6  X  1  =  2707,6  zijn.  Immers  in  het  interpolatietafel^e 
vindt  men,  dat  7i6  overeenstemt  met  0,5,  en  ®»Vi6  niet  0,6; 
dit  laatste  is  dus  het  dichtst  bij  7i6-  Ook  bij  het  terugopzoeken 
bepale  men  nl.  nimmer  meer  dan  5  cijfers.  (Staat  de  gegeven 
log.  toevallig  in  de  tafel,  dan  behoeft  men  niet  te  interpo- 
leeren, en  schrijft  mei;^  als  5®  cijfer  een  0). 

Neemt  men  nu  in  acht,  dat  in  ons  voorbeeld  de  wijzer 
=  9  ( — 10)  is,  dan  vindt  men  dus  voor  het  gevraagde  getal 
0,27076. 

5.  Het  rekenen  met  logarithmen.  Logarithmen  zijn  zeer 
gemakkelijk,  wanneer  men  producten,  quotiënten,  mac/Uen 
en  loortels  moet  bepalen.  Geven  wij  van  elk  dezer  bewer- 
kingen een  voorbeeld. 

a.  Zij  gevraagd  te  bepalen : 

X  =  23,578  X  5,0496, 
dan  heeft  men  dus: 

log  aj  =  log  23,578  +  log  5,0496, 

hetgeen  men  op  de  volgende  wijze  schrijft : 

log  23,578  =  1,37250 

log  5,0496  =  0,70326 

op. 

%A-==  2,07576 

«=  119,06. 

Bij  het  opzoeken  van  x  \iit  log  x  had  men  te  interpoleeren 
tusschen  07555  en  07591,  zoodat  moest  bepaald  worden 
«V36  X  1,  gevende  0,6.  (zie  het  interpolatietafeltje  bij  36). 

b.  Berekenen  wij  in  de  tweede  plaats: 

_  0,044613 
'^~  0,68925  ' 

Men  heeft : 

log  X  =  log  0,044613  —  log  0,68925, 

derhalve ; 
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hg  0,044613  =  8,64946  (—  10) 
log  0,68925  =  9,83838  (—  10> 

logx  =  8,81108  (—10)    ''^ 
X  =  0,064726, 

Toevallig  is  het  geïnterpoleerde  deel  alweer  0,6.  Men 
begrijpt,  dat  om  de  aftrekking  der  beide  log.  mogelijk  te 
maken,  men  den  negatieven  wijzer  van  het  aftrektal  in 
gedachten  ==18( — 20)  moet  nemen. 

Wij  zien  dus,  dat  vermenigvuldiging  en  deeling  van  getallen 
met  veel  cijfers  door  middel  van  logarithmen  wel  iet«  vlugger 
gaat  dan  langs  directen  weg.  Toch  moet  men  het  voordeel 
niet  overschatten.  Om  bv.  25,6  met  378  te  vermenigvuldigen, 
zal  wel  niemand  log.  gebruiken. 

c.     Zij  gevraagd  te  berekenen  : 

a  =  (4,56)5. 

Men  heeft  dan  : 

logx  =  hlog  4,56, 

dus  : 

log  4,56  =  0,65896 
5 

log  X  =  3,29480 
^z=  1971,5. 

Om  log^,5Q  optezoeken,  zoeke  men  naar  log  4:560.  Altijd 
door  nullen  aanvullen  tot  4  cijfers. 

Hier  geeft  het  gebruik  van  log.  inderdaad  veel  vereen- 
voudiging :  in  enkele  oogenblikken  bepaalt  men  de  5^  macht 
van  4,56,  waarvoor  men  langs  directen  weg  geruimen  tijd 
zou  noodig  hebben.  Dit  voordeel  wordt  des  te  grooter,  naar- 
mate de  exponent  der  macht  grooter  is.  Om  bv.  2^*  te 
bepalen  (zie  blz.  10),  heeft  men  eenvoudig  te  berekenen 
64%2==64X0,30103=19,266,  waarbij  het  getal  18,4xl0i« 
behoort.  Wij  vonden  vroeger  18,4467  . . ,  X  10^^. 

Men  vindt  de  gevraagde  macht  dus  nooit  geheel  nauwkeu- 
rig, maar  toch  voor  het  beoogde  doel  nauwkeurig  genoeg. 
Wil  men  2^*  nauwkeuriger  bepalen,  zoo  gebruike  men  een 
tafel    met    7    decimalen.    Wij  zouden  dan  gevonden  hebben 
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fo^  2  =  0,3010300,     derhalve    64  %  2  =  19,26592,    en    dus 
2«*  =  18,447X10' 8. 

d.  Nog  meer  nut  hebben  de  log.  bij  de  berekening  van 
wortels.  Men  kan  rekenkundig  den  2«",  S***,  ja  zelfs  den  5«" 
wortel  uit  een  getal  bepalen,  maar  reeds  het  bepalen  van  den 
3cn  wortel  is  zoo  tijdroovend,  dat  men  deze  bewerking  nim- 
mer direct,  maar  altijd  door  middel  van  log.  uitvoert.  Deste- 
meer  geldt  dit  voor  den  5^^  en  hoogere  wortels,  die  men 
rekenkundig  nauwelijks  of  in  het  geheel  niet  meer  kan  trekken. 
Bepalen  wij  bv. 

x  =  i^  0,043287, 
dan  is 

derhalve : 


log  aj  =  V7  lag  0,043287, 

log  0,043287  =     8,63636  (—  10) 

,7 


logx=      9,80519  (—  10) 
a  =      0,63854 

Om  8,63636  ( — 10)  door  7  te  kunnen  deelen,  maakt  men 
van  8  (— 10)  in  gedachten  68  (—  70). 

e.     Ook  bij  de  bepaling  van  machten  met  onmeetbare  expo- 
nenten   zijn    de    log.    onontbeerlijk.  Wij  hebben  bv.  op  blz. 

1/2 
168  van  Deel  I  gezien,  hoe  men  uitdrukkingen  als  3      kan 

bepalen.    Zonder   logarithmen    —    wij    merkten    het    aldaar 

reeds    op   —   kan  de  berekening  in  het  geheel  niet  worden 

uitgevoerd.  Wij  hebben  nu  terstond  : 

log a  =  1^2  XlogS, 

derhalve  nog  eens  van  beide  leden  de  log.  nemende : 

log  log  w  =  ^/g  log  2  -{-  loglog  3, 
hetgeen  aldus  komt  te  staan  : 

log  2  =  0,30108  V2  %  2  =  0,1505S 

logS=i  0,47712         log  log  3  =  9,67863  (—  10) 


logloga  =  9fi29lh{—  10) 
log  w  =  0,67476 
a  —  4,7289, 


op 
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Wij  vonden  vroeger  (1.  c),  dat  x  moest  inliggen  tusschen 
4,70  en  4,75. 

Maar  bij  de  berekening  van  dergelijke  exponentieele  vor- 
men doen  zich  dikwijls  moeilijkheden  voor. 

Heeft  men  bv. 

waar  het  grondtal  0,4251  <]  1  is,  dan  is : 

loga!=:  0,87246  log  0,4251. 

Maar  daar  log  0,4251  negatief  is,  zoo  is  ook  log  x  negatief. 
Wij  kunnen  dus  van  beide  leden  niet  opnieuw  de  log.  nemen, 
tenzij  wij  de  teekens  der  beide  leden  omkeeren,  en  schrijven : 

—  %  j?  =  0,87246  (—  log  0,4251). 
Alsnu  wordt: 

log  (—  log  x)  =  log  0,87246  -{^  hg  {—log  0,4251). 
Wij  verkrijgen  dan  verder : 

%  0,4351  =  9,62849  (—10)        %  0,87246  =  9,94075  (—10) 
—  log=:  0,37151  log  (—  log)  =  9,56997  (—10) 


-o-»*- 


op. 


log{-^logx)  =  9,51072(— 10) 
—  logx  —  0,32413 

fo^a?  =  9,67587(— 10) 
X  =  0,47410. 

[Om  —  Iog0,4t251  te  bepalen  uit  fo<7  0,4251,  en  logx  uit 
—  logx,  trekt  men  de  log.  af  van  O,  d.w.z.  van  10 ( — 10)]. 

Op  dezelfde  wijze  handelt  men  met  uitdrukkingen,  waar 
(bij  een  grondtal  ]>  1  of  <]  1)  de  exponent  negatief  is. 
Heeft  men  bv.  x:=p-9,  en  is  |?  ]>  1,  dan  wordt  logx=: 
=  —  qlogp,  waarvoor  men  echter  schrijft  — logx  =  qlogp, 
zoodat  men  ten  slotte  kan  berekenen  log  ( —  log  x)  ^zlogq-}- 
+  log  log  p. 

Is  p<^l,  dan  zou  men  geschreven  hebben  logx=:q{ — bgp), 
en  daarna  log  log  x=  log  q-\'  log  ( —  bg  p). 

Aan  den  leerling  zij  het  thans  overgelaten  de  volgende 
uitdrukkingen  te  berekenen. 

5 
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^1   KQ- 0,4336  AOKio>«— V752 

^  =  61,58  ;  5?  =  0,95124 

f.     Ook  berekene  hij  door  middel  van  logarithmen  den  vol- 
genden vorm. 

(0,02318)3  :  (0,5169)« 


V      3,( 


,0871  X  (0,008189)* 

Men  make  —  ten  einde  vergissingen  te  voorkomen  — 
niet  alleen  bij  dergelijke  ingewikkelde  vormen,  maar  ook  bij 
de  uitwerking  van  meer  eenvoudige  uitdrukkingen,  eerst  een 
schema,  dat  men  dan  later  invult.  Zoo  schrijve  men  voorde 
berekening  van  het  boven  opgegeven  vraagstuk  vooraf  het 
volgend  schema  op. 


log  0,02318  — 

\  log  0,5169  — 

/            2log- 

log  3,0871  — 

1  Zof/ 0,008189  — 

/                4% 

3  log 

—  2log-^ 
—  log  — 

ilog  — 

K         p.  .. 

log  X  — 

X  

op 


Men  verzuime  zulks  nooit ;  men  werkt  er  sneller  en 
accurater  door. 

g.     Heeft  men  x  te  berekenen  uit 

a;2  =  (13,167)2 +  (27,648)2, 

zoo  berekene  men  de  beide  kwadraten  afzonderlijk  door 
middel  van  logarithmen,  en  telt  daarna  de  uitkomsten  op, 
waarna  men  x^  heeft.  Nu  bepale  men  x  door  worteltrek- 
king,  wederom  door  middel  van  log. 

[Men  gebruike  toch  in  dergelijke  gevallen  nimmer  de  z.g. 
Gaussische  logarithmen.  Deze  geven  hoegenaamd  geen  bekor- 
ting, en  maken  de  zaak  noodeloos  omslachtig]. 

Het  schema,  dat  de  leerling  verder  zal  uitwerken,  komt 
aldus  te  staan  : 
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log  13,167  = 

log 

2 

log 

27,648  — 

logp^  = 
;,«  = 

f- 

9^- 

X^         p2  -j-  j8 

log  .r* 

log  X  = 

N 

Op  de  zelfde  wijze  berekent  men  meerterinige  vormen  als 
bv.  x^  =  a-  -f  ^^  —  c^ ;  enz. 

Opmerkingen.  1«.  Wanneer  in  een  vorm  eenige  getallen 
negatief  zijn,  zoo  bepale  men  vooraf  het  teeken  van  de  uit- 
komst op  het  oog,  en  bepale  daarna  de  absolute  waarde 
daarvan  door  middel  van  log. 

2^,  Komt  in  een  vorm  bv.  voor  Va*^^,  zoo  schrijve  men 
voor  den  log.  daaruit  niet  log  V2  +  V2  ^<^iJ  3,  maar  herleide 
eerst  Vs^^  tot  1x3/4  =  1^0,75,  en  zoeke  nu  opV2%0,75. 
Moet  men  log  l^  ^/s  bepalen,  zoo  deele  men  2  niet  eerst 
door  3,  maar  berekene  V2  i^og  2  —  log  3).  Voor  log  ^5  schrijve 
men  dadelijk  logOfi.  Enz.  Enz.  Dit  zijn  praktische  wenken, 
waarmede  men  zijn  nut  kan  doen. 

6.  Nepersche  logarithmen.  Wij  hebben  reeds  opgemerkt, 
dat  het  grondtal  10  niet  het  eenige  is,  dat  kan  worden 
gebruikt.  Voor  de  praktijk  heeft  het  groote  voordeelen  (zie  bl.  59), 
maar  in  zuiver  theoretisch  opzicht  verdient  toch  een  ander 
grondtal  de  voorkeur.  Het  is  het  grondtal  e  van  Neper  [of 
NapibrJ  (1612).  Dit  grondtal  is  een  onmeetbaar  getal  tus- 
schen  2  en  3,  nl. 

6  =  2,71828... 

Het  is  de  limietwaarde,  waartoe  (1  +  d)  nadert,  wanneer 
d  tot  O  nadert,  (zie  Deel  I,  blz.  173). 

Men  zal  vragen,  welke  voordeelen  een  zoo  vreemdsoortig 
grondtal   aanbiedt.    Het  antwoord  is:  het  log.stelsel  mét  het 

5* 
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grondtal  e  is  het  eenige  natuurlijke  log.stelsel,  omdat  alleen 
dan  de  logarithmen  door  een  eenvoudige  betrekking  met  de 
bijbehoorende  getallen  samenhangen.  Alle  andere  logarithmen- 
stelsels  zijn  kunstmatig.  Men  noemt  daaram  de  NEPER*sche 
logarithmen  ook  wel  natuurlijke  logarithmen. 

Bepalen    wij  de  waarde  van  dit  grondtal.  Door  (1  +  <f) 
volgens  de  binominaalforraule  in  een  reeks  te  ontwikkelen, 
verkrijgt  men  : 

^  +  T^  +  -1T2-^+ 17273 ^  +•••' 

d.w.z. 

1       l-rf     (l-dXl-gd)      (l-d)(l-2d)(l-3d) 
'^l'^1.2'*'       1.2.3       "^  1.2.3.4  '^"' 

Laten  wij  thans  ó  tot  O  naderen,  zoo  vinden  wij : 

_  1         1  1  1 

'~^'^T'^ï:2  +  r2:3  + 1:2:3:4  ^"' 

welke   reeks  blijkbaar  convergeert,  wijl  Lim.  — ^  =  O,  dus 

<1  is. 

Op  blz.  49  van  dit  Deel  berekenden  wij  reeds  de  som 
van  deze  sterk-convergeerende  reeks  in  4  decimalen  nauw- 
keurig. Wij  vonden  toen  e  =  2,7183.  Een  nauwkeuriger 
berekening  —  door  meerdere  termen  der  reeks  in  rekening 
te  brengen  —  geeft  voor  de  waarde  van  het  NEPER'sche 
grondtal  ^  =  2,7|1828|182814590|4523|5360|  . . . 

Niet  alleen  0,  maar  ook  elke  willekeurige  macht  van  e  is 
door  eenvoudige  reeksontwikkeling  weer  te  geven.  Wij  heb- 
ben nl.  ook  : 

1 

e  =  Lim.  (1  +  d«)    •         (<^  =  0). 
Derhalve  is 

^  ■=.  Lim,  (1  -f"  d^)     • 
Ontwikkeling  van  (1  +  cto)      geeft  : 


i 


e§ 


1  +  y  dr  H p-^ —  dx^  -] r~2~3 +  '  •  •  > 

of 

^        1-cf  (l-rf)(1^2cf) 

^1^1.2        ^        1.2.3  ^ 

Nadert  nu  cf  tot  O,  dan  wordt : 

^^^  +  T  +  ï:2  +  ï:2r3  +  --- 

Wij  zagen  op  blz.  42,  dat  deze  reeks  convergeert  voor 
a/fe  waaixlen  van  x. 

Leiden  wij  thans  een  formule  af,  die  ons  in  staat  stelt  de 
logarithnien  (NEPER*sche)  der  verschillende  getallen  te  bere- 
kenen. 

Stellen  wij  daartoe  /  =  1  +  ^.  Dan  is  e""""  =  (1  +  z)"". 
Ontwikkeling  van  beide  leden  geeft : 

^  +  T  +  "iT  + 1:2:3  "^  •"  == 
-    +  1^+    1.2      +     1.2.3        +"" 

welke   ontwikkeling    zal    gelden    voor   alle  waarden  van  z, 
waarvan    de   absolute    waarde  <^  1  is  (zie  blz.  40). 
Deeling  door  n  in  beide  leden  geeft  dan  verder : 

/l         na         fiKv^  \  n — 1    ^        (n — l)(n — 2)    „ 

Laat  men  nu  7i  tot  O  naderen,  dan  komt  er : 

1     o        1-2     o        1-2.8    ,  . 

1.2    ^1.2.3       1.2.3.4    ^ 

of  daar  uit  «*  =  1  +  «  volgt  a;  =  /  (1  +  «),  wanneer  door 
de  letter  /  de  NBPER'sche  log.  wordt  aangeduid  : 

^1  +  z)=iz-  Vgg»  +  Vs^s  -  y^i*-{- . . . 

Uit  de  afleiding  blijkt,  dat  deze  reeks  convergent  is  voor 


^0 

alle  waarden  van  -2:  >  —  1  en  <[  1 .  (Zie  ook  Vr.  1  op  blz. 
43).  Voor  2  =  1  vindt  men : 

Z(2)  =  1  —  1/2  +  Vs  —  V4  +  •  •  •  =  0,693147  . . . 
Voor  zz=z  —  1  worft 

Z(0)=~(l  +  V2+V3+  V4+...). 

Deze  laatste  reeks  is  echter  divergeiit,  zoodat  wij  ook  op 
deze  wijze  vinden,  dat  /  (0)  =  —  od  is. 

Om  nu  uit  de  gevonden  reeks  voor  /(l  -[-2)  bv.  /(13)te 
berekenen,  ga  men  te  werk  als  volgt.  Daar  /(13)  =  —  /(Vi8)  = 
=  —  /(l  —  'V]3),  zoo  heeft  men  met  z  =.  —  ^7i3  • 

'  l  (13)  =  IV13  +  V2  C'/i^r  +  VaC^Vis)'  +  . . .  =  2,564949  . . . 

Sterker  convergeerende  reeksen  krijgt  men  op  de  volgende 
wijze.  Trekt  men  van  /(l-f-^)  af: 

/(l  -  C)  =  -  (2  +  14,^2^  1/3^3  +   1/4^  +  .  .  .). 

zoo  ontstaat : 

1 — z 
of  wanneer =  ;v  wordt  gesteld,  en  dus  z  = is  : 

waarin    iV  blijkbaar  alle  waarden  kan  hebben,  daar  z  steeds 
<1  blijft. 

13  —  1       12       6 
Zoo  vindt  men  bv.  voor  /(13),  daar  — - — -  =  -—  =  —  is: 

13  +  1       14        7 

l  (13)  =  2  {%  +  V3  {%)'  +  Vs  {'hf  +  .  ...)• 

Nog  sterker  convergeerende  reeksen  voor  de  bei-ekening 
der  NEPKR*sche  log.  vindt  men  in  Leerboeken  over  Hoogere 
Algebra.  Voor  ons  doel  is  het  medegedeelde  voldoende,  om 
een  inzicht  te  verkrijgen  in  de  wijze,  waarop  de  natuurlijke 
log.  kunnen  worden  berekend.  Zeer  zeker  is  dit  van  genoeg- 
zaam   belang,    om    er   eenige  oogen  blikken  bij  stil  te  staan. 


n 

Opmerking,  Wij  komen  hier  nog  even  terug  op  den  onbe- 
paalden  vorm  1"^,  waarover  wij  op  blz.  55  spraken.  Heeft 
deze  de  gedaante 

dan  nadert  hij  voor  ic  =  0  tot  1*.  Maar  we  zagen  reeds 
in  Deel  I,  blz.  173,  en  ook  boven  (zie  blz.  68),  dat  in  dit 
geval  de  grenswaarde  =e  =  2,71828 . .  is. 

Wij  kunnen  deze  nu  ook  op  de  op  blz.  55  behandelde 
wijze  vinden.   Uit  y  =  (1  -{-  x)  '^  volgt  nl. : 

%)  =  i/,l{l  +  .r)  =  V.  (^  -  V2^'  +  Vs^^  -  . '.  .), 
derhalve  l{y)  =  1  —  Va  «^  +  Vs  *^^  —  •  •  • 

Dit  nadert  echter  voor  x  =  0  tot  1,  zoodat  y  tot  ^nadert. 

Gaan  wij  er  thans  toe  over  uit  de  natuurlijke  log.  de  gewone 
of  BRiGo'sche  te  berekenen. 


7.  Herleiding  der  Neper'sche  log.  tot  Briggs'sche,  en 
omgekeerd.  Volgens  de  bepaling,  van  de  log.  van  een 
getal  gegeven,  heeft  men  : 

10  ^    =a     ;  e^  '^  =  a, 

wanneer   a   het   getal    is,    en  10  en  e  de  beide  grondtallen 
zijn.  Hieruit  volgt  echter  : 

Nemen    wij    nu    van  beide  leden  de  NEPER'sche  log.,  dan 
ontstaat : 

log  a  X  Hy^)  —  l(p), 
derhalve 

Neemt  men  yan  beide  leden  der  genoemde  vergelijking  de 
BRioos'sche  log.,  dan  ontstaat : 

log  a  =  l{a)  X  ^9  ^» 

bijgevolg 
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loga 

%)=r^ (2) 

Wij  zien  derhalve,  dat  om  uit  de  NEPER'sche  log.  de 
BRiGos'sche  te  berekenen,  men  de  NEPRR'scbe  log.  slechts 
heeft  te  deelen  door  de  NEPER'sche  log.  van  10 ;  en  dat 
teneinde  omgekeerd  uit  de  BRioos'sche  log.  de  NEPER'sche 
terug  te  berekenen,  men  de  BRioos'sche  log.  moet  dealen 
door  de  BRioos'sche  log.  van  e. 

Altijd  dus  deelen  door  de  oude  log.  van  het  nieutve  gromltal 

Natuurlijk  geldt  dit  zelfde  voor  twee  willekeurige  grond- 
tallen  p  en  g. 

Uit  de  vergelijkingen  (1)  en  (2)  volgt,  aangezien 

l{a) 
log  a  =  — —  =  l{a)  Xloge 

is,  dat 

log  C'  =  7/(10)  ^ 

wat  men  ook  onmiddelijk  uit  de  betrekking  10^^^z=ze  kan 
afleiden,  door  van  beide  leden  de  NEPER'sche  log.  te  nemen: 
%^X/(10)  =  1. 

Het  standvastige  getal  /(lO),  waardoor  men  volgens  (1) 
alle  NEPER'sche  log.  moet  deelen,  om  de  BRioos'sche  te  bere- 
kenen, kan  door  middel  van  de  in  $  6  gegeven  i-eeksen 
gemakkelijk  worden  berekend.  Uit  de  aldaar  afgeleide  i'eeks 
vindt  men  bv.  : 

i(10)  =  2  { o/n  +  Vs  (Vn)"  +  Vs  C/n)'  +..•}=  2,3025851 . . . 
Men  vindt  dus  voor  hg  e  =:  V/(io) : 

log  e  —  0,4342945  .  . . 

Nu  noemt  men  den  standvastigen  factor  V/(io)  of  %  ^, 
waarmede  men  alle  NEPER'sche  log.  moet  vermenigvuldigen, 
om  de  gewone  log.  te  verkrijgen,  de  modulus  van  het 
gewone  log.stelsel.  [Evenzoo  zou  V/r/O  of  log^  e  de  modulus 
zijn  van  het  stelsel,  waarvan  het  grondtal  =p]- 

Wij  hebben  dus  ten  slotte : 
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log  a  -  l(a)  X  M  =  l{a)  X  0,43429  ) 

}  »      •      '     \^) 
l{a)  =  log  a  X  ^M  =  log  a  X  2,30259  \ 

wanneer  wij  den  modulus  door  de  letter  Af  aanduiden. 

Men  kan  gemakkelijk  onthouden  of  men  met  0,43  • . .,  dan 
wel  met  2,30 . .  .  moet  vermenigvuldigen.  Immei*s,  daar  het 
grondtal  10  grooter  is  dan  het  grondtal  e,  zoo  zal  de 
NEPER'sche  log.  altijd  grooter  zijn  dan  de  BRiGGs'sche.  Men 
heeft  dus  de  NEPER'sche  log.  met  een  getal  <]  1  (0,43  .  . .) 
te  vermenigvuldigen,  om  de  BRioos'sche  te  berekenen,  en 
omgekeerd  deze  laatste  met  een  getal  ]>  1  (2,30 . . .),  om 
de  eerste  te  vinden. 

Voor  gewone  berekeningen  in  de  praktijk,  waar  ook  de 
log.  zelden  nauwkeuriger  dan  hoogstens  4  decimalen  vereischt 
worden,  is  het  voldoende  voor  M  te  nemen  0,4343,  en  voor 
Vj/  de  waarde  2,3026. 

Uit  al  het  bovenstaande  volgt,  dat  om  een  tafel  van 
gewone  log.  samen  te  stellen,  men  eerst  door  middel  van  de 
in  $  6  gegeven  reeksen  de  NEPER'sche  log.  moet  berekenen, 
om  deze  daarna  door  vermenigvuldiging  met  0,43429  in 
BRiGGs'sche  om  te  zetten.  Nu  wij  eenmaal  tafels  van  BRiGGs'sche 
log.  bezitten  kan  ieder,  die  niet  in  het  bezit  is  van  een  tafel 
van  NEPER'sche  log.,  deze  toch  onmiddelijk  terugberekenen, 
door  de  BRiGGs'sche  te  vermenigvuldigen  met  2,30259. 

Opmerking.  Bij  het  gebruik  van  de  gewone  log.tafel  zal  men 
opmerken,  dat  bij  een  tafel  met  5  decimalen  de  verschillen 
der  opeenvolgende  log.  beginnen  met  circa  43  (eenheden 
d.  1.  d.)  bij  1000  en  eindigen  met  ongeveer  4  bij  10000. 
Deze  verschillen  kunnen  bij  elk  getal  gemakkelijk  op  de 
volgende  wijze  worden  afgeleid.  Zijn  a  en  ^-f"l  twee  opeen- 
volgende getallen,  dan  moet  dus  woitien  bepaald: 

A  =  iogr  (a  -}-  1)  —  log  a. 
Maar  hiervoor  kan  men  schrijven  : 

A  =  log  "^  =  log  fl  +  ^^=M.lfli^  -") , 
d.w.z.,  lettende  op  de  reeks  voor  /(l  -f-^)  • 


1 


n 

wanneer  a  niet  te  klein  is. 

0,4343 
Zoo   is   bij    a  =  1000    A  =  - — -  =  0,00043*,    en  bij 

0,4343 

a  =  10000  zal  A  = =  0,00004^  zijn.  En  dit  zijn  juist 

10000  '        .         J  J   J 

de   boven   vermelde  verschillen,  welke  wij  in  het  b^n  en 

het  einde  der  tafel  vinden. 

Voor   een    tusschenliggend    getal,    bv.    3000,    vinden   wij 

0,4343 
A  = -^-—- =  0,000145.    En   ook   dit   wordt  door  de  tafel 

bevestigd. 


DERDE  LES. 


GONIOMETRISCHE  BETREEKINaEN. 


1.  Inleiding.  Evenals  de  logarithmen  bij  vele  berekeningen 
een  groot  e  rol  spelen,  evenzoo  komen  bij  velerlei  beschou- 
wingen en  berekeningen  —  niet  alleen  in  de  Algebra  zelf, 
maar  ook  in  de  toepassingen  dezer  wetenschap  in  de  Mecha- 
nica en  Physica  —  een  soort  getallen  voor,  die  oorspron- 
kelijk met  meetkundige  beschouwingen  in  verband  staan,  en 
goniometrische  getalleuy  verhoudingen  of  betrekkingen  wor- 
den genoemd. 

De  naam  is  ontleend  aan  het  grieksche  woord  hoek,  nl. 
gonos.  Wij  zullen  nl.  zien,  dat  men  de  grootte  van  een  hoek 
volledig  door  een  der  nader  te  noemen  goniometrische  beti'ek- 
kingen  kan  bepalen. 

De  wetenschap,  die  zich  met  die  betrekkingen  speciaal 
bezig  houdt,  heet  Goniometrie  (hoekmeetkunde). 

2.  De  vier  hoofdbetrekkingen.     Het  gemakkelijkst  kan  men 
de  goniometrische  betrekkingen  afleiden  uit  den  rechthoekigen 

,^  driehoek. 

1®.    De    verhouding   tusschen    de 

overstaande  rechthoekszijde  a  en  de 

schuine  zijde  c  noemt  men  de  sinus 

(verkort  sin)  van  den  beschouwden 

^  hoek  A, 

Fië.  ó. 

2®.  De  verhouding  tusschen  de 
aanliggende  rechthoekszijde  b  en  de  schuine  zijde  c  wordt  de 
cosinus  (verkort  cos)  van  hoek  A  genoemd. 
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B^.  De  verhouding  van  de  overstaande  rechtlwekszjjcte  a 
en  de  aanliggende  b  heet  de  tangens  (verkort  tg)  van  ^  A, 

4t^.  De  verhouding  van  de  aanliggende  rechthoehszyde  h 
en  de  overstaande  a  noemt  men  de  cotangens  (verkort  cö/) 
van  /^  A. 

Wij  hebben  dus : 

a  b 

sin  A  =  —     ;  cos  A  :=.  — 

c  e 


a  h 

tg  A-=  —     ;         cotA:=  —  . 
o  a 


Geef  nu  de  vier  genoemde  betrekkingen  van  ^  B  eens  aaii. 

Opmerking,  Het  spreekt  van  zelf,  dat  van  de  vier  genoemde 
betrekkingen  er  slechts  éene  noodig  is,  om  ^  ^  te  bepalen. 
Maar  we  zullen  spoedig  zien,  dat  het  voor  vele  berekeningen 
voordeelig  is  meer  dan  éen  goniometrische  betrekking  ter 
beschikking  te  hebben.  Er  worden  zelfs  nog  twee  andere 
betrekkingen  gebruikt,  resp.  het  omgekeei'de  van  den  cos,  nl. 
de  secans  (afgekort  sec),  en  het  omgekeerde  van  den^m,  nl. 
de  coseca/ns  (afgekort  cosec),  maar  deze  beide  laatsten  zijn 
van  weinig  belang,  en  zullen  wij  zoo  weinig  mogelijk  gebrui- 
ken. De  vier  genoemden  zijn  de  hoofdbetrekkingen,  en  hunne 
log.  komen  in  elke  log.tafel  voor. 

3.  Betrekkingen    tusschen   de   goniometrische   verhou- 
dingen van  éen  hoek. 

a.     Daar   sin  B  =  -   is,    zoo   is   dus   cos  A  =  sin  B.  Maar 

c 

jB  =  90°  -  .4,  bijgevolg  is  cos  A  =  sin  (90°  —  A), 

Op  de  zelfde  wijze  blijkt,  dat  cot  A  =  tg  (90°  —  A\ 
cosec  A  :=  sec  (90°  —  A). 

De  cosinus  van  een  hoek  is  alzoo  =  de  sinus  van  het 
complement ;  de  cotangens  =  de  tangens  van  het  comple- 
ment; enz. 

Het  woord  cosinus  is  dan  ook  niet  anders  dan  een  samen- 
trekking van  de  woorden  complements-sinus ;  evenzoo  cotan- 
gens van  cojnplementS'tangens  \  etc. 
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Wij  hebben  derhalve  als  eerste  formules: 
co8a=:  sin  (90® — a) ;  cota=z  tg  (90° — a) ;  cosec  a  =  see  (90° — a). .  (1) 

^^^^^^^BMMBiaM^^i^BB^^lB  MMiHHi«^^H^HBB^Bi^H^nn^  l^l^B^^B^Ma^MHMMHMMHHMHH 

Zoo  is  bv.  cos  60°  =  sin  30°,  co<  20°  =  ^^  70°. 
6.     Uit  de  in  $  2  gegeven  bepalingen  volgt  onmiddellijk: 

sin  a  X  <^*^^  a  =  1  ;    co«  a  X  *^c  a  =  1  ;    ^/^  a  X  co*  flt  =  1  .  •  •  •  (2) 

Men  kan  dit  gemakkelijk  onthouden,  door  de  6  gonio- 
metrische  betrekkiilfeen  in  deze  volgorde  naast  elkaar  te 
schrijven : 

sin,     cos,     tg.     coL     sec.     cosec. 

De  producten  der  1^  en  6«,  2«  en  5®,  3®  en  4<^  betrekking 
zijn  dan  telkens  =  1. 

Is  bv.  van  eene  hoek  de  tg.  =  Vs»  dan  is  de  cot.  =  Va- 

c.  Eveneens  vindt  men  terstond : 

sin  a  cos  a 

tg  a  = ;       cot  a  z=z  ~ —       ....     (3) 

cos  a  sin  a 

d.  Past  men  de  Stelling  van  Pythagoras  toe  op  den  recht- 
hoekigen  driehoek  ^jBC(flg.  3),  dan  vindt  men  uit  a^-j-  è^—.  ^a^ 
resp.  na  deeling  van  beide  leden  door  c-,  b^  en  a^: 

sin^  a  4-  cos^  a  =  1  ;    1  4-  tg^a^=  sec^  a  ;    1  +  cot^  a  =  cosec^  a  .  .  .  (4) 

Vooral  de  formules  (3)  en  de  eerste  der  formules  (4)  zijn 
zeer  belangrijk,  en  worden  in  de  goniometrie  telkens  gebruikt. 

Is  bv.  gegeven  sin  a  =  74»  dan  berekent  men  nu  spoedig 
uit    cos'^ a  =  l  —  sin^ a,     dat    cosa=^ï  —  Vie  =  V4 ^ 7. 

sin  a  3 

Verder    wordt    dan    tga  =z =  — -  =  3^-  ix^  7 ,    en    dus 

cos  a       \yi 

arfa=  V(^a=  V8l^7. 

Op  dezelfde  wijze  kan  men  nu  ook  met  de  afgeleide  for- 
mules (2),  (3)  en  (4)  telkens  alle  andere  goniometrische 
betrekkingen  berekenen,  wanneer  er  éene  gegeven  is.  Om 
daarbij    het  verband  dezer  betrekkingen  beter  te  onthouden, 
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kan  men  gebruik  maken  van  de  volgende  schematische  voor- 
stelling, (fig.  4). 

Door  dubbele  strepen  zijn  die  betrek- 
kingen verbonden,  waartusschen  een  ver- 
band bestaat,  waarin  de  Stelling  van 
Pythagoras  voorkomt  (de  formules  (4) )  ; 
door  enkele  strepen  die,  vs^aarbij  de 
'ii-  ^  betrekkingen  eikaars  omgekeerde  zijn  (for- 

mules (2)),  of  waarbij  deze  verkregen  worden  door  deeling 
van  twee  andere,  (formules  (3)).  Zoodoende  ziet  men  d^e- 
lijk,  welke  de  kortste  en  eenvoudigste  weg  is,  om  uit  de  eene 
betrekking  een  willekeurige  andere  te  berekenen. 

Is  bv.  gegeven  seca:=2j  en  gevraagd  coseca,  dan  ziet 
men  uit  de  figuur,  dat  men  van  sec.  op  cosec.  komen  kan 
binnendoor  of  buitenom.  De  laatste  weg  is  echter  te  prefe- 
reeren,  daar  er  dan  maar  één  dubbele  streep  voorkomt ; 
binnendoor  zouden  er  twee  voorkomen.  Wij  vinden  dus  eerst 
door  omkeering  cos  a  =  Va-  Daarna  door  de  eerste  formule 
(4)  sina=^l  —  V*  =  Va ^3;  en  eindelijk  door  nog  eens 
om  te  keeren  cosec  a  =  Va  ^  3. 

Moet  men  uit  tg  a  =  Vs  berekenen  sin  a,  dan  berekent 
men  eerst  co^  a  =  3.  Daarna  cosec a=l^l4-9  =  v^l0 
volgens  de  3«  formule  (4) ;  en  eindelijk  sin  a  =  Vio  ^  10 
door  omkeering.  De  andere  weg  over  sec.  en  cos.  zou  min- 
der eenvoudig  zijn  geweest.     Enz.  Enz, 

De  leerling  oefene  zich  nu  met  dergelijke  afleidingen.  Hij 
berekene  bv.  tg  a,  wanneer  gegeven  is  sin  a  =  V4 ;  cot  a,  als 
gegeven  is  sin  a  =  Va  (^p  twee  manieren) ;  enz. 

4.  Goniometrische    betrekkingen  van   eenige   bekende 
hoeken. 

a.  Het  is  nuttig  de  hoofd beti-ekkingen  van  30^,  60""  en45'' 
uit  het  hoofd  te  kennen. 

Daar  bij  een  hoek  van  30**  de  overstaande  rechthoeks- 
zijde  de  halve  schuine  zijde  is,  zoo  heeft  men  onmiddellijk 
sin  30**  =  Vi'  Hieruit  vindt  men  dan  verder  gemakkelijk : 
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sin  30 


o 


COS  ó\) 

co«  30**  =  1^3. 

De  betrekkingen  bij  60^  behoeft  men  niet  afzonderlijk  te 
berekenen  en  te  onthouden,  daar  immers  bv.  tg  60*  = 
=  cot30''  is,  enz.  (formules  (1)). 

Wat  45°  betreft,  zoo  merke  men  op,  dat  in  dit  geval  de 
beide  rechthoekszijden  gelijk  zijn,  zoodat  men  onmiddellijk 
vindt  sin  45°  =  cos  45^  =z=  7^  1^2 ;  tg  45°  =  cot  45**  =  1. 

Dit  vereenigen  wij  in  het  volgende  overzicht. 

sin  30°  =  V^  ;  cos  30°  =  Vg  l^  3  ;  ^y  30°  =  73 1^3  ;  cot  3Ó°  =  V^3. 
gin  45°  =  cQ^  45**  =  781^2;     tg45°  =  cQU5°  =  1. 

Leer  dit  uit  het  hoofd ;  we  zullen  het  telkens  noodig  hebben. 

h.  Ook  komt  het  dikwijls  voor,  dat  men  de  goniometrische 
betrekkingen  noodig  heeft  van  hoeken  als  15°,  18"*,  36°, 
72°,  enz. 

Men  kan  daarbij  gebruik  maken  van  de  volgende  eigen- 
schap, (zie  fig.  5). 

sin  a  =  (72  koorde  2a) :  R, 

wanneer  door  koorde  2a  wordt  aange- 
p  duid  de  bij  den  dubbelen  hoek  a  behoo- 
rende  koorde  van  den  cirkel,  die  met 
den  straal  R  om  het  hoekpunt  van  den 
hoek  a  is  beschreven.  Men  heeft  nl. : 

FR      y^PQ      y^  koorde  2a 

sm  a  =  — rv;= ~ —  = — . 

MP         R  R 

^^'^'  Moet  men  bv.  berekenen  sin  Ib**,  zoo 

heeft  men: 

sin  15°  =  7^  koorde  30**  :  iü  =  72^12  •  -^» 

daar    de    koorde   van    30^   de    zijde    van  den  ingeschreven 
regelmatigen  12-hoek  is  =  ai^. 

Nu    vindt    men    in    de    Meetkunde    voor    deze    laatste 
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«12=  Ri^  2  —  v^  3,  zoodat  men  ten  slotte  heeft  sin  15°  = 

Cosl5''y  enz.  kan  men  dan  verder  —  desgevraagd  —  uit 
de  formules  (2)  tot  (4)  berekenen. 
Voor  sin  18°  heeft  men : 

sin  18°  =  ^2  f^orde  86o  :  72  =  ^g  ^lo  •  R^ 

derhalve  sin  18°  =  i/^  (—  1  +  i^  5). 

De  leerling  berekene  nu  op  de  zelfde  wijze  sin  36°  en 
sin  72'.  Voorts  cos  18^  cos  36°  en  cos  72°.  [de  1«  en  3«  op 
twee  manieren  :  denk  aan  de  formules  (1)]. 

5.  Ooniometrische  betrekkingen  van  hoeken  grooter  dan 

90°.  Men  kan  in  dit  geval  niet  meer  van  den  rechthoekigen 
driehoek  uitgaan,  maar  moet  van  den  cirkel  gebruik  maken. 
Twee  onderling  loodrecht  staande  middellijnen,  nl.  de  hori- 
zontale AA'  en  de  vertikale  BB\ 
verdeelen  den  cirkel  in  vier  kwa- 
dranten, waarvan  AOB  het  eerste, 
BOA'  het  tioeede,  A'OB'  het  derde 
en  B'  OA  het  vierde  wordt  genoemd. 
Rekent  men  nu  alle  hoeken  af  van 
OA,  dan  zijn  de  hoeken  AOC]  en 
AODi  (ook  wel  hoeken  in  het  ^er^^<? 
kwadrant  genoemd)  <[  90°,  derhalve 
scherp.  Verder  zijn  de  hoeken  AOCjen  -4 OZ)^  (hoeken  in  het 
tweede  kwadrant  genoemd)  ]>  90°,  maar  <[  180°,  derhalve 
stomp.  Eindelijk  zijn  de  hoeken  AOCs  ^^^  AOC^  (hoeken 
in  heiderde  kwadrant)  >  180'  en  <  270'' ;  de  hoeken  ^OC* 
en  AOD^  (hoeken  in  het  vieixle  kwadrant)  >  270°  en  <]  360°. 
Deze  beide  laatsten  soorten  zijn  dus  insiwingende  hoeken, 
terwijl  de  beide  eerste  soorten  (de  scherpe  en  de  stompe) 
uitspringende  zijn. 

Een  hoek  „in"  het  tweede  kwadrant  ligt  dus  niet  met 
beide  beenen  in  dat  kwadrant,  maar  alleen  met  het  tweede 
(beivegelijke)  been.  Het  eerste  (vaste)  been  OA  wordt  altijd 
horizontaal   gedacht,   overeenstemmende   met   0^,    Hetzelfde 


geldt  voor  een  hoek  „in"  het  derde  en  vierde  kwadrant : 
slechts  éen  been,  het  bewegelijke,  ligt  daarin  ;  het  andere, 
vaste,  valt  altijd  in  de  richting  van  0^. 

a.  Het  is  nu  duidelijk,  dat  voor  hoeken  in  het  eey^stekwür 
drant  de  verhoudingen  C\Pi  :  OC],  DiQi :  ODi,  enz.  de 
sinussen  der  hoeken  AOCu  AOD^,  enz.  vooi'stellen.  Want 
dat  is  in  overeenstemming  (waarom  ?)  met  de  bepaling,  uit 
den  rechthoekigen  driehoek  afgeleid  (zie  ^2). 

Dit  nu  uitbreidende  over  hoeken  ]>  90",  zoo  zal  men 
inzien,  dat  men  C^P^-OC^y  D^Q^:  OD^^  enz,  de  sinussen 
der  hoeken  AOC2  en  AOD^  in  bet  tweede  kwadrant  moet 
noemen.  Enz. 

In  den  cirkel  is  dus  de  sinits  van  een  hoek  altijd  de 
verhouding  van  de  projecteerende  loodUjn  van  het  uit- 
einde van  het  bewegelijke  been  op  het  vaste,  tot  den  straal 
van  den  cirkel. 

Deze  loodlijnen  worden  in  het  eerste  en  tweede  kwadrant 
van  boven  naar  beneden  getrokken ;  in  het  derde  en  vierde 
echter  van  beneden  naar  boven.  Daarom  moet  inen  in  het 
derde  kwadrant  niet  C^Pz  '•  ÖC3,  maar  —  C^P^  :  OC3  de 
sinus  noemen  van  /^  AOC^ ;  en  evenzoo  —  D^Q^i  OD^  de 
sinus  van  /^AOD^.  En  om  de  zelfde  reden  zullen  in  het 
vierde  kwadrant  —  CiP^ :  OC4,  en  D^Q^ :  OD^  de  sinussen 
zijn  der  hoeken  AOC^  en  AOD^. 

De  sinus  is  dus  positief  in  I  en  II;  negatiefin  III  en  IV. 

Positief  alzoo  in  de  kwadranten  ècw^z  de  horizontale  middel- 
lijn AA' ;  negatief  in  de  kwadranten  daar  beneden. 

Uit  de  figuur  ziet  men  verder,  dat  bij  0°  de  sin.  ook  :=  O 
is,  waarna  hij  gestadig  aangroeit,  tot  hij  bij  90"*  de  grootste 
positieve  waarde  1  bereikt  {OB :  OB).  Daarna  neemt  de  sin. 
weer  af,  om  bij  180°  nogmaals  O  te  worden.  In  het  derde 
kwadrant  woi-dt  de  sin.  negatief,  blijft  afnemen  (in  absolute 
waarde  neemt  hij  toe),  om  bij  270°  de  grootste  negatieve 
waarde  —  1  te  bereiken  ( —  OB'  :  OB').  Eindelijk  neemt 
hij  in  het  vierde  kwadraat  weer  toe  (in  absolute  waarde  af), 
en  wordt  bij  360''  wederom  =0, 

6 


8^ 

Men  kan  zoo  doorgaan,  en  het  bewegelijke  been  van  den 
hoek  nog  verder  laten  draaien,  zoodat  het  weer  in  het  eerste 
kwadrant,  enz.  komt.  Men  krijgt  dan  hoeken  ]>  360"*.  Alles 
herhaalt  zich  dan  weder  op  geheel  de  zelfde  wijze  als  in  de 
eerste  vier  kwadranten. 

Stelt  men  dit  grafisch  voor  (de  hoeken  gemeten  in  horizon- 
tale richting,  de  sinussen  in  vertikale),  dan  krijgt  men  de 
volgende  voorstelling. 


Fij.7. 

Men  verkrijgt  dan  de  z.g.  sinusUjriy  ook  wel  golflijn  genoemd, 
daar  deze  lijn  benaderd  de  golvingen  van  een  in  trilling 
gebracht  oppervlak  (of  ruimte)  voorstelt. 

De  sinus  is  dus  =  O  bij  0^,  180°,  360^  540^  enz.  (alge- 
meen  bij  0^  +  n  X  180°).  Hij  is  + 1  bij  90",  450°,  enz. 
(algemeen  bij  90°  +  n  X  360°) ;  —  1  bij  270',  630°,  etc. 
(algemeen  bij  270°  +  n  X  360°).  Hierbij  kan  n  alle  geheele 
waarden  van  O  tot  oo  hebben. 

Rekent  men  niet  verder  dan  tot  360°,  dan  kan  men  ook 
zeggen : 

De   sinus   is   =  O  bij  0°  en  180°  ;   ::b  1  bij  90°  en  270^ 

De  laagste  waarde  dus  in  de  horizontale  standen  van  het 
bewegelijke  been  van  den  hoek,  de  hoogste  waarde  (absoluut 
gerekend)  in  de  vertikale  standen. 

b.  Gaan  wij  nu  over  tot  den  cosinus  van  een  willekeurigen 
hoek.  Voor  hoeken  in  het  eerste  kwadrant,  bv.  /^AOC[y  is 
deze  blijkbaar  =  OPi :  0C\,  in  overeenstemming  met  de 
bepaling   in  den  rechthoekigen  driehoek  (laat  dit  eens  zien). 

Breidt  men  dit  nu  weer  uit  over  hoeken  >  90°,  dan  zal 
men  voor  den  cosinus  der  hoeken  AOQiy  AOC^  en  AOC^ 
resp.  moeten  nemen  —  OPi :  OC^,  —  OP^ :  OCz  en  OP^'  OC^. 

De  cosinus  van  een  hoek  wordt  derhalve  in  den  cirkel 
altijd  gemeten  door  de  verhouding  van  de  projectie  van  het 
bewegelijke  been  op  het  vaste,  tot  den  straal. 
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En  wel  wordt  de  cosinus  positief  gerekend,  wanneer  de 
projectie  rechts  van  de  vertikale  middellijn  BB  valt ;  nega- 
tief y  wanneer  deze  links  daarvan  komt  te  vallen. 

De  oosinus  is  derhalve  positief  in  I  en  IV ;  negatief 
in  II  en  III. 

Uit  fig.  6  volgt  onmiddelijk,  dat  de  cos  van  O®  =  1  is ; 
dat  zij  daarna  afneemt,  om  bij  90^  =  O  te  worden ;  negatief 
wordt  en  verder  afneemt  (absoluut  toeneemt),  om  bij  180* 
zijn  grootste  negatieve  waarde  —  1  te  bereiken ;  wederom 
toeneemt  (absoluut  afneemt),  om  bij  270°  nogmaals  :=  O  te 
worden  ;  daarna  (in  het  vierde  kwadrant)  weer  positief  wordt 
en  aangroeit  tot  de  waarde  1  bij  360** ;  enz.  enz. 

Dit  geeft  de  volgende  grafische  voorstelling. 


Men  ziet,  dat  deze  cosinuslijn  ook  weer  een  golflijn  is ; 
het  eenige  onderscheid  ten  opzichte  der  sinuslijn  is  dit,  dat 
de  sinuslijn  90^  naar  links  verschoven  is.  Wat  de  sinus  bij 
90°  is,  is  de  cosinus  bij  O**,  enz. 

De  cosinus  is  mitsdien  =  O  bij  90'  +  w  X  180^  ;  4. 1  bij 
0^  +  n  X  360° ;  —  1  bij  180°  +  n  X  360^ 

Rekent  men  weer  niet  verder  dan  360**,  zoo  kan  men  zeggen: 

De  cosinus  is  =  O  bij  90°  en  270° ;  zb  1  bij  0°  en  180°. 

Juist  omgekeerd  als  bij  den  sinus  wordt  hier  dus  de 
laagste  waarde  bereikt  in  de  vertikale  standen,  de  hoogste 
waarde  (absoluut)  in  de  horizontale  standen  van  het  bewe- 
gelijke been.  , 

c.  Om  in  den  cirkel  den  tangens  van  een  willekeurigen 
hoek  aan  te  geven,  moeten  wij  in  het  punt  A  een  vertikale 
raaklijn  trekken  (zie  fig.  9).  Deze  lijn  wordt  ook  wel  lijn 
der  tangenten  genoemd,  omdat  daarop  de  tangenten  der  ver- 
schillende hoeken  worden  gemeten.  Het  is  nl.  duidelijk,  dat 
om    in   overeenstemming   te  blijven  met  de  bepaling  in  den 

6* 


B4 


rechthoekigen  driehoek,  voor  hoeken  in  het  eerste  kwadrant 
de   tangens   van    bv.    ^  A  OCi    zal    gemeten   worden    door 

^*Si :  OA  ;  die  van  ^  A  OD^  door 
A  T\ :  OA  ;  enz.  (waarom  ?). 

Voor  den  tangens  van  hoeken 
>  90°,  bv.  Z  AOCi,  Z  ^OQ, 
/^AOC^,  zal  men  bijgevolg  moe- 
ten nemen  resp.  —  AS^  :  OA, 
AS^  :0A  en  —  AS^ :  OA. 

De  tangens  van  een  hoek  meet 
men  dus  in  den  cirkel  door  de 
verhouding  van  het  stuk  op  de 
lijn  der  tar^mtm,  van  af  het 
raakpunt  tot  aan  liet  snijpuntmet 
het  bewegelijke  been  (of  zijn  ver- 
lengde), tot  den  straal. 

Daarbij  wordt  de  tangens  positief  gerekend,  wanneer  dit 
afgesneden  stuk  boven  het  raakpunt  ligt ;  negatief,  wanneer 
het  daar  beneden  ligt. 

De  tangens  is  alzoo  positief  in  I  en  III ;  negatief  in 
II  en  IV. 

Deze  teekens  zijn  nu  echter  niet  meer  willekeurig.  Wat 
den  sinus  en  cosinus  betreft,  was  men  geheel  vrij  in  zijn 
keuze,  en  hangt  bv.  het  teeken  van  den  cosinus  niet  af  van 
dat  van  den  sinus.  Immers  tusschen  deze  beiden  bestaat  de 
betrekking  sin^  a  +  Cö.9  a  =  1 ,  v^'aaruit  volgt : 


cos 


a=  ±  V^l 


siu^  a , 


en  moet  men  dus  voor  den  cosinus  opnieuw  een  afspraak 
maken  aangaande  het  teeken,  gelijk  boven  is  geschied.  Maar 
aangezien  de  tangens  bepaald  is  door  de  formule 


svn  a 

tgaz=z , 

cos  a 


ZOO  is  het  teeken  daarvan  nu  volkomen  bepaald.  Men  heeft 
nl.  het  volgende. 
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II 

III    IV 

sin 

+ 

+ 

cos 

4- 

-    + 

tg 

+ 

.— — 

+     — 

En  hiermede  hadden  wij  in  het  bovenstaande  in  overeen- 
stemming te  blijven. 

Wat  het  verloop  van  den  tangens  betreft,  zoo  leert  fig.  9 
daaromtrent  het  volgende.  De  tangens  van  0°  is  =  0.  Zij 
neemt  vervolgens  toe,  om  bij  90°=±od  te  worden.  Het 
bewegelijke  been  loopt  dan  nl.  //  aan  de  lijn  der  tangenten. 
Nu  komt  de  hoek  in  het  tweede  kwadrant,  en  neemt  de 
tangens  toe  (absoluut  af)  van  —  oo  tot  O,  welke  waarde  bij 
180°  wordt  bereikt.  In  het  derde  kwadrant  neemt  de  tangens 
andermaal  toe  van  O  tot  ±  oc  (bij  270°) ;  wordt  eindelijk  in 
het  vierde  weer  n^atief  en  neemt  toe  (absoluut  af)  van 
—  OD  tot  O  (bij  360°) ;  enz.  enz. 

Fig.    10    laat    van  dit  alles  de  grafische  voorstelling  zien. 

Deze  tangenslijneii  verloopen 
alzoo  niet  vloeiend  als  de  sin.- 
en    cos.-lijnen:    bij   90%   270°, 
enz.  vertoonen  zich  discontinui- 
teifen    (zie    Deel    I,    blz.    146), 
waar    de  kromme  asymptotüch 
tot    de   in  de  figuur  getrokken 
vertikale     lijnen     (asymptoten) 
nadert.  In  tegenstelling  van  sin. 
en  COS.,  welke  dan  eens  toene- 
men, dan  weder  afnemen,  neemt 
de  tangens  altijd  toe.  Want  van 
-f-  00    springt  hij  plotseling  tot 
00  over,  om  dan  weer  opnieuw  te  gaan  toenemen. 
De  tangens  is  dus  O  bij  0°  +  n  X  180° ;  =h  oo  bij  90°  + 
+  n  X  180°. 
Tot  360°  rekenende,  geldt  mitsdien  de  regel : 

De  tangens  is  =  O  bij  0°  en  180° ;  :fc  oo  bij  90°  en  270°, 


j6o* 


/^r|  /a 


'8ft 


t)e  Icmgste  waarde  wordt  weer,  evenals  bij  den  sinus,  bij 
de  horizontale  standen  van  het  bewegelijke  been  gevonden; 
de  hoogste  waarde  (absoluut)  bij  de  vertikale  standen. 

Daarbij  dient  te  worden  opgemerkt,  dat  bij  den  sin.  bij 
90^  de  waarde  +  1 ,  bij  270^  de  waarde  —  1  werd  bereikt, 
terwijl  bij  den  tangens  bij  90^  zoowel  als  bij  270^  gelijk- 
tijdig de  waarden  ±  oo  worden  bereikt. 

d.  Gemakkelijk  zal  het  nu  vallen  den  cotangens  van  een 
willekeurigen  hoek  in  den  cirkel  aan  te  geven,  en  het  ver- 
loop daarvan  na  te  gaan.  Daartoe  trekke  men,  in  plaats  van 
de  vertikale  raaklijn  in  A,  een  horizontale  in  jB  —  de  lijn 
der  cotangenten  genaamd,  wijl  daarop  de  cotangenten  wor- 
den gemeten.  Want  in  het  eerste  kwadrant  zal,  teneinde  met 
de  bepaling  in  den  rechthoekigen  driehoek  in  overeenstem- 
ming te  blijven,  de  cotan- 
gens van  /^AOCi  worden 
voorgesteld  door  Bü^  :  OB. 
(controleer  dit  eens). 

En  bij  uitbreiding  zal  men 
alzoo  voor  den  cotangens 
van  /^  A  OC^  moeten  nemen 
—  BUi'.  OB;  voor  dien 
van  /^AOCs,  BU^  :  OB-, 
en   eindelijk  voor  dien  van 


Fi^  IL 


ZAOC\,   BU^:OB. 

In  den  cirkel  wordt  derhalve  de  cotangens  van  een  hoek 
gemeten  door  de  verhouding  van  liet  stuk  op  de  lijn  der 
cotangenten,  van  af  het  raakpunt  tot  aan  het  snijpunt  met 
het  bewegelijke  been  (of  zijn  verlengde),  tot  den  straat 

Positief  wordt  daarbij  de  cotangens  gerekend,  wanneer 
•dit  stuk  wordt  gemeten  rechts  van  het  raakpunt;  negatief, 
wanneer  het  er  links  van  gemeten  wordt.  Evenals  bij  den 
tangens  heeft  men  derhalve : 

De  cotangens  is  positief  in  I  en  III ;  negatief  in  II  en  IV. 

Dit  is  geheel  in  overeenstemming  met  de  betrekkingen 
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cot  a 


cos  a 


sin  a 


1 
t(ja 


zooals  de  leerling  gemakkelijk  zal  kunnen  nagaan. 

Het  verloop  van  den  cotangens  kan  raen  uit  flg.  11  onnaid- 
delijk  nagaan.  Men  ziet  nl.,  dat  de  cotangens  van  O®  =  =f  od 
is,  daar  dan  het  bewegelijke  been  //  loopt  aan  de  lijn  der 
cotangenten  (eei'St  —  oo,  komende  uit  het  4«  kwadrant ;  onmid- 
delijk daarna  +  oo,  ti-edende  in  het  1^}.  Daarna  treedt  afname 
in,  tot  bij  GO""  de  waarde  O  wordt  bereikt.  Nu  wordt  de 
cotangens  negatief,  neemt  verder  af  (absoluut  toe),  tot  hij  bij 
180°  weer  =foo  is.  In  het  derde  kwadrant  weer  afname  tot 
de  waarde  O  bij  270^.  Eindelijk  in  het  vierde  kwadrant  nog- 
maals negatief  wordende,  neemt  de  cotangens  weer  af  (abso- 
luut toe),  tot  hij  bij  360 "^  weer  =  zp  qd  geworden  is.  Enz.  Enz. 
Dit  wordt  grafisch  voorgesteld  door  fig.  12. 

Deze  cotangenslijnen  zijn  dus 
geheel  analoog  aan  de  tangens- 
lijnen  ;  wederom  vertoonen  zich 
discontinuiteiten,  nu  bij  0°,  180°, 
enz.,  waar  de  lijnen  asympto- 
tisch  tot  de  getrokken  vertikale 
lijnen  naderen.  Maar  in  tegen- 
stelling van  den  tangens,  die 
steeds  toeneemt,  neemt  de  cotan- 
gens aldoor  af.  Van  —  oo  wordt 
hij  nl.  onmiddelijk  sprongsge- 
wijs =  +  00,  en  neemt  van  daar 
weer  opnieuw  af. 
Wij  zien  derhalve,  dat  de  cotangens  =  O  is  bij  90°+nXl80^ 
en  =  ::p  00  bij  0°-|-nXl80°.  Rekent  men  alweer  niet  ver- 
der dan  360°,  zoo  hebben  wij : 

De  cotangens  is  =  O  bij  90°  en  270^  =f  op  bij  0^  en  180^ 

Evenals  de  cosinus,  bereikt  ook  de  cotangens  (eveneens 
een  co-betrekking,  d.w.z.  een  complements-betrekking)  zijn 
laagste  waarde  in  de  vertikale  standen  van  het  bewegelijke 
been ;  zijn  Iwogste  waarde  (absoluut)  in  de  horizontale  standen. 


T^/g/^. 
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Men  zou  nu  op  geheel  dezelfde  wijze  den  secaiis  en 
cosecaiis  van  een  hoek  kunnen  beschouwen,  maar  aangezien 
deze  betrekkingen  zoo  weinig  voorkomen,  zien  wij  daarvan 
Af,  en  laten  het  aan  den  leerling  over  bij  wijze  van  oefening, 
de  bovenstaande  beschouwingen  voor  deze  beide  betrekkingen 
,te  herhalen,  (meetkundige  voorstelling,  teeken,  verloop, 
.gi'ens waarden,  grafische  voorstelling). 

Resumeeren  wij  nu  kortelijk  het  in  deze  paragraaf  behan- 
delde. 


Positief  zijn  : 


sinus  in  I  en  II  ' 

cosinus  „   I    „   IV 


tangens 
cotangens 


I    .,    III 

Onthoudt  men  dit,  dan  weet  men  natuurlijk  ook  meteen 
in  welke  kwadranten  de  bovengenoemde  betrekkingen  nega- 
tief zijn. 

Verder  heeft  men,  wat  de  grensniaarden  betreft : 

(f  en  180"   !  90"  en  270" 


sinus 

0 

cosinus 

dzl 

tangens 

0 

cotangens 

zp  OD 

o 

±  00 

O 

De  si7ius  (en  cos,)  kan  dus  slechts  loopen  van  — 1  tot -fl» 
terwijl   de   tangens  (en   cot.)   alle  moegelijke  getallenwaarden 

van  —  00  tot  +  ^  ^^^  hebben. 

Opmerking.  De  behandelde  goniometrische  betrekkingen 
zijn  alle  z.g.  periodieJce  betrekkingen.  Immers  wanneer  de 
hoek  een  bepaald  aantal  graden  grooter  wordt  genomen,  en 
wel  360",  720'',  enz.,  zullen  sin.,  cos.,  tg.  en  cot.  (en  natuur- 
lijk ook  sec.  en  cosec.)  alle  weer  de  zelfde  waarde  verkrijgen. 
Want  dan  komt  het  bewegelijke  been  van  den  hoek  in  het 
zelfde  punt  van  den  cirkelomtrek  terug.  Zoo  is  bv.  sin  403"  = 
=  sin  43",  omdat  403°  =  43"  +  360".  En  evenzoo  is  tg  740"  = 
=  tg  20",  wijl  740^  =  20"  +  720°. 
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6.  Negatieve  hoeken.  Beschouwt  men  de  grafische  voorstel- 
lingen der  sin.-,  cos.-,  tg.-  on  cot.lijnen  (fig.  7,  8,  10  en  12), 
dan  komt  men  vanzelf  op  de  gedachte,  dat  de  hoeken  ook 
in  negatieve  richting  kunnen  dooi^et^ld  worden.  Men  kan 
nl.,  in  plaats  van  de  hoeken  te  tellen  van  O*"  af  in  de 
positieve  richting  van  den  cirkel,  d.w^z.  te(/e7i  zon,  deze  ook 
in  tegenovergestelde  richting  tellen.  Men  verkrijgt  dan  de 
z.g.  negatieve  hoeken.  Zijn  deze  <^  SO"*,  dan  ligt  het  bewege- 
lijke been  dus  in  het  vierde  kwadrant.  Maar  het  is  duidelijk, 
dat  men  de  goniometrische  betrekkingen  ervan  altijd  tot  die 
van  positieve  hoeken  kan  herleiden,  door  er  eenige  malen 
360°  bij  op  te  tallen. 

Zoo  zal  bv.  .ym  (— 25^)  =  6'm  (— 25° -f  360'')  =  ATO  335° 
zijn.  Inderdaad  komt  25°,  van  O**  af  in  de  richting  van  het 
Ar-  kwadrant  geteld,  geheel  op  het  zelfde  neer  als  360°  — 
—  25^  =  335°  in  tegenovergestelde  richting  geteld. 

Op  de  zelfde  wijze  zal  Uj  (—  212°)  =  tg  (—  212°  +  360°)  = 
=  tg  148°  zijn.  En  zal  cos  (—  640')  =  cos  (—  640°  +  720°)  = 
=  cos  80°  wezen.  Enz. 

7.  Herleidingsformules  voor  hoeken  >90^.  In  de  tafels 
voor  de  log.  der  goniometrische  betrekkingen  gaan  de  hoeken 
niet  verder  dan  90^  Want  men  kan  bv.  den  sin.  van  een 
hoek  >  90'  altijd  tot  dien  van  een  hoek  <^  90°  terugbrengen. 

Heeft  men  bv.  ^J(>C^  =  180°  — 
—  /^  AOCi  =  180"*  —  n,  zoo  ziet  men 
onmiddelijk,  dat  beide  hoeken  den  zelf- 
den sin.  hebben.  Want  dan  is  ^  A'OCz 
ook  =a,  en  zal  dus  C^Pi  =  CoPjj  zijn. 
Wij  hebben  alzoo : 

«171  (180°  —  a)  =z  sin  a, 

Fig./ó,  Evenzoo   blijkt   uit  de  figuur  dade- 

lijk, dat 

Mn(180°  +  a)  =  — «iwa 

is.  Want  sin  (180'  +  a)  ==  —  CgPs  =  —  QP^  (beide  :  R). 
En  eindelijk  zal  men  hebben : 

sin  (360®  —  a)  —  —  sin  a. 


90 

Immers   .sin  (360^  —  a)  =  —  C\Pi  =  —  C,P,   (beide  :   R). 

En  dit  geldt  evenzoo  voor  cos.,  tg.  en  cot. 

Herleiding  bij  ISO""  en  360''  geeft  dus  geen  naamsver- 
andering;  alleen  kan  er  teekenverandering  komen,  maar 
dit  richt  zich  geheel  naar  het  hnadrant,  waarin  de  beschouwde 
hoek  ligt. 

Onderstelt  men  nl.  a<[90°,  dan  is  180° -^a  een  hoek  inliet 
2®  kwadrant,  en  zal  bv.  de  sin.  positief  zijn.  180**  -{-  a  en 
360*"  —  a  zijn  dan  echter  hoeken  in  het  3*^  en  4P  kwaditmt, 
waar   de  sin.  negatief  is,  zoodat  teekenverandering  intreedt. 

Voor  cos.  zou  gegolden  hebben  : 

C(w(180° — a)= — cosa;    co«(180°-f-a)= — cosa;     co«(360° — a)=cosa. 

Want  de  cos.  is  -}-  i'i  I  ^^  IV. 

(Schrijf  nu  de  overeenkomstige  herleidingsformules  eens  op 
voor  tg.  en  cot.). 

Beschouwt  men  ^  AOC2  als  90°  +  ^  BOC2  =  90°  +  ft, 
dan  is  het  duidelijk,  dat  bv. 

dn  (90°  +  6)  =  C08  b 

is.  Want  sin  (90°  +  b)  ==  C^P^ :  R  =  OP'  :  R.  En  dit  laatste 
is  blijkbaar  =cos  b. 

Evenzoo  zal  men  hebben  : 

sin  270°  —  6)  =  —  C05  6  ;     sin  (270°  -^b)=  —  cosb. 

En  voor  cos.,  tg.  en  cot.  geldt  geheel  hetzelfde. 

Herleiding  bij  90°  en  270""  geeft  dus  naamsverandering. 
Voor  de  beschouwde  betrekking  komt  de  complements- 
betrekking  in  de  plaats.  Het  teeken  richt  zich  weer  geheel 
naar  het  kioiulrant,  waarin  de  te  herleiden  hoek  gelegen  is. 

(Geef  de  herleidingsformules  bij  90°  en  270°  voor  cos.,  tg. 
en  cot.  eens  aan.). 

Reeds  \roeger  (zie  $  3)  zagen  we,  dat  het  bovenstaande 
ook  geldt  voor  90^  —  6,  en  we  zijn  nu  in  staat  zijn  de  gonio- 
metrische  beti-ekkingen  van  willekeurige  hoeken  te  herleiden 
tot  die  van  hoeken,  niet  alleen  <]  90°,  maar  zelfs  <[  45'. 
Want   heeft    men    bv.    200**,    dan    beschouwt    men    dit    als 
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180°  4-  20"*,  en  heeft  men  245"^,  dan  bescliouwt  men  deze 
laatste  hoek  als  270*^  —  25°. 

En  hoe  men  hoeken  ]>  360''  tot  hoeken  <;^  360^,  en  nega- 
tieve hoeken  tot  positieve  hoeken  kan  terugbrengen,  hebben 
wij  in  $  5  en  §  6  gezien. 

Daar  sin  ( —  d)  =  sin  (360"^  —  a)  is,  zoo  heeft  men  ook 
onmiddelijk  sin  ( —  a)  =  —  sin  a.  En  evenzoo  voor  de  andere 
beti'ekkingen .  Dit  geeft  dus  de  formules : 

sin  ( —  a)  =  —  sin  a 
cos  ( —  cl)-=:z  cosa 
tg{—a)=—   tga 
cot  ( —  a)  =  —  cot  a 

Opmerking,  In  al  het  bovenstaande  is,  speciaal  voor  de 
bepaling  van  het  teeken  van  het  2®  lid  der  herleidingsfor- 
mules, ondersteld,  dat  a  en  b  <Ci  90**  zijn.  Maar  men  ziet 
spoedig  in,  dat  deze  formules  geheel  algemeen  gelden,  ook 
watmeer  a  en  b  y>  90°  zijn. 

Ligt  bv.  a  in  het  2«  kwadrant,  dan  kan  men  voor  a 
schrijven  ISO"*  —  a\  waarin  alsnu  a!  <^  90''  is.  Heeft  men  nu 
bv.  te  herleiden  .sm(360''  —  a),  dan  is  dit  dus  =.9m{360''  — 
—  (180"— a')}  z=  sin  (180'+rï')  =  —  sin  a'  =  —  sin  (180°— a') = 
=  —  sin  a,  zoodat  de  vroegere  formule  blijft  doorgaan. 

Dit  komt  eigenlijk  hierop  neer :  Ligt  a  in  het  1«  kwadrant, 
dan  360**  —  a  in  het  4« ;  ligt  a  in  het  2®  kwadrant,  dan 
360**  —  a  in  het  3® ;  enz.  Men  heeft  dus  : 


a 
860°  —  a 


I     II   III  IV 
IV  III  II     I 


sm  a 


+    + 


Mn(360°  — a)   | 1-   + 

En  nu  ziet  men  terstond,  dat  de  teekenverschillen  aldoor 
hetzelfde  blijven. 

Hetzelfde  geldt  voor  alle  herleidingsformules,  en  derhalve 
ook  voor  die  van  negatieve  hoeken. 

Ook  is  het  nu  duidelijk,  dat  alle  vroeger  in  $  3  afgeleide  for- 
mules blijven  doorgaan,  wanneer  de  hoek  >  90°  mocht  wezen. 

Zoo  is  bv.  si7i^  a  +  cos^-  a  altijd  =  1,  welke  ook  do  waarde 
is   van    a.    Is    a    bv.   =  180  +  a',  waarin  a  <  90°,  dan  is 
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si7i  a  ==  —  isiïi  a',  cos a  =  —  coif  a',  en  derhalve  óin^  a  -^-  cos^  a  = 

=  sin^  Cl  -{- cos^  a! .    En    dit  is  =  1,    want    deze    formule  is 

bewezen  voor  hoeken  <[  9(f, 

sin  a 
En  dat  bv.  tg  a  altijd  = is,  volgt  daaruit,  dat  wij  het 

teehen  van  den  tg.  in  de  verschillende  kwadranten  zoodanig 
hebben  vastgesteld  (zie  c)  van  $  5),  dat  deze  formule  blijft 
doorgaan.  Enz.  Enz. 

Ziehier    nu    ten  slotte  eenige  Voorbeelden  van  herleiding. 

sin  300°  =  sin  (270^  +  30°)  ==  —  co«  30°  =  —  Vg  V^  3. 
coè  170°  =  cos  (180°  —  10°)  =  —  cos  10°. 

«/7  200°=   <^(180°  +  20°)  =  <5r20°. 
cot  120°  =  cot  (  90°  +  30°)  =  —  «^  30°  =  —  Vs  ^  3. 
«in  235°  =  sin  (270°  --  35°)  =  —  cos  35°. 
co«  342°  =  cos  (360°  —  18°)  ==  cos  18°. 

^  465°  =   tg  (360°  +  105°)  =  tg  105°  =  —  co<  15°. 
cot  910°  =  co«  (720°  +  190°)  =  cot  190°  =  cot  10°.     * 
«n  —  7°  =  —  sin  7°. 

i^cos  —  120°  =  cos  120°  =  —  «tn  30^  =  —  V^. 
f  CM  —  120°  =  cos  240°  =  —  ««  30''  =  —  Vg. 

Bij  de  eerste  herleiding  van  co,s  — 120^  is  gebruik  gemaakt 
van  de  formule  cos  —  a  =  cos  a ;  bij  de  tweede  is  bij  — 120' 
opgeteld  360^,  om  den  hoek  positief  te  maken.  Men  ziet  dus, 
dat  alleen  wanneer  de  hoek  <^  90°  is,  zooals  bij  sin  —  7°,  de 
directe  herleidingsmethode  van  blz.  92  van  voordeel  zal  wezen. 

8.  Oplossing  van  de  eenvoudigste  gonionxetrisehe  ver- 
gelijkingen. Nemen  wij  geen  grootere  hoeken  dan  SGO""  in 
aanmerking,  dan  volgt  uit  het  bovenstaande,  dat  aan  de  ver- 
gelijking sina:  =  p  niet  alleen  voldoet  de  in  het  1®  kwadrant 
gelegen  hoek  o;,  maar  ook  180°  —  .t,  wanneer  xA.p  positief 
is,  en  <^1. 

Heeft  men  de  vergelijking  sin  x=i  —  p  (waarin  p  weer 
positief  is  en  <  1),  dan  lost  men  eerst  x'  op  uit  de  verge- 
lijking sinx=:p.  De  waarden,  die  aan  de  gegeven  verge- 
lijking voldoen,  zullen  dan  blijkbaar  zijn  180°+^'  en  360°—/ 

Immers  in  het  eerste  geval,  nl.  sin  x=  p,  zal  sin  (180° — x)  = 
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=  sinx=p  zijn,  en  in  het  2^  geval,  nl.  sin.x  =  —  p,  zal 
sin  (180°  +  V)  =  —  sin  x=—p,  en  ook  sin  (360°  —  x')  = 
=  —  sin  ai  =  — p  zijn. 

Is  derhalve  gegeven  sin  x  =  p,  zoo  neemt  men  de  waar- 
den van  X,  die  in  het  1°  en  2^  kwadrant  liggen ;  is 
sinx  =  — p,  zoo  neemt  men  die,  welke  in  het  3«  en  4® 
kwadrant  liggen-  Want  in  die  laatste  kwadranten  is  de  sin. 
negatief.  En  men  herleidt  den  in  de  tafel  gevonden  hoek 
X  of  x',  die  <[  90"^  is,  altijd  tot  hoeken  in  andere  kwadran- 
ten, door  te  nemen  180°  —  ^,  180"^  +  ^  of  360°  — o?.  Want 
dan  heeft  geen  naamsverandering  plaats. 

Geheel  op  dezelfde  wijze  zal  blijken,  dat  aan  de  verge- 
lijking cosx=]}  niet  alleen  voldoet  x,  maar  ook  360°  —  x; 
terwijl  aan  de  vergelijking  cos  o?  =  — ^  zal  voldoen  180°  —  x' 
en  180°  -|-  x',  wanneer  x'  voldoet  aan  de  vergelijking  cosx'  =p. 

En  dat  aan  de  vergelijking  tgx=:p  of  cotx=2)  behalve 
X  zal  voldoen  180^  -f-  x;  terwijl  f^an  tg  x  =  — j^  ^^  ^^^*^  ==  — P 
zal  voldoen  ^'  =  180''  —  x'  en  07  =  360^  —  x\  wanneer  ;??' vol- 
doet aan  de  vergelijking  tg  x  =  p, 

Recapituleerende  hebben  wij  dus : 


8in  X 


P 


C08  iC 


V 


X  en  360®  —  x 


C08  X  Z=Z  —  p 


180°-^' en  180°+^' 


tg  X  =:  p  of  cotx  =zp 


X  en   180°  +  x 

tgx-=. — p  o{cotx==:  —  p 


180°  — «en  360° 


X 


X  en  180^  —  x 
êin  X  z=z  —  p 

180°+«'en360°— «' 

Aan  een  goniometrische  vergelijking  voldoen  dus  altijd 
minstens  twee  waarden  van  de  onbekende. 

Geven  wij  nu  een  paar  Voorbeelden. 

Zij  gevraagd  op  te  lossen  de  vergelijking  si7i  x  =  V2.  Men 
heeft  dan  terstond  :  — ^— . 

X  =  30°  en  150"  (=  180°  —  30°). 

De  vergelijking  sin  ^  =  —  V2  ^  2  zal  geven  x  : 
sin  45°  =  +  V2  ^  2).    Aan    de    oorspronkelijke 


voldoet  dus: 

X  =  225'  (=  180'  +  45°)  en  315°  (=  360' 


=  45°  (d.w.z. 
vergelijking 

--  45°). 
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Zij  in  de  derde  plaats  gevraagd  op  te  lossen  de  vergelijking 
tgx  =  l^S.    Wij  vinden : 

X  =  60°  en  240°  (rr:  180°  +  60°). 
De  leerling  losse  nu  de  volgende  vergelijkingen  op: 

cos  X  =-^2    y  COSX'=i Vi^  3    ;  tff  X  =z  1    ; 

cotx=y^l^S  ;        cotx  =  —l^S. 

Welke  twee  w^aarden  voldoen  aan  sin  .r  =  —  1  ?  En  aan 
cosx:=i?  En  welke  aan  sin  .2?  =  O  ?  En  eindelijk  aan 
cosx-=^  —  1  ? 

Heeft  p  niet  meer  een  waarde,  waaruit  men  volgens  $4 
onmiddelijk  den  bijbehoorenden  hoek  kan  bepalen,  dan  moet 
men  zijn  toevlucht  nemen  tot  tafels,  waarvan  de  inrichting 
in  de  volgende  paragraaf  zal  worden  uiteengezet. 

Zoo  zal  men  bv.  uit  sin  x  :=:  Vs  de  waarde  van  x  niet 
meer   zonder    hulp  van  een  dergelijke  tafel  kunnen  vinden. 

Lossen  wij  echter  eerst  nog  eenige  goniometrische  verge- 
lijkingen van  hoogeren  graad  op. 

Is  bv.  gegeven  sin^  x  =  Vg ,  dan  zal  men  blijkbaai' hebben : 

sin  a  •=  dz  ^/^  V^  2, 

waaruit  volgt  .^•  =  45^  J35^  225°  en  315°. 

De  hoek  moet  nu  in  a/Z^vi^r  kwadranten  worden  genomen. 
Het  zelfde  geldt  voor  een  vergelijking  als  süi  2x  =  ^/g.  (Wij 

zullen  spoedig  zien,  dat  ook  deze  van  den  tweeden  graad  is 
t.  o.  V.  x).  De  oplossing  geeft  vooreerst : 

2x  =  30°  en  150'. 

Maar  aangezien  wij  door  2  moeten  deelen,  om  x  te  vinden, 
zoo  zal  men  nu  ook  nog  moeten  opschrijven  de  beide  waar- 
den, die  360"*  grooter  zijn  dan  de  zooeven  gevondene.  Wij 
krijgen  dan  : 

2x  =  30°  en  150°  30^  +  360°  en  150°  +  360° 

195°  en  255° . 

Zoodoende  komen  er  weer  vie?'  waarden  <^  360°,  welke 
aan    de   gegeven    vergelijking    voldoen.    (Hadden  wij  bij  2a? 


X  =  15°  en  75^ 
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nogmaals  360*"  opgeteld,  zoo  zouden  wij,  na  deeling  door  2, 
gekregen  hebben  15^  +  360°  en  75°  +  360°,  d.w.z.  de  reeds 
gevonden  waarden  hebben  teruggekregen.  Enz.). 

Geeft  de  vergelijking  sin  2a!  =  p  vier  waarden,  welke  aan 
X  voldoen,  de  vergelijking  sinSa!  =  p  zal  zes  waarden  ople- 
veren. (Wij  zullen  later  zien,  dat  deze  van  den  derden 
graad  is  t.  o.  v.  ai).  Immers  de  oplossing  van  bv. 

sin  3^  =  Y2  ^  3 
geeft : 


3a?  =  60°  en  120° 
X  =  20°  en  40° 


id.  +  360° 
140°  en  160° 


id.  4.  720° 
260°  en  280°. 


(Hadden  wij  nogmaals  360^  opgeteld,  zoo  had  men  na 
deeling  door  3  gekregen  20°  +  360°  en  40°  +  360^  alzoo 
de  eerste  twee  waarden  terug). 

Bij  2a?  moet  men  dus  een  keer  360°  optellen ;  bij  Sa)  twee 
keer ;  bij  tix  derhalve  n  —  1  keer,  zoodat  in  het  algemeen 
aan    de  vei^elijking  sin  na;  =  p  zullen  voldoen  2n  loaarden. 

Men  gelieve  hierop  in  het  vervolg  altijd  te  letten. 
Ter  oefening  dienen  de  volgende  vei^elijkingen. 

sin  2a?  =  —  V2  ^^  2  ;     cos  'Sx  =  1  ;     tg  5x  =  —  l^S, 

9.  Tafels  van  goniometrisohe  betrekkingen.  Ook  hier 
zullen  wij,  evenals  bij  de  bespreking  der  gewone  logarithmen- 
tafels,  kort  zijn,  daar  de  inrichting  der  thans  te  behandelen 
tafels  het  best  uit  een  oplettende  beschouwing  duidelijk 
wordi.  (Zie  de  Noot  op  blz.  60). 

Daar  met  de  goniometrische  betrekkingen  dikwijls  allerlei 
bewerkingen  moeten  worden  uitgevoerd,  zoo  zijn  daarvan  de 
logarithmen,  meest  in  5  decimalen  nauwkeurig,  opgegeven. 
Een  korte  tafel,  waarin  niet  de  log.,  maar  de  sin.,  cos.,  tg., 
en  cot.  zelf  zijn  opgegeven  (van  graad  tot  graad,  of  van  10' 
tot  10'),  vindt  men  meestal  aan  het  eind  der  z.g.  logarithinen- 
sinicstafeL 

Deze  laatste  geeft  naast  elkaar  log  sin.,  log  tg.,  log  cot.  en 
log  cos.  Bij  tafels  met  5  decimalen  meestal  van  minuut  tot 
minuut.    Onderdeelen    van   minuten  moeten  worden  geïnter- 
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poïeerd.  Daartoe  zijn  achter  log  sin.  en  log  cos.  de  verschillen 
(onder  D.  =  différenees),  en  tusschen  log  tg.  en  log  cot.  de 
geraeenschappelijke  verschillen  (onder  D.  C.  =  différenees  com- 
immales)  opgegeven.  Daar  nl.  cota  =  ^/tga,  zoo  is  log  cot  a  = 
=  —  log  tg  a,  en  zullen  de  toenamen  van  log  tg.  gelijk  zijn 
aan  de  afnamen  van  log  cot. 

Men  moet  er  hier  bijzonder  op  letten,  dat  niet  als  bij  de 
gewone  log.tafel  de  log.  altijd  toenemend  zijn :  log  sin.  en 
log  tg.  nemen  toe  tusschen  0°  en  90®,  maar  log  cos.  en  log  cot. 
nemen  gestadig  af.  Hiermede  zich  dus  nooit  vei^ssen. 

Dan  nog  dit.  De  tafels  loopen  eigenlijk  maar  door  tot  45°. 
Want  daar  bv.  sin  60*"  =  cos  30°  is,  zoo  zullen  de  log.  der 
goniometrische  betrekkingen  van  hoeken  >  45°  tot  aan  90^ 
toe  gevonden  worden,  door  aan  den  i'echterkant  der  tafel 
de  hoeken  aantegeven,  die  het  complement  zijn  van  die, 
welke  aan  de  linkerzijde  staan.  2iet  men  nu  onder  aan  de 
bladzijde  log  sin.  in  de  kolom,  waar  boven  aan  de  bladzijde 
log  COS.  staat ;  evenzoo  log  tg.,  waar  bovenaan  log  cot.  staat ; 
enz.,  zoo  heeft  men  dus  voorbij  45®  eenvoudig  de  tafel  in 
teruggaande  richting  te  doorloopen.  Voor  hoeken  <[45^ 
zoekt  men  dus  in  de  tafel  van  boven  naar  beneden,  en 
staan  de  hoeken  links ;  voor  hoeken  ]]>  45®  zoekt  men  van 
beneden  naar  boven,  en  staan  de  hoeken  rechts. 

Daar  de  sin.  altijd  <^  1  is,  zoo  is  log.  sin.  altijd  negatief. 
Derhalve  zal  de  wijzer  bv.  7  (— 10),  8  (— 10),  9  (— 10) 
zijn.  Daai'van  is  dan  altijd,  om  herhaling  te  voorkomen, 
— 10  weggelaten.  De  gebruiker  der  tafel  voege  die  er  dus 
steeds  weer  achter.    Evenzoo  bij  log.  cos. 

En  daar  tg.  <^  1  is  voor  hoeken  <^  45°,  en  >  1  voor 
hoeken  }>  45°,  zoo  zal  log.  tg.  negatief  zijn  beneden  45°  en 
positief  boven  45^,  In  het  eerste  geval  schrijft  men  van  den 
negatieven  wijzer  weer  alleen  het  positieve  gedeelte  met  w^- 
lating  van  — 10.  Maar  ook  in  het  tweede  geval  herleidt  men 
den  wijzer,  bv.  1,  tot  den  vorm  11  ( —  10),  en  laat  wederom 
— 10  weg.  Voor  cot.  geldt  juist  het  omgekeerde. 

Deze  handelwijze  bevordert  de  gelijkmatigheid,  zoodat  overal 
nog  — 10  is  bij  te  voegen. 
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Teneinde    zich    nu    beter    in    de    logsin.tafei    te    kunnen 
orienteeren,  noteeren  wij  de  volgende  grenswaarden. 


sin  90°  =  1 


tg  0°=0 
^^45°=  1 
«^90°=  00 


log=z  —  00 
log  =  10{—^0) 
log=z  4-00 


log  =:  —  00 

Zo^  =  9,84949  (—10) 

log  =  10  {^\0) 

Voor  COS.  en  cot.  geldt  het  omgekeerde  {cosO'^  =  sin  90®,  enz.) 
Een  paar  Voorbeelden  moge  het  gebruik  der  tafel  toelichten. 
Zij  gevraagd  log  sin  24®  13'  25".  In  de  tafel  vindt  men: 

log  sin  24®  13'  =  9,61298  (— 10). 

Het  vei'schil  met  de  volgende  log.  is  28  (eenheden  der 
laatste  decimaal).  Hiervan  neme  men  dus  ^Veo  =  Vi2>  ^^t" 
geen  ^^/^=:11^/^  geeft,  waarvoor  men  1 2  neemt.  De  gezochte 
log.  is  dus  =  9,61310  (—  10). 

In    de  tweede  plaats  zij  gevraagd  log  cot  58°  47'  44".   Men 

vindt  in  de  tafel  (van  beneden  naar  boven  zoeken,  de  hoeken 
staan  nu  rechts): 

log  cot  58®  47'  =  9,78249  (— 10). 

liet  verschil  met  de  volgende  log.  (naar  boven)  is  29. 
Hiei'van  moet  nu  genomen  worden  ^Veo  =  ^Vi5>  gevende 
^^^15  =  21.  Dit  verschil  nu  van  de  reeds  gezochte  log. 
a/trekkende,  vindt  men  9,78228  (— 10). 

Wij  kunnen  nu  ook  goniometrische  vergelijkingen  oplossen 
als  bv.  (zie  §8) 

sin  .r  =  Va- 

Hieruit  volgt : 
log  sin  x  =  ^  logS=z  —  0,47712  =  9,52288  (—  10), 
hetgeen    men    door    middel    van    de  gewone  log.tafel  vindt. 
Alsnu  hebben  wij  x  te  bepalen  uit 

log  sin  x  =  9,52288  (— 10). 

In  de  log  sin.  tafel  vindt  men  bij  9,52278  (— 10)  x  =  19®  28'. 
Het  verschil  met  de  volgende  log.  is  36,  terwijl  het  verschil 
met  de  gegeven  log.  =  10  is.  Wij  hebben  derhalve  nog  toe 
te  voegen  ^%q  X  60"  =  ^^/jj"  =  17",  zoodat  wij  vinden : 

7 
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X  =  19°  28'  17". 

Aan  de  vergelijking  voldoet  behalve  deze  waarde  ook  nog 
180°  — a?,  derhalve  160^  31' 43".  (zie  §  8). 
Lossen  wij  nog  ten  slotte  op  de  vergelijking 

cos  2x  =  0,6. 

Door  de  gewone  log.  tafel  vinden  wij : 

'log  cos  2x  =  9,77815  (— 10). 

Wij  weten  dus  reeds  (zie  het  bovenstaande  overzicht),  dat 
2a;>45**  is.  Zoeken  wij  dus  van  beneden  naar  boven,  zoo 
vinden  wij  spoedig  bij  9,77829  (— 10)  2x  =  53^  7'.  (Denk 
er  nl.  aan,  dat  wij  nu,  aangezien  log  cos.  afneemt,  de  naast 
hooge^'e  log.  moeten  opzoeken).  Het  verschil  (naar  boven)  is 
17,  terwijl  het  verschil  met  de  gegeven  log.  =r  14  is.  Bij  de 
reeds  gezochte  waarde  van  den  hoek  moet  dus  nog  gevoegd 
worden  ^Vi?  X  60"  =  49",  zoodat  wij  voor  2x  vinden  : 

2x  =  53°  7'  49". 

Behalve  deze  waarde  voldoen  nu  ook  nog  (zie  §  8)  360"" — 2jr, 
en  de  met  360°  vermeerderde  waarden  van  deze  beide  hoeken, 
zoodat  uien  tenslotte  verkrijgt : 


2^  =  53°  7' 49",  306°  52' 11" 
^  =  26°  33' 55",  153^  26' 5" 


id.  +  360^ 

206°  33'  55"  ,  333^  26'  5". 


Daar  49"  iets  te  klein  was,  zoo  is  voor  de  helft  daarvan 
genomen  25",  en  daar  11"  dus  iets  te  groot  is,  zoo  hebben 
wij  voor  de  helft  daarvan  genomen  5". 

De  leerling  kan  zich  nu  verder  met  dei^elijke  opgaven 
zelf  oefenen  in  het  gebruik  der  log  sin. tafel. 

Het  zal  hem  dan  wellicht  opvallen,  dat  er  plaatsen  zijn  in 
de  tafel,  waar  de  verschillen  zoo  groot  zijn,  dat  van  behoorlijk 
interpoleeren  geen  sprake  meer  kan  zijn.  D.w.z.  de  kromme, 
die  log  sin.  of  log  tg.  aangeeft,  wijkt  bij  de  daarmede  over- 
eenstemmende hoeken  te  ver  van  de  rechte  lijn  af,  welke  twee 
punten  verbindt,  die  1'  verschillen,  dan  dat  lineaire  interpolatie 
een    nauwkeurige    uitkomst  zou  kunnen  geven.  Men  is  dan 
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aangewezen  op  het  gebruik  van  het  z.g.  hulptafeltje,  dat  men 
vindt  onder  het  hoofd 

log  sin  a"  =  log  a  -^  S, 
log  tg  a"  =ilog  a  '\-  T, 

Bij  log  sin.  vindt  men  nl.  die  onnauwkeurige  plaatsen  dicht 
bij  O®,  daar  log  sin  0^  =  —  od  wordt ;  bij  log  tg.  dicht  bij 
0^  en  90°,  waar  log  tg*  resp.  =  —  od  en  +  o^  wordt.  Zoo  is 
bv.  log  sin  QP  20'  =  7,76475  (— 10),  terwijl  log  sin  (f  21'  reeds 
=  7,78594  (— 10)  is.  Een  verschil  derhalve  van  2119  (een- 
heden der  1.  d.).  Dit  is  natuurlijk  dichter  bij  0°  nog  veel 
erger.  Men  vindt  daar  verschillen  tot  ruim  30000  en  od  toe. 
Tot  circa  2®,  waar  de  verschillen  ongeveer  360  worden, 
blijven  deze  te  groot  voor  lineaire  interpolatie.  Het  zelfde 
geldt  voor  logcot.  in  de  nabijheid  van  QP  en  90^,  en  voor 
log  cos.  dicht  bij  90^.  Maar  daar  wij  cot.  en  cos.  altijd  tot 
tg.  en  sin.  kunnen  herleiden,  door  het  complement  van 
den  hoek  te  nemen,  en  wij  verder  log  tg  90**  kunnen  ver- 
vangen door  log  cot  (f  =  log  ^/ig  o^  =  —  log  tg  0^,  zoo  hebben 
wij  alleen  hulptafeltjes  te  maken  voor  log  sin.  en  log  tg.  in 
de  nabijheid  van  O®. 

De  figuur  (zie  fig.  6  en  9)  leert  dan  onmiddelijk,  dat  sin. 
en  tg.  in  dit,  geval  nagenoeg  evenredig  zijn  met  de  hoeken ; 
alleen  neemt  de  sin.  iets  minder  snel  toe  dan  de  hoek,  de 
tg.  iets  sneller. 

Wij  kunnen  dus  schrijven  (de  hoek  uitgedrukt  in  seconden) : 

sin  o"  =  a  (sin  1"  —  ö) 

tga"  =  a{tgV  +  cf). 
Derhalve  is 

log  sin  a"  =z  log  a  -^  S  ;     log  tg  a"  z=z  log  a  -\-  T^ 

wanneer  wij  log  (sin  1"  —  ö)  =  S  en  log  {tg  1"  +  rf')  =  T 
noemen.  Deze  waarden  van  S  en  Ty  die  evenals  d  en  d'  met 
de  grootte  van  den  hoek  veranderen,  vindt  men  nu  in  het 
hulptafeltje  van  10'  tot  10'  aangegeven,  (wederom  met  weg- 
lating van  — 10).  S  neemt  natuurlijk  gestadig  af,  terwijl  T 
gedurig  toeneemt,  en  sterker  dan  S  afneemt,  (waarom  ?), 
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Ziehier  aan  een  enkel  voorbeeld  verklaard,  hoe  men  u. 
de  zeldzame  gevallen,  waarin  het  voorkomt,  met  het  tafeltje 
werkt. 

Zij  in  de  eerste  plaats  gevraagd  te  bepalen 

log  sin  0°  39'  11"  =  log  sin  2351", 

zoo  zoeke  men  in  de  gewone  log.tafel  op  log  2351,  waarvoor 
men  vindt  3,37125.  Voor  S  vindt  men  in  het  hulptafeltje 
(bij  0°  40')  4,68557  (— 10).  Derhalve  is 

log  sin  0^  39'  11"  =  8,05682  (—  10). 

Had  men  in  de  gewone  log  sin.tafel  opgezocht,  dan  zou 
men  gevonden  hebben  (verschil  =  1100)  8,05680.  Het  verschil 
is  niet  groot,  maar  zou  grooter  geweest  zijn,  wanneer  de  hoek 
nog  dichter  bij  0°  had  gelegen. 

Zij  in  de  tweede  plaats  gevraagd  a:  te  bepalen  uit 

log  tg  0!  =  7,55981  {—  10). 

Men  vindt  in  de  gewone  logtg.tafel,  dat  de  hoek  in  de 
buurt  van  O""  12'  ligt.  T  is  dus  te  bepalen  bij  O**  10',  en  is 
daar  =  4,68558  ( — 10).  Dit  nu  aftrekkende  van  de  gegeven 
log  tg.,  zoo  vindt  men  log  x*  =  2,87423,  waaruit  met  de 
gewone  log.tafel  gevonden  wordt  .t=748",6=749"=12'29". 

Door  in  de  gewone  log  tg.tafel  op  te  zoeken,  zou  men  even- 
eens gevonden  hebben  (verschil  =:  3476)  12'  29".  Ook  hier 
had  men  dus  het  hulptafeltje  kunnen  ontberen,  en  zou  men 
het  nut  ervan  beter  hebben  ingezien  bij  nog  kleinere  hoeken. 

In  elk  geval  moet  men  niet  vergeten,  dat  het  hulp  tafeltje 
zeker  minstens  even  vlug  werkt  als  het  uitrekenen  van  de 
evenredige  deelen,  wanneer  de  vei^schillen  zoo  groot  worden. 
Maar   nog  eens,   het  geval  doet  zich  uiterst  zeldzaam  voor. 

Wij  laten  hier  ten  slotte  een  overzicht  volgen  van  de 
verschillen^  die  bij  0°,  45°  en  90^  in  de  tafel  voorkomen. 

I    log  sin.  1  log  cos.   1    log  tg.    1    log  cot. 


0" 

00 

0 

00 

—  00 

45* 

12,6 

12,6 

25,2 

25,2 

90° 

0 

—  00 

00 

—  00 
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Ook  deze  verschillen  zou  men  bij  eiken  willekeurigen 
hoek  kunnen  berekenen  uit  de  reeksen,  die  wij  spoedig 
voor  sin.  en  cos.  zullen  afleiden. 

De  goniometrische  betrekkingen  worden  nl.,  evenals  de 
logarithmen  der  getallen  (zie  2®  Les,  §  6),  door  raiddel  van 
convei^eerende  reeksen  berekend.  Van  die  aldus  berekende 
waarden  kunnen  dan  de  log.  worden  genomen.  Men  heeft 
evenwel  ook  reeksen  afgeleid,  die  onmiddelijk  log  sin.,  enz. 
geven. 

Vroeger  moest  men  zich  behelpen  met  zeer  omslachtige 
berekeningen,  die  slechts  uiterst  langzaam  tot  het  doel  voer- 
den. Toch  werden  reeds  zeer  vroeg  sin.tafels  samengesteld, 
of  liever  kooi^dentsiféls,  zooals  men  ze  destijds  noemde,  (van- 
waar die  benaming?).  Zoo  deelde  Ptolkmarüs  (140  n.  Chr.) 
een  reeds  vroeger  voor  astronomische  doeleinden  geconstrueerde 
koordentafel,  benevens  een  eenvoudige  methode  deze  samen 
te  stellen,  mede. 

10.  Betrekkingen    tusschen   de  goniometrische  verhou- 

van  twee  en  meer  hoeken. 


a.  Formules  voor  a  zb  b.  Voor  den  sinus  van  de  som 
van  twee  hoeken  a  en  b  heeft  men  de  volgende  formule 
(het  zoogenaamde  additietheorema) : 

sin  (a  -["  ^)  =  **^  acosb  -{•  cos  a  sin  6.     .     .     .     (a) 

Dit   is    de  grondformule,  waaruit  alle 

anderen   zijn  afteleiden.    Men  kan  haar, 

r     wanneer   a  en   6   beide   <[[  90^  zijn,  op 

de    volgende    manier    bewijzen.    Zij    in 

fig.14  /^BOC=  /:_aen  Z_POB  =  Z,b. 

Worden    dan    uit    een    willekeurig  punt 

^iS-^^'  van  het  tweede  been  van  ^  b  loodlijnen 

PA  en  PB  neergelaten  op  de  beide  beenen  van  ^a;  voorts 

de   loodlijnen   BC  en   BD  getrokken,  dan  is  ^P=^  /_a^ 

en  hebben  wij : 


B 
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PA      BC      PD 
^    ^    ^        OF       OP^  OP 

_BC      OB      PD      PB 
~ÖB^OP'^PB^'ÖP 

=:i8inaco8b  '\-  C08  a  sin  b  , 

wat  wij  moesten  bewijzen. 

Ook    uit    de   Stelling    van    Ptolemaeüs   kan   de  formule, 

wanneer  a  en  6  beide  <[  90®  zijn, 
gemakkelijk  worden  afgeleid. 
Immers,  trekt  men  uit  het  uit- 
einde P  van  een  middellijn  PQ 
de  koorden  PA  en  PJ5,  die  de 
bogen  2a  en  2b  onderspannen, 
en  verbindt  voorts  A  qü  B  met 
Fij,  15,  Qy  dan  is  (zie  fig.  15) 

ABXPQ=PAXBQ'\'PBXAQ. 

Maar  volgens  het  in  §  4  geleerde  is 

AB  =  koorde  2  (a  -f  ft)  =  222  dn  {a  +  b) 

PA  =  koorde  2a  =  2R  sin  a 

PB  —  koorde  2b  =  2R  sin  b 

AQ  =  koorde  (180*"  —  2a)  =  222  sin  (90**  —  a)  =  222  «w  a 

BQ  =  koorde  (180°  —  2b)  =  222  sin  (90°  —  6)  =  222  cos  b. 

Substitutie  van  deze  waarden  en  van  PQ  =222  geeft 
derhalve : 

222  sin  (a  +  i)  X  222  =  222  sin  a  X  222  co«  6  +  222co»a  X  222m6, 

waaruit  na  deeJing  van  beide  leden  door  422*  de  gestelde 
betrekking  onmiddelijk  voortvloeit. 

De  formule  is  nu  bewezen  voor  waarden  van  a  en  fi  <[  90\ 
Maar  het  is  gemakkelijk  in  te  zien,  dat  zij  evenzeer  zal 
gelden  voor  willekeurige  waarden  van  a  en  b. 

Vooreerst  kan  men  dit  uit  de  figuur  aantoonen,  door  in 
flg.  14  a  en  6  geheel  willekeurig  te  nemen  (voer  dit  eens 
uit,  wanneer  het  tweede  been  van  /^a  in  het  2®  kwadrant 


ligt,  en  het  2^  been  van  ^b  in  het  4^ ;  enz.),  maar  ook 
algebraïsch. 

Zij  bv.  a  =  180^  — a'  en  6  =  360^  —  6',  waarin  nu  a' 
en    b'    beide   <  90^  zijn,  dan  is  a  +  é  =  540^  —  (a'  +  b'). 

Wij  zouden  derhalve  hebben  : 

sin  {540^  —  {a'  +  b')]  =  sin  (180^  —  a')  cos  (360"  —  6')  + 

+  cos  (180^  —  a')  sin  (360°  —  b% 

of   «n  {180**  —  {a!  +  6')}  =  sin  a'  cos  V  +  (—  cos  a')  (—  sin  b% 
dus  «n  (a'  +  ^')  =  «»n  «'  cos  V  +  co«  a'  sin  b\ 

En  dit  is  boven  bewezen,  daar  a'  en  b'  <]  90**  zijn.  Der- 
halve geldt  de  betrekking  ook  voor  de  gegeven  waarden 
van  a  en  6.  Enz.  Enz. 

Vervangt  men  nu  b  door  360''  —  b  of,  wat  het  zelfde  is, 
door  —  b,  zoo  komt  er : 

sin  (a  —  i)  =  «in  a  cos  ( —  h)  -\-  cos  a  sin  ( —  J), 
d.w.z.  sin  (a  —  6)  =  «in  acosb  —  cos  asinb  .  .     .     (6) 

Wordt  é  vervangen  door  90"  -f-  f>>  dan  verkrijgen  wij : 

sin  (a  +  90^  +  &)  =  mw  a  co«  (90^  +  b)  +  cosasin  (90^  +  6), 

of  OW  (a  +  6)  =  «in  a  ( —  sin  b)  -^  cosacos  bj 

derhalve  cos  {a  -{-  b)  =i  cos  a  a>s  b  —  sinasinb  .     .     .     ,     (c) 

Vervangt  men  nu  hierin  weder  b  door  — b,  dan  ontstaat: 

cos{a  —  b)  z=  cos  acos  ( —  b)  —  sin  a  sin  ( —  6), 

d.w.z.  cos{a  —  b)  ^=z  cos  a  cos  b  -\-  sin  a  sin  b .     .     •     •     (d) 

Ook  uit  de  figuur  had  men  de  formules  (6),  (c)  en  {d) 
rechtstreeks  kunnen  afleiden,  (laat  dit  eens  zien).  En  dat  ook 
deze  laatsten  gelden  voor  willekeurige  waarden  der  beide 
hoeken,  volgt  èn  uit  de  figuur,  èn  uit  hunne  afleiding  uit 
de  formule  (a),  welke  formule  voor  alle  mogelijke  waarden 
der  hoeken  geldt.  . 

Het  zelfde  geldt  ook  voor  alle  formules,  die  wy  in  het 
vervolg  zullen  afleiden. 

Deelt  men  siyi  {a  db  b)  door  cos  [a  J=  é),  dan  verkrijgen  wij ; 


\g  (a  ±  6)  = 


i04 

sin  a  cos  h  db  cos  a  sin  h 


cos  acos  b  op  sin  a  sin  b 

of  teller  en  noemer  der  laatste  breuk  deelende  door  cosa  cosb: 

tg{adzb)=- — -T-T- 

1  op  tg  atg  o 

Zet  men  hierin  a  =  45°,  en  vervangen  wij  b  door  a,  zoo 
vinden  wij  nog : 

1  zp  tg  a 

Deze  laatste  formule  leert,  dat  tg  (45°  -f-  ^)  het  omgekeerde 
is  van  ^^(45°  —  d).  Maai  dit  is  evident,  want  ^^(45'^4-a)  = 
=  cot  (45°  —  a)  =  l.tg  (45°  —  d). 

Vatten  wij  de  tot  nu  toe  gevonden  formules  samen,  zoo 
hebben  wij  dus  het  volgende  stel. 

sin  (a  =t  è)  =  nn  a  cosb  do  cos  a  sin  b 

cos  (a  =t  6)  =  cos  a  cos  b  z^  sin  a  sin  b 

tq  a  ±  tab 
(a)    /  tg(a:th)=     ''  -> 

1  Op  tg  atg  b 

1  dcz  tg  a 

«jr (45°  =fc  a)  = -—. 

l  =ptga 

Bereken  nu  eens  door  middel  van  deze  formules : 

«in75^    sinWj    coslh"",    co«  15^    tglh"",    tgW. 

Wat  kunt  ge  schrijven  voor  ^^46°?  En  voor  ^40^? 

Laat  eens  zien,  dat  cos  (a  —  b)  =  cos  {b  —  d)  is ;  dat  dus 
werkelijk  cos  ( — p)  =  cosp- 

Waarom  zou  bij  cos  [a  do  b)  het  teeken  in  het  2®  lid  het 
tegengestelde  zijn  van  dat  in  het  Ic  lid  ? 

b.  Formules  voor  den  dubbelen  hoek.  Vervangt  men 
in  het  voorgaande  stel  formules  b  door  a,  zoo  vindt  men 
onmiddelijk : 

sin  2a  on  2  sin  acosa 

coa  2a  =  cos^  a  —  sin^  a  (=  1  —  2  sin^  a  =  2  cos^  a  —  1) 

(^>    ^  2tga 

iü  2a  =  z — -Y- 
1  — tg*a 
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cos  2a  kan  men  nl.  ook,  door  cos^^  a  te  vervangen  door 
i  —  sin^  a,  of  sin"^  a  door  1  —  cos^  a,  óf  geheel  in  sin.,  óf 
geheel  in  cos.  uitdrukken. 

Controleer  deze  formules  eens  door  van  60°  den  sin., 
COS.  en  tg.  te  berekenen  uit  de  zelfde  betrekkingen  van  30°. 

Vraagstukken, 

1.  Los  eens  op  de  vergelijking  siti^  xcos^  x=  ^/^q,  (Gebruik 
de  formule  voor  siji  2.x). 

m 

2.  En  ook  de  vergelijking  cos^x  —  5m*a?=Y»2^2.  (Ont- 
bind in  factoren,  en  gebruik  de  formule  voor  cos2x). 

3.  Los  op  sin^  x  -\-  cos*  x  =  ^/^,  (Verhef  sin^  x  -\-  cos'^  x  =  l 
in  het  vierkant). 

4.  Eveneens  sm^  x  +  cos^'  x  =  p,  (Deel  het  1^  lid  door 
sin^  X  +  cos"*-^  X  ;  enz.).  Welke  waarden  kan  j)  uiterlijk 
hebben  ? 

Denk  er  vooral  bij  al  deze  Vraagstukken  aan,  dat  alle 
waarden  <[  360^  worden  opgeschreven,  welke  aan  de  gegeven 
vergelijkingen  voldoen,  (zie  §  8). 

c.  Formules  voor  3a,  enz.  Er  bestaan  ook  formules  voor 
3a,  4a,  5a,  enz.,  maar  deze  hebben  alle  meer  theoretisch 
dan  praktisch  belang.  Toch  komen  de  formules  voor  3a  nog 
wel  eens  voor,  en  zullen  wij  die  in  de  eerste  plaats  afleiden. 
Schrijven  wij 

sin  3a  =  sin  (2a  -[-  a)  =  sin  2a  cos  a  -}-  cos  2a  sin  a, 

dan  vinden  wij,  lettende  op  de  boven  afgeleide  formules  voor 
sin  2a  en  cos  2a  : 

sin  3a  =  2  sin  a  cos^  «  +  (1  —  2  sin'^  a)  sin  a 

=r  2  sin  a  (1  —  sin^  a)  -|-  (1  —  2  si7i^  a)  sin  a  , 

derhalve  is 

sin  3a  =  8  «in  a  —  4  sin^  a. 

Op  geheel  de  zelfde  wijze  vindt  men : 

cos  Sa  =2  i  cos^  a  —  S  cosa. 

De  leerling  leide  nu  ook  eens  een  formule  af  voor  tg  3a. 
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Om  sin  4a  afteleiden,  schrijven  wg 

sin  4a  =  nn  2  X  2a  =  2  ^^^  2^  <i08  2a 


derhalve 


=z  Asinacosail  —  2  «in'  a), 

sin  4a  =  (XM  a  (4  «tn  a  —  8  sin^  a). 

Had  men  voor  cos  2a  geschreven  2  cos^  a  —  1,  dan  ware 
verkregen : 

sin  4a  =  «tn  ^  (8  cos^  a  —  i  cos  a). 

Leid  nu  eens  af  cos  4m  =  8  cos^  a  —  8  cos"^  a  +  1  of 
^1  —  8  sin^  a  -|-  8  sin^  a. 

Om  sin  5a  te  vinden,  schrijve  men  sin  (3a  -|-  2a).  Evenzoo 
voor  cos  5a.  De  leerling  werke  dit  verder  uit. 

Uit  het  volgende  overzicht  merkt  men  duidelijk  regel- 
matigheid op  in  de  coëfficiënten  der  verschillende  machten 
van  sin.  en  cos.  In  de  Hoogere  Algebra  worden  daarvoor 
algemeene  formules  afgeleid.  (Het  spreekt  van  zelf,  dat  de 
onderstaande  formules  niet  uit  het  hoofd  behoeven  te  worden 
gekend ;  alleen  komen  daarvoor  sin  Sa  en  cos  3a  in  aan- 
merking). 


sin  a  =  1  m  a 
sin  2a  =^  cos  a  (2  sin  a) 
sin  3a  =  3  sin  a  —  4  sin^  a) 
sin  Aa  =z  cos  a  (4  sin  a  —  8  sin^  a) 
sin  5a  =  5  «t72 a  —  20 sin^a  +  lösin^a 
sin  6a  =co«a(6«na— 32OTn^a+32Mn^a) 

enz. 

cos  a:=:  1  cos  a 
cos  2a '=,2  cos^  a  —  1 
eo«  3a  =:  4  cos^  a  —  S  cos  a 
co«  4a  =  8  co«*  a  —  8  cos^  a  +  1 
cos  ba  =  16  cos^a  —  20 cos^ a -^b cos a 
cos  6a  =32co«^a— 48co«*a+18co«*a— 1 


'=isina  (1) 

=  sin  a  (2  ccM  a) 

=  sin  a  (4  con^  a  —  1) 

=  sin  a  (8  cos^  a  —  4  co»  a) 

=  «tna(16  co«*a  —  \2cos^a-{-\) 

•=isinaH^2cos^aS2cos^a-\'6eosa) 

enz. 

=  cos  a  (1) 
=:  1  —  2  sin^  a 
=  co«  a  (1  —  4  sin^  a) 
=  1  —  8  «171*  a  -f-  8  «in*  a 
■=.co8a{\  —  12«in*a-f-16«wi*fl) 
=1-1 8«in«a+48«m*a-  S2siéa 

enz. 


enz. 

Let   men    alleen    op   de    formules  links  van  de  vertikale 
strepen,  zoo  ziet  men,  dat  men  cos  na  altijd  geheel  in  mach- 
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ten  van  cos.  kan  uitdrukken,  maar  sin  na  alleen  dan  geheel 
in  machten  van  sin.y  wanneer  n  oneven  is.  Is  n  even,  dan 
komt  er  altijd  een  factor  cosa  voor. 

Tevens  ziet  men  —  wat  wij  in  ^  8  (bl.  95 — 96)  reeds 
opmerkten  —  dat  sin  na  een  vorm  van  den  n®"  graad  is 
t.  o.  V.  sin  üy  en  evenzoo  cos  na  t.  o.  v.  cos  a.  (De  factor 
cosa=:^l  —  sin'^a  is  nl.  van  den  1*"  graad  t.  o.  v.  sina). 

Bij  sin  na  is  de  eerste  coëfficiënt  altijd  n,  de  laatste  2"""^ 
Bij  cos  na  is  de  eerste  coëfficiënt  =  2"""^ ;  terwijl  de  laatste 
=  n  is  bij  even  n,  en  =  1  bij  oneven  n.  (1  is  dan  de  laat- 
ste term). 

De  teekens  zijn,  zoowel  bij  smna  als  bij  cos  na  afwisse- 
lend 4"  öïi  — • 

Voor  sin  na  gelden  de  volgende  formules  (rechts  en  links 
van  de  streep),  welke  in  de  Hoogere  Algebra  worden 
bewezen. 

n    ,  n(n^ — 1)    .  \ 

sin  na'=  —  sin  a  — sivr  a  + 

1  1.2.3  ^ 

n(w«-l)(n2— 9)    .  , 
j ^fio  ^  —  etc.  (n  oneven) 

^        1.2.3.4.5  ^  ' 

in    .  w(n2— 4)    . 

jl  1.2.3  ^ 

7i(n-2— 4)(n^— 16)   .  ,  )  , 

-4 ,  ^  ^  ,  ^ sin^  a  —  etc.  >  (w  even) 

'  1.2.3.4.5  )  ^  ' 

l  n—2 

=  «n  a  J  2«— J  cos^^"^  a 2"— 3  cos^—^  a  + 

(n^3)(n-4)  ^  ^    P^°^^3 

+  ^ f- 2«~5  co,n-5  a  —  etc. 

^  1.2 

Voor  cos  na  geldt: 

n  n(w— 3) 

cosna=2^—^cos^a 2"'^5co«»~*aH ^2""~*co«*'— <a— 

1  1.2  i 

^        ^ ^ 2» -7co«»   6a  4- etc. 


[rechts] 
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-=  coaa  il — —  8tn^  a  -|- 

(n«— l)(n«— 9)    .  ^  i  , 

^  ^^ i^ 1  «i;i4  ^  _  etc.  }  (n  oneven) 

1.2.8.4  ^ 

n«     .  n«(n»-4)   . 

1.2  ^     1.2.3.4 


[links] 


w2(na_4(n2— 16)    . 


«i;i^  a  -|-  etc.  |  (n  even). 


1.2.3.4.5.6  '  )  ^  '       / 

Vergelijk  eens  de  coëfficiënten  van  sin  ha  met  die  van 
cos  5a,  zoowel  bij  de  formules  links  als  rechts  van  de  streep 
(zie  het  overzicht);  vergelijk  eveneens  de  coëfficiënten  van 
sin&a  en  cos  6a  links  van  de  streep  met  die  rechts  van 
de  streep.  Wat  volgt  daaruit  t.  o.  v.  der  algemeene  uitdruk- 
kingen voor  die  coëfficiënten?  (zie  de  formules). 

d.    Formules  voor  den  halven  hoek.    Uit  de  formules 
voor  cos  2a,  nl. 

co«  2a  =  1  —  2  sin^  a  ;       cos  2a  =  2  cos^  a  —  1, 

volgt  onmiddelijk : 

1  —  cos  2a  =  2  sin^  a  ;       1  -|-  ^^^  2a  =  2  cos^  a, 

of  wanneer    wij    2a  door  a  vervangen,  zoodat  a  door  '/^a 
moet  worden  vervangen,  ook 

1  —  co»  a  =  2  sin^  ^/s  öt  ;       1  -{-  cos  a=z2  cos^  Yj  a. 

Dit  zijn  belangrijke  formules,  welke  dikwijls  worden  gebruikt. 
Deeling  geeft : 

1  —  cos  a       (1  — •  cos  a)*  1  —  eos*^  a 

W  Vï a  =  7— j =  -j 2~^^=^  rTT ^' 

l  -\'  cosa         1  —  cos^  a  (1  -|-  oo»  ay 

naarmate  men  teller  en  noemer  met  1  —  cos  a,  dan  wel  met 
\J^  cosa  vermenigvuldigt. 

Door  worteltrekking  vindt  men  dan  verder : 

1  —  cos  a  sin  a 

tg  Vg  a  = : of     = 


sina  1  -\-  cosa 
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Bereken    door    middel    van  deze  formules  sin  15^,  cos  15^ 
en  tg  15®. 

Dat  — : =  ^  V2  ^  is,  kan  ook  aldus  worden  aangetoond. 

8in  a 

1  —  cos  a  2  sin^  ^g  a  sin^j^a 

— '* =  o  '  1/ rr~  —  — rj~  —  ^  /^  ^' 

sm  a  2  8in  y^  ^  ^*  Va  ^       ^*  72  ^ 

Immers  daar  sin  2a  =  2  sin  a  cos  a  is,  zoo  is  ook  si7i  a  = 
==  2  sin  V2  öf  C05  Va  ^' 


Het  zelfde  voere  de  leerling  uit  met 


8tn  a 


1  +  co«  a 
1  —  sin  a 

Wordt   gevraagd   te  herleiden  ,  dan  schrijft  men 

cosa 

daarvoor : 

^"Tor""!"^  =  ^  '•/«  (90--  a)  =  tg  (45»-  V,  «)• 
Sin  (90  —  a) 

cos  a 
Evenzoo  wanneer  gegeven  is 


1  -{-  sina 

Welke  formules  gelden  nu  voor  cot^/^aencoti^S'' — ^/^a)? 

Opmerking.  Hoewel  de  boven  afgeleide  formules  ons  in 
staat  stellen  bv.  uit  siji  30°  te  berekenen  sin  15°,  daaruit 
door  verdere  halveering  sin  1^1^ y  sin  33/^°,  enz.,  zoo  worden 
zij  toch  zeer  zelden  daartoe  aangewend,  en  ligt  hun  gebruik 
elders.  Voornamelijk  vinden  zij  toepassing  bij  de  herleiding 
van  goniometrische  en  algebraïsche  uitdrukkingen  van  allerlei 
aard,  zooals  wij  spoedig  zullen  zien. 

e.     Formules  voor  sin  p  ±  sin  q,  enz.  Van  veel  belang 
zijn  nog  de  volgende  formules. 

sin  p  -^^  sin  q  =.  2  sin  Ya  {p  4"  ?)  co*  V2  (P  —  ?) 
sin  p  —  sinq  =z  2  cos  ^/^  {p  +  ?)  ^in  V2  (P  —  ?) 
cos  p  -\-  cos  q  z=i  2  cos  Yg  (p  +  ?)  ^*  V2  (P  —  ?) 
cos  p  —  cos  q'=z2  sin  ^9  {p  +  q)  ««  V2  (?  — P)* 

Men  leidt  ze  af  door  optelling  en  aftrekking  der  for- 
mules voor  sin  {a  +  b)  en  sin  {a  —  6),  alsmede  van  die  voor 
cosia-^-b)  en  cos{a  —  b).  Stelt  men  dan  a4-é=p  en 
a  —  b  =  q,    dan    wordt  a  =  Va  (p  +  j)  ^^  ^  =  V2  (p  —  ?)• 
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Zij  in  de  derde  plaats  gevraagd  op  te  lossen  de  vergelijking 
tg x  =  V^S,    Wij  vinden : 

.V  =  60°  en  240°  (^  180°  +  60°). 

De  leerling  losse  nu  de  volgende  vergelijkingen  op: 
cosx=^^l^  'y       cosx^=  —  V^^ 3  ;       tg x=^  —  1  ; 
cotx=^^l:^i^Z  ;       cotx  =  — 1^3. 

Welke  twee  w^aarden  voldoen  aan  sin  o?  =  —  1  ?  En  aan 
cos  o?  =  1  ?  En  welke  aan  sin  a?  =  O?  En  eindelijk  aan 
cos  x-=-  —  1  ? 

Heeft  p  niet  meer  een  waarde,  waaruit  men  volgens  ^4 
onmiddelijk  den  bijbehoorenden  hoek  kan  bepalen,  dan  moet 
men  zijn  toevlucht  nemen  tot  tafels,  waarvan  de  inrichting 
in  de  volgende  paragraaf  zal  worden  uiteengezet. 

Zoo  zal  men  bv.  uit  sin  x  =  V3  de  waarde  van  x  niet 
meer   zonder    hulp  van  een  dergelijke  tafel  kunnen  vinden. 

Lossen  wij  echter  eerst  nog  eenige  goniometrische  verge- 
lijkingen van  hoogeren  gr^aad  op. 

Is  bv.  gegeven  sin^  x  =  Vg ,  dan  zal  men  blijkbaai*  hebben : 

sin  X  ■=.  ±  1/2  V^  2, 

waaruit  volgt  .r  =  45°,  135^  225°  en  31 5^ 

De  hoek  moet  nu  in  alle  vier  kwadranten  worden  genomen. 
Het  zelfde  geldt  voor  een  vergelijking  als  sin  2x  =  Va-  (Wij 

zullen  spoedig  zien,  dat  ook  deze  van  den  tweeden  graad  is 
t.  o.  v.  x).  De  oplossing  geeft  vooreerst : 

2x  =  30°  en  150°. 

Maar  aangezien  wij  door  2  moeten  deelen,  om  x  te  vinden, 
zoo  zal  men  nu  ook  nog  moeten  opschrijven  de  beide  waar- 
den, die  360°  grooter  zijn  dan  de  zooeven  gevondene.  Wij 
krijgen  dan  : 

2x  =  30°  en  150°  30^  +  360°  en  150^  -f  360° 

195°  en  255° . 

Zoodoende  komen  er  weer  vier  waarden  <^  360°,  Avelke 
aan    de   gegeven    vergelijking    voldoen.    (Hadden  wij  bij  2a? 


.1'  =  15°  en  75° 
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nogmaals  360""  opgeteld,  zoo  zouden  wij,  na  deeling  door  2, 
gekregen  hebben  15°  +  360°  en  75°  +  360°,  d.w.z.  de  reeds 
gevonden  waai'den  hebben  teruggekregen.  Enz.). 

Geeft  de  vergelijking  sin  2x  =  p  vier  waarden,  welke  aan 
.V  voldoen,  de  vergelijking  sin  3x  =  p  zal  zes  waarden  ople- 
veren. (Wij  zullen  later  zien,  dat  deze  van  den  derden 
graad  is  t.  o.  v.  .r).  Immers  de  oplossing  van  bv. 

sin  Sos  =  72  ^  3 
geeft : 


3^  =  60°  en  120° 
X  =  20°  en  40° 


id.  +  720° 
260°  en  280°. 


id.  +  360° 

140°  en  160° 

(Hadden  wij  nogmaals  360°  opgeteld,  zoo  had  men  na 
deeling  door  3  gekregen  20°  +  360°  en  40°  +  360^  alzoo 
de  eerste  twee  waarden  terug). 

Bij  2x  moet  men  dus  éen  keer  360°  optellen ;  bij  3a?  twee 
keer ;  bij  me  derhalve  n  —  1  keer,  zoodat  in  het  algemeen 
aan    de  vergelijking  sin  nx  =  p  zullen  voldoen  2n  waarden. 

Men  gelieve  hierop  in  liet  vervolg  altijd  te  letten. 
Ter  oefening  dienen  de  volgende  vergelijkingen. 

sin  2a)  =  —  V2  ^  2  ;     cos  3^?  =  1  ;     tg  5x  =  —  V^  3. 

9.  Tafels  van  goniometrisohe  betrekkingen.  Ook  hier 
zullen  wij,  evenals  bij  de  bespreking  der  gewone  logarithmen- 
tafels,  kort  zijn,  daar  de  inrichting  der  thans  te  behandelen 
tafels  het  best  uit  een  oplettende  beschouwing  duidelijk 
wordt.  (Zie  de  Noot  op  blz.  60). 

Daar  met  de  goniometrische  betrekkingen  dikwijls  allerlei 
bewerkingen  moeten  worden  uitgevoeixl,  zoo  zijn  daarvan  de 
logarithmen,  meest  in  5  decimalen  nauwkeurig,  opgegeven. 
Een  korte  tafel,  waarin  niet  de  log.,  maar  de  sin.,  cos.,  tg., 
en  cot.  zelf  zijn  opgegeven  (van  graad  tot  graad,  of  van  10' 
tot  10'),  vindt  men  meestal  aan  het  eind  der  z.g.  logarithvien- 
sinustafeh 

Deze  laatste  geeft  naast  elkaar  log  sin.,  log  tg.,  log  cot.  en 
log  cos.  Bij  tafels  met  5  decimalen  meestal  van  minuut  tot 
minuut.    Onderdeelen    van   minuten  moeten  worden  geïnter- 
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poleerd.  Daartoe  zijn  achter  log  sin.  en  log  cos.  de  vei-schillen 
(onder  D.  =  différences),  en  tusschen  log  tg.  en  log  cot.  de 
gemeenschappelijke  verschillen  (onder  D.  C.  =  différences  com- 
miinales)  opgegeven.  Daar  nl.  cota  =  ^/tga,  zoo  is  log  cot  a  = 
=  —  log  tg  a,  en  zullen  de  toenamen  van  log  tg.  gelijk  zijn 
aan  de  afnamen  van  log  cot. 

Men  moet  er  hier  bijzonder  op  letten,  dat  niet  als  bij  de 
gew^one  log.tafel  de  log.  altijd  toenemend  zijn :  log  sin.  en 
log  tg.  nemen  toe  tusschen  0^  en  90®,  maar  log  cos.  en  log  cot. 
nemen  gestadig  af.  Hiermede  zich  dus  nooit  vergissen. 

Dan  nog  dit.  De  tafels  loopen  eigenlijk  maar  door  tot  45°. 
Want  daar  bv.  sin  60"*  =  cos  30°  is,  zoo  zullen  de  log.  der 
goniometrische  betrekkingen  van  hoeken  >  45®  tot  aan  90^ 
toe  gevonden  worden,  door  aan  den  i^echterkant  der  tafel 
de  hoeken  aantegeven,  die  het  complement  zijn  van  die, 
M^elke  aan  de  linkerzijde  staan.  Zet  men  nu  onder  aan  de 
bladzijde  log  sin.  in  de  kolom,  waar  boven  aan  de  bladzijde 
log  COS.  staat ;  evenzoo  log  tg.,  waar  bovenaan  log  cot.  staat ; 
enz.,  zoo  heeft  men  dus  voorbij  45°  eenvoudig  de  tafel  in 
teruggaande  richting  te  doorloopen.  Voor  hoeken  <[45^ 
zoekt  men  dus  in  de  tafel  van  boven  naar  beneden,  en 
staan  de  hoeken  links ;  voor  hoeken  ]>  45°  zoekt  men  van 
beneden  naar  boven,  en  staan  de  hoeken  rechts. 

Daar  de  sin.  altijd  <^  1  is,  zoo  is  log.  sin.  altijd  negatief 
Derhalve  zal  de  wijzer  bv.  7  (—10),  8  (—10),  9  (—10) 
zijn.  Daarvan  is  dan  altijd,  om  herhaling  te  voorkomen, 
— 10  weggelaten.  De  gebruiker  der  tafel  voege  die  er  dus 
steeds  weer  achter.    Evenzoo  bij  log.  cos. 

En  daar  tg.  <[  1  is  voor  hoeken  <[  45°,  en  >  1  voor 
hoeken  >  45°,  zoo  zal  log.  tg.  negatief  zijn  beneden  45°  en 
2)0sitief  boven  45^.  In  het  eerste  geval  schrijft  men  van  den 
negatieven  wijzer  weer  alleen  het  positieve  gedeelte  met  weg- 
lating van  —  10.  Maai'  ook  in  het  tweede  geval  herleidt  men 
den  wijzer,  bv.  1,  tot  den  vorm  11  ( —  10),  en  laat  wederom 
— 10  weg.  Voor  cot.  geldt  juist  het  omgekeerde. 

Deze  handelwijze  bevordert  de  gelijkmatigheid,  zoodat  overal 
nog  — 10  is  bij  te  voegen. 
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Teneinde    zich    nu    beter   in    de    logsin.tafel    te    kunnen 
orienteeren,  noteeren  wij  de  volgende  grenswaarden. 


sin    0°  =  0 
«in  45°  =  1/2^^2 
90^  =  1 


8tn 


00 


tg   0^=0 
«<7  90°=oo 


log=z  —  00 
%  =  10(— 10) 
log=z+co 


log—  - 

fo^  =  9,84949  (—10) 

Zo^  =  10(-10) 

Voor  COS.  en  cot.  geldt  het  omgekeerde  {cosQP  =  sin  90^,  enz.) 
Een  paar  Voorbeelden  moge  het  gebruik  der  tafel  toelichten. 
Zij  gevraagd  log  sin  24°  13'  25".  In  de  tafel  vindt  men : 

log  sin  24°  13'  =  9,61298  (— 10). 

Het  verechil  met  de  volgende  log.  is  28  (eenheden  der 
laatste  decimaal).  Hiervan  neme  men  dus  ^Vco  =  7i2>  h^t" 
geen  ^Vs  =  H Va  geeft,  waarvoor  men  1 2  neemt.  De  gezochte 
log.  is  dus  =  9,61310  (— 10). 

In    de  tweede  plaats  zij  gevraagd  log  cot  58°  47'  44".   Men 

vindt  in  de  tafel  (van  beneden  naar  boven  zoeken,  de  hoeken 
staan  nu  rechts): 

log  cot  58°  47'  =  9,78249  (— 10). 

Het  verschil  met  de  volgende  log.  (naar  boven)  is  29. 
Hiei^van  moet  nu  genomen  worden  *Vöo  =  ^Vis»  gevende 
3i9/j5  =  21.  Dit  verschil  nu  van  de  reeds  gezochte  log. 
aftrekkende,  vindt  men  9,78228  (— 10). 

Wij  kunnen  nu  ook  goniometrische  vergelijkingen  oplossen 
als  bv.  (zie  §8) 

sin  X  =  Vs- 

Hieruit  voJgt : 
log  sin  x  =  -  log^  =  —  0,47712  =  9,52288  (—  10), 
hetgeen    men    door    middel    van    de  gewone  log.tafel  vindt. 
Alsnu  hebben  wij  x  te  bepalen  uit 

log  sin  x  =  9,52288  (— 10). 

In  de  log  sin.  tafel  vindt  men  bij  9,52278  (— 10)  x  =  19°  28'. 
Het  verschil  met  de  volgende  log.  is  36,  terwijl  het  verschil 
met  de  gegeven  log.  =  10  is.  Wij  hebben  derhalve  nog  toe 
te  voegen  ^%^q  X  60"  —  ^^/g"  =  17",  zoodat  wij  vinden : 

7 
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X  =  19^  28'  17". 

Aan  de  vergelijking  voldoet  behalve  deze  waarde  ook  nog 
^m'  —  x,  derhalve  160^ 31' 43".  (zie  §  8). 
Lossen  wij  nog  ten  slotte  op  de  vergelijking 

cos  2x  =  0,6. 

Door  de  gewone  log.tafel  vinden  wij : 

'log  cos  2x  —  9,77815  (— 10). 

Wij  weten  dus  reeds  (zie  het  bovenstaande  overzicht),  dat 
2x  ]>  45**  is.  Zoeken  wij  dus  van  beneden  naar  boven,  zoo 
vinden  wij  spoedig  bij  9,77829  (— 10)  2x  =  53^  7'.  (Denk 
er  nl.  aan,  dat  wij  nu,  aangezien  log  cos.  afneemt,  de  naast 
hoogere  log.  moeten  opzoeken).  Het  verschil  (naar  boven)  is 
17,  terwijl  het  verschil  met  de  gegeven  log.  =  14  is.  Bij  de 
reeds  gezochte  waarde  van  den  hoek  moet  dus  nog  gevoegd 
worden  ^7i7  X  60"  =  49",  zoodat  wij  voor  2x  vinden  : 

2x  =  53°  T  49". 

Behalve  deze  waarde  voldoen  nu  ook  nog  (zie  $  8)  360° — 2x, 
en  de  met  360°  vermeerderde  waarden  van  deze  beide  hoeken, 
zoodat  men  tenslotte  verkrijgt : 


2^  =  53°  7' 49"  ,  306°  52' 11" 
X  =  26°  33'  55"  ,  153°  26'  5" 


id.  +360^ 

206°  33'  55"  ,  333°  26'  5". 


Daar  49"  iets  te  klein  was,  zoo  is  voor  de  helft  daarvan 
genomen  25",  en  daar  11"  dus  iets  te  groot  is,  zoo  hebben 
wij  voor  de  helft  daarvan  genomen  5". 

De  leerling  kan  zich  nu  verder  met  dergelijke  opgaven 
zelf  oefenen  in  het  gebruik  der  log  sin. tafel. 

Het  zal  hem  dan  wellicht  opvallen,  dat  er  plaatsen  zijn  in 
de  tafel,  waar  de  verschillen  zoo  groot  zijn,  dat  van  behoorlijk 
interpoleeren  geen  sprake  meer  kan  zijn.  D.w.z.  de  kromme, 
die  log  sin.  of  log  tg.  aangeeft,  wijkt  bij  de  daarmede  over- 
eenstemmende hoeken  te  ver  van  de  rechte  lijn  af,  welke  twee 
punten  verbindt,  die  1'  verschillen,  dan  dat  lineaire  interpolatie 
een    nauwkeurige    uitkomst  zou  kunnen  geven.  Men  is  dan 
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aangewezen  op  het  gebruik  van  het  z.g.  hulptafeltje,  dat  men 
vindt  onder  het  hoofd 

log  sin  al*  '=,log  a  -{-  S, 
log  tg  a"  zizloga  -{-  T. 

Bij  log  sin.  vindt  men  nl.  die  onnauwkeurige  plaatsen  dicht 
bij  0^,  daar  log  sin  0^  =  —  od  wordt ;  bij  log  tg.  dicht  bij 
O*  en  90^,  waar  log  tg>  resp.  =  —  od  en  -f-  oo  wordt.  Zoo  is 
bv.  log  sin  0^  20'  =  7,76475  (— 10),  terwijl  log  sin  0°  21'  reeds 
=  7,78594  (— 10)  is.  Een  verschil  derhalve  van  2119  (een- 
heden der  1.  d.).  Dit  is  natuurlijk  dichter  bij  O®  nog  veel 
erger.  Men  vindt  daar  verschillen  tot  ruim  30000  en  oo  toe. 
Tot  circa  2®,  waai*  de  verschillen  ongeveer  360  worden, 
blijven  deze  te  groot  voor  lineaire  interpolatie.  Het  zelfde 
geldt  voor  logcot.  in  de  nabijheid  van  0^  en  90^,  en  voor 
log  cos.  dicht  bij  90^.  Maar  daar  wij  cot.  en  cos.  altijd  tot 
tg.  en  sin.  kunnen  herleiden,  door  het  complement  van 
den  hoek  te  nemen,  en  wij  verder  log  tg  90°  kunnen  ver- 
vangen door  log  cot  0°  =  log  ^/ig  o«>  =  —  log  tg  0^,  zoo  hebben 
wij  alleen  hulptafeltjes  te  maken  voor  log  sin.  en  log  tg.  in 
de  nabijheid  van  O®. 

De  figuur  (zie  fig.  6  en  9)  leert  dan  onmiddelijk,  dat  sin. 
en  tg.  in  dit,  geval  nagenoeg  evenredig  zijn  met  de  hoeken ; 
alleen  neemt  de  sin.  iets  minder  snel  toe  dan  de  hoek,  de 
tg.  iets  sneller. 

Wij  kunnen  dus  schrijven  (de  hoek  uitgedrukt  in  seconden) : 

sin  a"  =  a  {sin  1"  —  ö) 
tga"  =  a{tgr+(r). 

Derhalve  is 

log  sin  a"  =:log  a  -{'  S  ;     log  tg  o"  z=zlog  a  -\-  T, 

wanneer  wij  log  (sin  1"  —  d)  =  S  en  log  {tg  1"  -[-  cf' )  =  T 
noemen.  Deze  waarden  van  S  en  T,  die  evenals  cf end' met 
de  grootte  van  den  hoek  veranderen,  vindt  men  nu  in  het 
hulptafeltje  van  10'  tot  10'  aangegeven,  (wederom  met  weg- 
lating van  — 10).  S  neemt  natuurlijk  gestadig  af,  terwijl  T 
gedurig  toeneemt,  en  sterker  dan  S  afneemt,  (waarom  ?). 

7* 
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Ziehier  aan  een  enkel  voorbeeld  verklaard,  hoe  men  ii. 
de  zeldzame  gevallen,  waarin  het  voorkomt,  met  het  tafeltje 
werkt. 

Zij  in  de  eerste  plaats  gevraagd  te  bepalen 

log  sin  0^  39'  11"  =  hg  dn  2351", 

zoo  zoeke  men  in  de  gewone  log.tafel  op  log  2351,  waarvoor 
men  vindt  3,37125.  Voor  S  vindt  men  in  het  hulptafeltje 
(bij  (f  40')  4,68557  (— 10).  Derhalve  is 

log  sin  O""  39'  11"  =  8,05682  (—  10). 

Had    men    in    de  gewone  logsin.tafel  opgezocht,  dan  zou 

men  gevonden  hebben  (verschil  =  1100)  8,05680.  Het  verschil 

* 

is  niet  groot,  maar  zou  grooter  geweest  zijn,  wanneer  de  hoek 
nog  dichter  bij  0°  had  gelegen. 

Zij  in  de  tweede  plaats  gevraagd  w  te  bepalen  uit 

logtga  =  7,55981  (—  10). 

Men  vindt  in  de  gewone  logtg.tafel,  dat  de  hoek  in  de 
buurt  van  0°  12'  ligt.  T  is  dus  te  bepalen  bij  O'  10',  en  is 
daar  =  4,68558  ( — 10).  Dit  nu  aftrekkende  van  de  gegeven 
log  tg.,  zoo  vindt  men  log  x"  =  2,87423,  waaruit  met  de 
gewone  log.tafel  gevonden  wordt  a:=748",6=:749"=12'29". 

Door  in  de  gewone  log  tg. tafel  op  te  zoeken,  zou  men  even- 
eens gevonden  hebben  (verschil  =  3476)  12'  29".  Ook  hier 
had  men  dus  het  hulptafeltje  kunnen  ontberen,  en  zou  men 
het  nut  ervan  beter  hebben  ingezien  bij  nog  kleinere  hoeken. 

In  elk  geval  moet  men  niet  vergeten,  dat  het  hulptafeltje 
zeker  minstens  even  vlug  werkt  als  het  uitrekenen  van  de 
evenredige  deelen,  wanneer  de  verschillen  zoo  groot  worden. 
Maar   nog   eens,    het   geval  doet  zich  uiterst  zeldzaam  voor. 

Wij  laten  hier  ten  slotte  een  overzicht  volgen  van  de 
verschillen y  die  bij  0°,  45°  en  90^  in  de  tafel  voorkomen. 

I    log  sin.  1  log  cos.   1    log  tg.    1    log  cot. 


0° 

00 

0 

00 

00 

45° 

12,6 

12,6 

25,2 

25,2 

90° 

0 

—  00 

00 

—  00 
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Ook  deze  verschillen  zou  men  bij  eiken  willekeurigen 
hoek  kunnen  berekenen  uit  de  reeksen,  die  wij  spoedig 
voor  sin.  en  cos.  zullen  afleiden. 

De  goniometrische  betrekkingen  worden  nl.,  evenals  de 
logarithmen  der  getallen  (zie  2®  Les,  ^  6),  door  middel  van 
convergeerende  reeksen  berekend.  Van  die  aldus  berekende 
waarden  kunnen  dan  de  log.  worden  genomen.  Men  heeft 
evenwel  ook  reeksen  afgeleid,  die  onmiddelijk  log  sin.,  enz. 
geven. 

Vroeger  moest  men  zich  behelpen  met  zeer  omslachtige 
berekeningen,  die  slechts  uiterst  langzaam  tot  het  doel  voer- 
den. Toch  werden  reeds  zeer  vroeg  sin. tafels  samengesteld, 
of  liever  koordejiieLfelSy  zooals  men  ze  destijds  noemde,  (van- 
waar die  benaming?).  Zoo  deelde  Ptolkmap.üs  (140  n.  Chr.) 
een  reeds  vroeger  voor  astronomische  doeleinden  geconstrueerde 
koordentafel,  benevens  een  eenvoudige  methode  deze  samen 
te  stellen,  mede. 

lO.  Betrekkingen    tusschen   de   goniometrische   verhou- 
dingen van  twee  en  meer  hoeken. 

a.  Formules  voor  a  it  b.  Voor  den  sinus  van  de  som 
van  twee  hoeken  a  en  6  heeft  men  de  volgende  formule 
(het  zoogenaamde  additietheorema) : 

sin  (a  -\-  b)  =:  sin  a  cos  b  -{'  cos  a  sin  b.     .     .     .     (a) 

Dit   is    de  grondformule,  waaruit  alle 

anderen   zijn  afteleiden.    Men  kan  haar, 

r     wanneer   a   en   6   beide   <[  90^  zijn,  op 

de    volgende    manier    bewijzen.    Zij    in 

fig.14  ^BOC=^aenZJ'OB  =  ^b. 

Worden    dan    uit    een    willekeurig  punt 

^  ^*'  van  het  tweede  been  van  /^  b  loodlijnen 

PA  en  PB  neergelaten  op  de  beide  beenen  van  /^  a;  voorts 

de   loodlijnen   -BC  en   BD  getrokken,  dan  is  /^P^=^  /_(ii 

en  hebben  wij : 


J3 
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w     1   M      ^^      BC      PD 
9in  (a  +  6)  =  — —  = 

^    ^    ^        OP       OP^  OP 

_BC      OB      PD      PB 
~OB^OP'^PB'^'OP 

:=^8inaco8b-\-c(>8a8inb  , 

wat  wij  moesten  bewijzen. 

Ook    uit    de    Stelling    van    Ptolemaeüs    kan   de  formule, 

wanneer  a  en  J  beide  <[  90®  zijn, 
gemakkelijk  worden  afgeleid. 
Immers,  trekt  men  uit  het  uit- 
einde P  van  een  middellijn  PQ 
de  koorden  PA  en  PB,  die  de 
bogen  2a  en  2b  onderspannen, 
en  verbindt  voorts  ^  en  jB  met 
Fij,  15.  Qy  dan  is  (zie  fig.  15) 

ABXPQ=PAXBQ  +  PBXAQ. 

Maar  volgens  het  in  ^4  geleerde  is 

AB  =  koorde  2{a-^b)  =  2R  dn  {a  +  b) 

PA  =  koorde  2a  =  2R  sin  a 

PB  —  koorde  26  =  2R8inb 

AQ  =  koorde  (ISO^*  —  2a)  =  272  sin  (90**  —  a)  =  222  aw  a 

BQ  =  koorde  (180°  —  26)  =  272  sin  (90"  —  6)  =  2i2  cos  b. 

Substitutie  van  deze  waarden  en  van  PQ  =  272  geeft 
derhalve : 

2Rsin  (a  +  6)  X  272  =  272 sin  a  X  272  co«  6  +  272 co«a  X  272««6, 

waaruit  na  deel  ing  van  beide  leden  door  4i?*  de  gestelde 
betrekking  onmiddelijk  voortvloeit. 

De  formule  is  nu  bewezen  voor  waarden  van  a  en  6  <^  90\ 
Maar  het  is  gemakkelijk  in  te  zien,  dat  zij  evenzeer  zal 
gelden  voor  willekeurige  waarden  van  a  en  b. 

Vooreerst  kan  men  dit  uit  de  figuur  aantoonen,  door  in 
fig.  14  a  en  6  geheel  willekeurig  te  nemen  (voer  dit  eens 
uit,  wanneer  het  tweede  been  van  ^a  in  het  2®  kwadrant 


ligt,  en  het  2^  been  van  ^b  in  het  4® ;  enz.),  maar  ook 
algebraïsch. 

Zij  bv.  a  =  180°  —  a'  en  h  =  360°  —  J',  waarin  nu  a' 
en    i'    beide   <  90°  zijn,  dan  is  öe  +  6  =  540**  —  (a'  +  J')- 

Wij  zouden  derhalve  hebben  : 

sin  {540"  —  (a'  +  6')  j  =  «n  (180°  —  a!)  cos  (360"  —  6')  + 

+  cos  (180"  —  a')  «n  (360"  —  ft'), 

of   sin  {180"  -  (a'  +  b')}  =  ^n  a'  cos  b'  ^  {— cos  a')  {—  sin  b% 

dus  sin  {a'  +  ft')  =  sin  cd  cos  ft'  +  cos  c!  sin  ft'. 

En  dit  is  boven  bewezen,  daar  a'  en  ft'  <[  90"  zijn.  Der- 
halve geldt  de  betrekking  ook  voor  de  gegeven  waarden 
van  a  en  ft.  Enz.  Enz. 

Vervangt  men  nu  ft  door  360''  —  ft  of,  wat  het  zelfde  is, 
door  —  ft,  zoo  komt  er : 

sin  (a  —  ft)  =  sin  a  cos  ( —  b)  -\-  cos  a  sin  ( —  ft), 
d.w.z.  sin  {a  —  ft)  =  sin  acosb  —  cos  asinb  .     .      .     .     (ft) 

Wordt  ft  vervangen  door  90'  -f-  ft,  dan  verkrijgen  wij  : 
sin  {a  +  90°  +  ft)  =  sin  a  cos  (90°  ^  b)  +  cos  a  sin  (90°  +  ft), 
of  cos  (a  -\-  b)  z=  sin  a  { —  sin  ft)  -f-  cos  a  cos  ft, 

derhalve  cos  (a  -{-  b)  =.  cosa  cos  b  --  sinasinb  ,     ,     .     .     (c) 

Vervangt  men  nu  hierin  weder  ft  door  — ft,  dan  ontstaat: 

cos(a  —  ft)  =z  cos  a  cos  ( —  ft)  —  sin  asin{ —  ft), 
d.w.z.  cos  {a  —  b)  =::  cos  a  cos  b  -\-  sin  a  sin  b ,     .     .     .     (d) 

Ook  uit  de  figuur  had  men  de  formules  (ft),  (c)  en  (d) 
i*echtstreeks  kunnen  afleiden,  (laat  dit  eens  zien).  En  dat  ook 
deze  laatsten  gelden  voor  willekeurige  waarden  der  beide 
hoeken,  volgt  èn  uit  de  figuur,  èn  uit  hunne  afleiding  uit 
de  formule  (a),  welke  formule  voor  alle  mogelijke  waarden 
der  hoeken  geldt.  . 

Het  zelfde  geldt  ook  voor  alle  formules,  die  wij  in  het 
vervolg  zullen  afleiden. 

Deelt  men  sin  {a  ^  ft)  door  cos  {a  ±  ft),  dan  verkrijgen  wij  : 
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sin  acosb  db  C08  asinb 
tg  (a  =t  6)  = ; — , 

cos  a  cos  b  =p  sin  a  sin  b 

of  teller  en  noemer  der  laatste  breuk  deelende  door  cosa  cosb: 

tg{a±b)=- . 

1  z^  tg  atg  b 

Zet  men  hierin  a  =  45'',  en  vervangen  w^ij  b  door  a,  zoo 
vinden  wij  nog : 

<^(45«±a)  =  - -•^. 

\  zjf.  tg  a 

Deze  laatste  formule  leert,  dat  tg  (45*'  -f-  ^t)  het  omgekeerde 
is  van  ^^(45""  —  d).  Maar  dit  is  evident,  want  /^  (45^^ -f- a)  = 
=  co/  (45^  —  a)  =  l'.tg  (45°  —  a). 

Vatten  wij  de  tot  nu  toe  gevonden  formules  samen,  zoo 
hebben  wij  dus  het  volgende  stel. 

sin  {a  ±  b)  ■=.  sin  a  cosb  db  cos  a  sin  b 
cos  (a  db  b)  •=.  cos  a  cos  b  i^  sin  a  sin  b 

tg  a  ±  tg  b 


(a)    /   tg{a±b)z= 


1  zp  tg  atg  b 
1  zh  tg  a 


tg{45^dza)  = 

l^tga 

Bereken  nu  eens  door  middel  van  deze  formules : 
«tVi75^    «nl5°,    co«  75°,    cos  15%    «^75%    «^15^ 

Wat  kunt  ge  schrijven  voor  /^46°?  En  voor  *9f40^? 

Laat  eens  zien,  dat  cos  {a  —  6)  =  cos  {b  —  a)  is ;  dat  dus 
werkelijk  cos  ( — p)  =  cosp. 

Waarom  zou  bij  cos  (a  db  b)  het  teeken  in  het  2«  lid  het 
tegengestelde  zijn  van  dat  in  het  Ie  lid  ? 

b.  Formules  voor  den  dubbelen  hoek.  Vervangt  men 
in  het  voorgaande  stel  formules  b  door  a,  zoo  vindt  men 
onmiddelijk : 

sin  2ci  =  2  sin  acosa 

cos  2a  =  cos*  a  —  sin^  a  (==  1  —  2  «n*  a  =  2  cos^  a  —  1) 

2tga 

tg  2a  ■= r-. 


(b) 
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cos  2a  kan  men  nl.  ook,  door  cos"^  a  te  vervangen  door 
1  —  sin^  a,  of  sin!^  a  door  1  —  cos'^  a,  óf  geheel  in  sin.,  óf 
geheel  in  cos.  uitdrukken. 

Controleer  deze  formules  eens  door  van  60**  den  sin., 
COS.  en  tg.  te  berekenen  uit  de  zelfde  betrekkingen  van  30°. 

Vraag stuhhen. 

1.  Los  eens  op  de  vergelijking  sin^xcos^x=i  Vic-  (Gebruik 
de  formule  voor  sin  2,r). 

2.  En  ook  de  vergelijking  cos^  x  —  ^m*  a?  =  Y^  l^  2.  (Ont- 
bind in  factoren,  en  gebruik  de  formule  voor  cos2*t). 

3.  Los  op  sin^  x  -f-  cos^  ^  =  ^/g.  (Verhef  sin^  x  -f-  cos'*-  .r  =  1 
in  het  vierkant). 

4.  Eveneens  sin^  x  -f-  cos^'  x  =  i),  (Deel  het  1^  lid  door 
dn^  X  +  cos"*^  X  'y  enz.).  Welke  waarden  kan  p  uiterlijk 
hebben  ? 

Denk  er  vooral  bij  al  deze  Vraagstukken  aan,  dat  alle 
waarden  <]  360^  worden  opgeschreven,  welke  aan  de  gegeven 
vergelijkingen  voldoen,  (zie  ^  8). 

c.  Formules  voor  3a,  enz.  Er  bestaan  ook  formules  voor 
3a,  4a,  5a,  enz.,  maar  deze  hebben  alle  meer  theoretisch 
dan  praktisch  belang.  Toch  komen  de  formules  voor  3a  nog 
wel  eens  voor,  en  zullen  wij  die  in  de  eerste  plaats  afleiden. 
Schrijven  wij 

sin  3a  =  sin  (2a  -\-  a)  :=.  /dn  2a  cos  a  -f-  cos  2a  sin  a, 

dan  vinden  wij,  lettende  op  de  boven  afgeleide  formules  voor 
siii  2a  en  cos  2a  : 

«in  Ba  =  2  sin  a  cos^  ^  -j-  (1  —  2  sin'^  a)  sin  a 

z=  2  sina{l  —  sin^  a)  -{-  {1  —  2  shi^  a)  sin  a  , 

derhalve  is 

sin  3a  1=  3  sin  a  —  4  sin^  a. 

Op  geheel  de  zelfde  wijze  vindt  men : 

co«  3a  ==  4  cos^  a  —  Scosa» 

De  leerling  leide  nu  ook  eens  een  formule  af  voor  tg  Sa. 


loe 


Om  sin  4a  afteleiden,  schrijven  wij 

sin  4a  =  ^n  2  X  2a  =  2  sin  2a  cos  2a 


derhalve 


z=:  4sinacosa{l  —  2  sin^  a), 

mn  4a  =  co<  a  (4  m  a  —  8  sin^  a). 

Had  men  voor  cos  2a  geschreven  2cos^a  —  1,  dan  ware 
verkregen : 

sin  ^az=  sinn  (8  cos^  a  —  4  ca^  a). 

Leid    nu    eens    af  cos  4a  =  S  cos^  a  —  8  cos'^  a  +  1    of 

=  1  —  8  sin^  a  4"  ö  ^^*  ^• 

Om  sin  5a  te  vinden,  schrijve  men  sin  (3a  +  2a).  Evenzoo 
voor  cos  5a.  De  leerling  werke  dit  verder  uit. 

Uit  het  volgende  overzicht  merkt  men  duidelijk  r^;el- 
matigheid  op  in  de  coëfficiënten  der  verschillende  machten 
van  sin.  en  cos.  In  de  Hoogere  Algebra  worden  daarvoor 
algemeene  formules  afgeleid.  (Het  spreekt  van  zelf,  dat  de 
onderstaande  formules  niet  uit  het  hoofd  behoeven  te  worden 
gekend ;  alleen  komen  daarvoor  sin  3a  en  cos  3a  in  aan- 
merking). 


sina:=  1  sina 
sin  2a:=z  cos  a  (2  sin  a) 
sin  Sa  =  3  sin  a  —  4  sin^  a) 
sin  4a  =  cos  a  (4  sin  a  —  8  sin^  a) 
sin  5a  =  5  sin  a  —  20sin^a  -|-  IQsin^a 
sin  6a  z=:cosa{6sinaS2sin^a+S2sin^a) 

enz. 

cos  a:=:l  cosa 
cos  2a '=z  2  cos^  a  —  1 
ca9  3a  =  4  cos^  a  —  S  cos  a 
cos  4a=i  S  cos^  a  —  8  cos^  a  +  1 
cos  ba  zrz  XQcos^a  —  20cos^a-\-hcosa 
cos  6a  =32co«^a— 48co«*a+18co«^a— 1 


=  sin  a  (1) 

=  sin  a{^cosa) 

=  sin  a  (4  co^  a  —  1) 

=  sin  a  (8  cos^  a  —  4  ca«  a) 

=  «in  a  (1 6  cos^a  — 12  cos^a'\'  1) 

=r«na(32co«^a— 32c(w^a+6«Ma) 

enz. 

=  c(wa(l) 
=  1  —  2  sin^  a 
=  CM  a  (1  —  4  sin^  a) 
=  1  —  8  sin^  a  +  8  «n*  a 
=  C05  a  (1 — 12  sin^a  -|-  1 6  sin^a) 
=1-1 8«n«a448«m*a-  32«n«a 

enz. 


enz. 

Let   men    alleen   op    de    formules  links  van  de  vertikale 
strepen^  zoo  ziet  men,  dat  men  cos  na  altijd  geheel  in  mach- 
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ten  van  cos.  kan  uitdrukken,  maar  sin  na  alleen  dan  geheel 
in  machten  van  sin.,  wanneer  n  oneven  is.  Is  n  even,  dan 
komt  er  altijd  een  factor  cosa  voor. 

Tevens  ziet  men  —  wat  wij  in  ^  8  (bl.  95 — 96)  reeds 
opmerkten  —  dat  sin  na  een  vorm  van  den  n^  graad  is 
t.  o.  V.  sin  a,  en  evenzoo  cos  na  t.  o.  v.  cos  a.  (De  factor 
C05a  =  v^l  —  sin^a  is  nl.  van  den  1^  graad  t.  o.  v.  sina). 

Bij  ^  na  is  de  eerste  coëfficiënt  altijd  n,  de  laatste  2"'"^ 
Bij  cos  na  is  de  eerste  coëfficiënt  =  2"""* ;  terwijl  de  laatste 
=  w  is  bij  even  w,  en  =  1  bij  oneven  n.  (1  is  dan  de  laat- 
ste term). 

De  teekens  zijn,  zoowel  bij  sin  na  als  bij  cos  na  afwisse- 
lend -[-en  — . 

Yoor  sinjia  gelden  de  volgende  formules  (rechts  en  links 
van  de  streep),  welke  in  de  Hoogere  Algebm  worden 
bewezen. 

n    ,  w(n^ — 1)    .  ^ 

nn  na  -=  —  sin  a  —  nn^  a  4- 

1  1.2.3  ^ 

n(n*-l)(n«— 9)       , 

j stn^  a  —  etc.  (n  oneven) 

^        1.2.3.4.5  ^  ^ 

^  [rechts] 

\n    .  n(n2— 4)    .  «       , 

cos  a  {  —  sin  a  —  sin^  a  + 

|l  1.2.3  ^ 

w(n2— 4)(n^— 16)   .  ,  J 

H ^  ^  ^  ,  ^ sin^  a  —  etc.  }  (w  even) 

*  1.2.3.4.5  ^  ^ 


l                              w— 2 
=:sin  a  J  2»»— >  cos»—^  a 2'»-3  co*»— ^  ^  j^ 

(n— 3)(w-4) 

4-  ^^ -P- 2'»— 5  co^n— 5  a  —  etc. 

'  1.2 


[links] 


Voor  cos  na  geldt: 

co«wa=2"-''co«''a 2«— ^^j^^n— J^H ^2"— *co«"— ^a— 

— -i — -^i- i2"  -  7c(w»   «a  +  etc. 


[links] 
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l         n«— 1      , 
=  OW  a  J 1 — — -  ««*  a  -|- 

(n«— l)(n«— 9)    ,  ^  \  , 

4-  ^ ^^ «n*  a  —  etc.  }  (n  oneven) 

^        1.2.3.4  j  ^  ^ 

n«  nV^— 4)    .  . 

1.2  ^     1.2.3.4 

n2(n«— 4(n«— 16)    .  ,  »  ^ 

«iM^  a  4-  etc.  }  in  even). 

1.2.3.4.5.6  ^         j  ^  '       I 

Vergelijk  eens  de  coëfficiënten  van  sin  5a  met  die  van 
cos  ha,  zoow^el  bij  de  formules  links  als  rechts  van  de  streep 
(zie  het  overzicht);  vergelijk  eveneens  de  coëfficiënten  van 
sin^a  en  cos&a  links  van  de  streep  met  die  rechts  van 
de  streep.  Wat  volgt  daaruit  t.  o.  v.  der  algemeene  uitdruk- 
kingen voor  die  coëfficiënten?  (zie  de  formules). 

d.    Formules  voor  den  halven  hoek.    Uit  de  formules 
voor  cos^aj  nl. 

co«  2a  =  1  —  2  mi^  a  ;       cos  2a -=^2  cos^  a  —  1, 

volgt  onmiddelijk : 

1  —  C05  2a  =  2  nn^  a  ;        \  -\-  cos  2a -=.  2  cos^  a, 

of  wanneer    wij    2a  door  a  vervangen,  zoodat  a  door  ^j^a 
moet  worden  vervangen,  ook 

1  —  cos  a-=-2  sirfi  ^j^a  '^       1  +  co5  a  =  2  cos^  Yg  a. 

Dit  zijn  belangrijke  formules,  welke  dikwijls  worden  gebruikt. 
Deeling  geeft : 

1  —  cos  a       (1  —  cos  a)*  1  —  cos'^  a 

¥'  Va  a  =  -— =  \ ^ of  =  -— -, 

1  -{-  COS  a         1  —  cos^  a  (1  -\-  cos  a)* 

naarmate  men  teller  en  noemer  met  1  —  cos  a,  dan  wel  met 
±  J^  cosa  vermenigvuldigt. 

Door  worteltrekking  vindt  men  dan  verder : 

1  —  cos  a  sina 

^  72  «  = : Qi     = 


sina  1  -{-  eosa 
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Bereken   door    middel    van  deze  formules  sin  15^,  cos  15^ 

en  tg  15®. 

1  —  C08  a 

Dat  — : zzztg^l^a  is,  kan  ook  aldus  worden  aangetoond. 

sin  a 

1  —  cosa  2  sin^  Yg a  sin^j^a 

sin  a  2  sin  72  «  cos  72  a        cos  72  a 

Immers  daar  sin  2a  =  2  sin  a  cos  a  is,  zoo  is  ook  siji  a  = 
=  2  sin  V2  a  cos  V2  öj. 


Het  zelfde  voere  de  leerling  uit  met 


sin  a 


\  •\-  cosa 
1  —  sina 

Wordt   gevraagd   te  herleiden  ,  dan  schrijft  men 

cosa 

daarvoor : 

^"7,r°"^^  =  t9  %  (90'-  a)  =  t,  (45»-  Vs  «)• 
Sin  (9  O —  a) 

cos  a 

Evenzoo  wanneer  gegeven  is 


1  4"  ^^  ^ 

Welke  formules  gelden  nu  voor  cot^/2aencot(^5'' — ^/^a)? 

Opmerking.  Hoewel  de  boven  afgeleide  formules  ons  in 
staat  stellen  bv.  uit  siji  30°  te  berekenen  sin  15°,  daaruit 
door  verdere  halveering  sinl^l^y  sinS^/^^,  enz.,  zoo  worden 
zij  toch  zeer  zelden  daartoe  aangewend,  en  ligt  hun  gebruik 
elders.  Voornamelijk  vinden  zij  toepassing  bij  de  herleiding 
van  goniometrische  en  algebraïsche  uitdrukkingen  van  allerlei 
aard,  zooals  wij  spoedig  zullen  zien. 

e.     Formules  voor  sin  p  ±:  sin  q,  enz.  Van  veel  belang 
zijn  nog  de  volgende  formules. 

sin  p  -}-  sin  q  =  2  sin  Y2  {p  4"  ?)  ^^  V2  (P  —  ?) 

sin  p  —  sin  q  z=:2  cos  ^1^  {p  +  ?)  «*w  V2  (P  —  ?) 

•       cos  p  -^  cos  q  =1  2  cos  ^/2  {p  -{-  q)  cos  Y2  (p  —  ?) 

cos  p  —  cos  q  =1  2  sin  Yg  {p  -f-  q)  sin  Y2  (?  — p)* 

Men  leidt  ze  af  door  optelling  en  aftrekking  der  for- 
mules voor  sin  {a  +  b)  en  sin  (a  —  b),  alsmede  van  die  voor 
cos  {a  +  b)  en  cos  {a  —  b).  Stelt  men  dan  a-^-b^^p  en 
a  —  b=:q,   dan    wordt  a  =  V2  (p  +  ?)  ^n  b=z  V2  (p  —  ?)• 
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De  leerling  werke  dit  verder  uit.  Hij  zal  dan  zien,  dat  men 
bij  cosp  —  cos  q  verkrijgt  —  2  sin  7«  {p  +  ?)  ^^^  Va  CP  —  ?)» 
waarvoor  men  echter  het  bovenstaande  mag  schrijven.  Dat 
deze  formule  juist  is,  volgt  ook  hieruit,  dat  wanneer  j]>p 
is,  en  beide  <  90^  zijn,  cosp  —  cos  q  positief  zal  zijn, 
evenals  het  2«  lid. 

Voorbeelden. 

sin  32^  +  sin  28**  =z2sin  30**  cos  2""  =  cos  2^ 

sin  4a  —  sin  2a  z=:  2  cos  Sa  sin  a. 

cos  Sa  -{-  cos  2a  -=  2  cos  2  Yg  a  cos  Yg  a. 

cos  20°  —  cos  34°  =  2  sin  27°  sin  T. 

Los  nu  eens  de  volgende  goniometrische  vergelijkingen  op. 

1 .  sin  X  +  sin  2x  =  sin  4c  {sin  2x  naar  het  2®  lid  overbrengen). 

2.  ^m  9d?  —  sinx  =  sin  4c. 

3.  ^m  llx  +  ^m  7a?  +  2  co^  x  =  l. 

4.  ma?  +  5m2a?  +  5m3j?  +  5m4c  =  0.  (Neem  ^n o;  en  «n 4r 
samen,  enz.). 

5.  sin  X  +  sin  2x  +  ^m  3a?  =  1  +  cö5  a?  -f-  c<?^*  2a?.  (Neem  rói^ 
en  sinSx,  1  en  co^2a?  samen). 

Voorbeeld  van  oplossing.    De  vergelijking  van  Vr.  3  kan 
men  aldus  schrijven  : 

{sin  llo?  +  sin  lx)  -f-  (2  cos^  x  —  1)  =  O, 

of  2  sin  9.1?  ^^  2^  4"  ^'^  ^^  =  ^f 

volgens  de  boven  afgeleide  formules  (zie  b)  en  e)). 
Voor  het  1®  lid  kan  men  nu  verder  schrijven : 

cos  2x  (2  sin  9t  +  1)  =  O, 
gevende 

2  «in  9a?  -r  1  =  O 

sin  9a?  =  —  Ys 

9a?'  =  30° 

9a?  =  210^  330°    id.  +  nx  360^ 

X  =  23 Y3°,  SeVs''    id.  +  n  X  *0'. 


co«  2.»  =  O 

2j?  =  90°,  270° 

X  =  45°,  135° 


id.  +  360" 
225°,  315^ 
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De  eerste  vergelijking  levert  voor  x  4  waarden,  de  tweede 
vergelijking  18  waarden,  welke  <^  360°  zijn,  tezamen  alzoo 
22  waarden  <^  360^.  De  gegeven  vergelijking  was  nl. 
wegens  den  term  sin  lix  van  den  11®**  graad. 

Deelt  men  de  beide  eerste  der  bovenstaande  formules  op 
elkaar,  dan  ontstaat  nog  de  formule 

sinp  —  sinq  _  tg  V^  (p  —  q) 

fdnp  +  «n  y       ^  Vs  (p  +  ?)  ' 
welke    in    de    Trigonometrie   (Driehoeksmeting)    wordt    toe- 
gepast. 

f.  FormuleB  bü  a  -f  ^  +  ^  =  ^9lOf%  onz.  Eigenaardige 
formules  ontstaan  ook,  wanneer  bij  sin a-^-  sinb±  sin c,  enz. 
de  som  der  drie  hoeken  =  180^  is,  zooals  in  de  Trigono- 
metrie bij  driehoeken  voorkomt.  Wij  kunnen  dan  altijd  der- 
gelijke sommen  in  producten  omzetten. 

1«.  Zij  in  de  plaats  gevraagd  te  herleiden  tga-^-tgh-^-tgc. 

Gaan  wij  daartoe  uit  van  de  formule         /.  /        ,  ,    , 

l-tgatgb  (^^  ,  I, ,  ^  Jit^.V^ 

Daar   a  + 6  =  180®  —  c,    zoo   i8^(a-fè)  =  —  tgc,  en       /-^;*^^ 
komt   er   dus,    na   vermenigvuldiging    van  beide  leden  met 
1  —  tg  atg  b  : 

—  tgc  +  tgatgbtgc^tga  +  tgb,  ^ 

of  '  ,  '    ^  / 

tga'\-tgb+tgc=ztgatgbtgc.  '    /''/// 

Dit  is  een  zeer  merkwaardige  formule^  waaruit  blijkt,  dat 
om  drie  getallen  te  vinden,  waarvan  de  som  gelijk  is  aan 
het  producty  men  slechts  de  tangenten  behoeft  op  te  schrijven 
van  drie  hoeken,  welke  samen  =  180*"  zijn. 

Zoo  is  bv.  60°  +  60°  +  60°  =  180^  en  daar  tg  60^  =  l^  3, 
zoo  vindt  men: 

1^8  +  1^3  +  1/3  =  1^8  X  V^3  Xt^3. 

Beide  leden  zijn  inderdaad  gelijk,  en  wel  =31^3. 
Controleer   de    formule   nu    eens    met  a  =  45°,  b  =  60°, 

c  =  75^ 


A.  '^  ^'-  -'/.} 


j  ^  ^ 


A/: 
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Welke  formule  ontstaat  er,  wanneer  beide  leden  door 
tg  atgbtg  c  worden  gedeeld  ? 

2e.  En  nu  sin  a  +  sin  b  -f-  sin  c.  Wij  schrijven  hiervoor 
vooreerst : 

2  sin  Yi  («  +  V)  cos  ^2  (^  —  ^)  +  2  sin  Yg  c  cos  Y2  <^' 

Nu  volgt  uit  a  +  ö  =  180^—  c  ook  V^  (a  +  J)  =  90^  —  Y2 c, 
zoodat  men  kan  schrijven: 

sin  a  +  «i«  &  +  »*w  c  =  2  co«  Y2  ^  ^^*  Va  (^ — *)  +  2  co«  Y2 (^ 4"^)  ^^  V2 ^ 

zn  2  co«  V2  ^  j^'^*  V2  (^ — b)  +  co«  ^,'2  (a+^)} 
=  2cos^/2C  .  2co5  ^l^acos^l^by 

derhalve 

sin  a  -f-  Sin  6  -|-  «m  c  =  4  cos  Y2  ^  ^*  Y2  ^  ^'^^  ^U  ^• 

De  leerling  leide  nu  in  dezelfde  onderstelling  af  de  formule 

sin  a  -f-  sin  b  —  sin  c  =  4:  sin  ^/^  0  sin  ^j^  b  cos  Yj  c. 

Voor  cos  a  +  cöi*  6  +  cö^  c  kan  men  schrijven,  wanneer 
wederom  a  +  6  +  c  =  180**  is : 

2  cos  Y2  («  +  ft)  cos  Y2  (a  -  6)  +  (1  —  2  «in^  Y2  0), 

daar    cos  2c  =^1  —  2  sin^  c,    derhalve  .cos  c  =  l  —  2  sin'^  ^/^  c 
is.    Wij  hebben  dus  ook: 

cosa  -{-cosb-^-cosczzil  -\-2sin  Y^c  cos Y2(^ — b)  —  2 sin  ^/^c  cos^/^ia -\- b) 

=  1-1-2  sin  ^l^c  [cos  Y2(« — b)  —  cos  Y2  («  +  b)] 
1=  1  -[-  2  sin  Y2C  .  2  «iw  Y2  ^  ^in  '/2  ^» 

mitsdien 

cos  a  +  co«  t  +  co«  c  =  1  +4  sin  Y2  ^  ^^'^  ^/g  ^ ^^'i  Y2  ^" 

Laat  nu  eens  zien,  dat  bij  a  +  6  +  ^^  =  180° 

cos  a  -j-  C05  6  —  cos  c-=.  —  1  -|-  4  cos  Y2  ^  ^^os  Y2  ^  ^in  V2  c- 

3^.  Wordt  gevraagd  te  herleiden  sin  2a  +  sin  2b  +  A7n  2c, 
zoo  schrijve  men  hiervoor  eerst: 

2  sin  {a  -|-  6)  cos  (a  —  6)  -f-  2  sin  c  cos  c, 

zoodat  wij  verkrijgen,  daar  a  -{-  b  =  180** —  c  is : 

sin  2a  -(-  sm  26  -f-  sm  2c  zzi  2  stn  c  cos  (a  —  6)  —  2  sin  c  cos  (a  -|-  h) 

=  2  sin  c  {cos  (a  —  6)  —  cos  {a  -j-  ft)} 
=  2  si'n  c  .  2  siVe  a  sin  6, 
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derhalve  ten  slotte: 

sin  2a  -f-  sin  2b  -J-  sin  2c  =  4  sin  a  sin  b  sin  c. 

De  leerling  leide  nu  op  dezelfde  wijze  af  (a  +  6  +  c  =  180°) : 

sin  2a  -f-  «*w  26  —  sin  2c  =  4  cos  a  cosb  sin  c 

cos  2a  -\'  cos  2b  -\-  cos  2c  =•  —  1  —  i  cos  a  cos  b  cos  c 

cos  2a  -{-  cos  2b  —  co«  2c  =:  1  —  ésina  sin  bcos  c. 

4c.  Vormen  als  sin^  a  +  sin^  b  -j-  sirfi  c  herleidt  men,  door 
hiervoor  te  schrijven: 

V2  (1  —  coiT  2a  +  1  —  co«  26  +  1  —  C05  2c), 

daar  bv.  1  —  cos  2a  =  2  sin^  a  is.  Dit  wordt  dan  verder, 
met  het  oog  op  een  boven  neergeschreven  formule: 

V2  [^  —  (^*  2a  +  co«  26  +  cos  2c)]  =  72  {^  +  1  -^  ^  cos  a  cosb  cos  c}, 

zoodat  wij  verkrijgen,  wanneer  a  +  ^  +  ^  =  180° : 

shfi  a  +  «iw^  6  -f-  «ï^^  c  =  2  -j-  2  C05  a  co«  6  co«  c. 

Leid  nu  in  dezelfde  onderstelling  de  volgende  formules  af. 

sin^  a  -f-  sin^  b  —  sin^  c  =  2  sin  a  sin  b  cos  c 
cos'^  a  -f-  cos*^  b  -|-  cos'^  c  =  1  —  2  cos  a  cos  b  cos  c 
cos^  a  -f-  cos^  b  —  cos^  c  •=  l  —  2  ^m  a  sin  6  cos  c. 

En  herleid  eveneens,  wederom  bij  a  +  6  +  c  =  180*,  de 
volgende  vormen. 

siïi  Y3  a  -j-  sifi  Y2  6  ±:  sin  ^/^  c 

cos  Y2  a  -{-  cos  ^/^b  db  cos  Y2  ^ 

«m^  2a  -|-  sin^  26  db  si?i^  2c 

cos  4a  -f-  co«  46  ±:  cos  4c. 

Bewijs  ook  eens,  dat  men  in  eiken  vierhoek  (hier  is 
a^b-^-c  +  6/=  360')  heeft : 

sin  a  -f  «in 6  -f"  *^^  ^  "f"  **^  rf  =  4 «£«  72  (^~l"^) **^  VsC^"!"*')**'^  VaC^"!"^) 
c<?ita  +  co«6  +  <^ö«c  -f-  co5d  =  4co« 72(^4"^) <^*  V2(^~l"^)^*V2(^+^)' 

(Neem  de  termen  twee  aan  twee  samen,  en  maak  gebruik 
van    c  +  rf=360°  — (a  +  6)   en  J=  360' —  (a  +  6  +  c) ). 

En  wat  kan  men  schrijven  voor 

sin  (p  —  j)  +  ^n  (q  —  ^)  +  ^^'^^  (^  —  p)» 

wanneer  p,  q  ^n  r  geheel  willekeurig  zijn? 

8 
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11.  Vraagstukken.  Ter  oefening  in  het  gebruik  der  verschil- 
lende goniometrische  formules,  en  in  het  oplossen  van  gonio- 
pietrische  vergelijkingen  dienen  nog  de  volgende  gemengde 
Vraagstukken. 

1 .  Bew^ijs,  dat  sin  (p  -f-  q)  sin  (p  —  j)  r=  «n*  p  —  «n®  q. 

2.  En     dat     cos  {p  -{^  q)  cos  (p  —  q)  =  cos^  p  —  sin'^  y  of  = 
=  cos^  q  —  sin^p  is. 

3.  Waarom  is  sec^  p  +  cosec^  p  =  sec^  p  X  «^  q  ? 

^  cosp  —  cos  q     sinp  —  sin  q         sinp  4-  sin  q 

4.  Herleid  : ,  en 


5.    En  ook 


cosp  •\-  cos  q     cosp  —  cos  q         cosp  -\-  cos  q 

tga  —  tgb 
tga  +  tgb' 


sin(p — q)       sinig — r)      sin(r — p) 

6.   En  eveneens    .^.^'  +  .    ^  .     +  .       /  • 

stn  p  sin  q       sin  q  sin  r      sin  r  sm  p 

7.  Bewijs,  dat  tg  da  —  tg  2a  —  tg  a=ztg  atg2atg  3a. 

(Schrijf  op  tg  da  =  tg  {2a  +  a)  =  enz.). 

8.  Maak  eens  formules  op  voor  sin{a-\'b  -\-c)yCos{a'\  b-\-c) 
en  tg{a  -^  b  -{-  c). 

9.  Herleid  sin  67**  —  sin  53°. 

10.  En  ook  sin  25''  +  sin  35^ 

11.  En  cos  (120**  +  a)  +  eos  (120^  '^a)  +  cosa. 

12.  Wat  kunt  ge  schrijven  voor  sin p^  cosp?  (Bedenk,  dat 
cosp  =  sin  (90®  —  p)  ). 

13.  Herleid    1  -f-  «in  a  +  c<w  a.  (Neem  1  +  cm  a  samen,  enz.). 

14.  En  ook  l+c(?«a-|-co«2a.  (Schrijf  hiervoor  2cM^a-fc(Ma=: 
=:2cosa  {cos  a  -f-  72)»  ^^  bedenk,  dat  V*  =  ^^  ^^"^  ^^)' 

15.  Sommeer  de  reeks  sin  a  +  sin  3a  -|-  «n  5a  -p  •  •  •  +  **"  ^^ 
wanneer  n  oneven  is. 

Ojplosshig,    Noem  de  som  S,  dan  is 

S^2svna=:2sin^a-\'2sinasinZa-\'2sina9inha'\'*.'\'2sinasinna^ 
=  (1  — 00a  2a)  -}-  (co8  2a  —  co94a)  -}-  (co«4a — cosQa)  -f-  •• 
•  +(«>«(«  —  l)fl  —  co«(n-(-l)a)=:l — oo»(n-|- !)<*— 
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=  2m^^'2(n-f  !)«•  jMen  vindt  derhalve  S= 


8in  a 
sin^bOa 


co*  a -j- ^JO»  2a  -f-  co«  3a  -|-  ...  -j- cös  na  = 


Zoo  is  bv.  sin  a  +  «n  3a  -|-  .  .  .  -|-  sin  99a  1= 

^n  a 

16.  Leid  nu  op  de  zelfde  wijze  af,  wanneer  n  oneven  is : 

8in{n-\'l)a 

cosa-\-cosoa-\'C08oa-]^,..-f'Cosnaz=z  — - — • . 

Zsina 

17.  En  dat 

(nna-f-  sin  2a  +  «in  oa  -}-  ...  +  sm  na  = ; — 

sin  ^/g  a 

sin  ^l^nacos  ^/f^{n  -f-  l)a 
«in  Y2  a 

J8.  Wat  wordt  de  uilkomst  der  Vraagstukken  4  en  5  op 
bl.  16,  wanneer  men  in  Vr.  4  den  hoek  a  noemt,  en 
in  Vr.  5  het  aantal  lijnen  =  n  neemt  ? 

Los  nu  de  volgende  goniometrisohe  vergelükingen  op. 

J .  3  sin  X  -]-  h  cos  a  =i  h.  (Breng  b  cos  as  over  naar  het  2®  lid, 
en  ga  tot  den  halven  hoek  over). 

2.  7  sina  —  4  c(w  .u  =  7.  (Stel  as  =  90^  —  y,  en  handel  als 
boven). 

3.  sinas  -^  cosx=zOfi,  (Zie  boven  Vr.  12.  Men  kan  ook  de 
vergelijking  in  het  kwadraat  verheffen,  waarna  men 
verkrijgt  1  +  sin  2as  =  0,64.  Bedenk,  dat  er  dan  van  de 
4  oplossingen  twee  zijn  ingevoerd). 

4.  sin  ascos{as  -{-  20°)  =  0,15.  (Vermenigvuldig  met  2,  en  schrijf 
het  1®  lid  in  den  vorm  sinp  -{-  sinq). 

5.  wn(2a?  + 29^)nn(2^— 17^)  =  0,75. 

6.  tgas  —  sinas  =  tgasina. 

Deze   vergelijking   leidt   na   deeling  van  beide  leden 

1  sinx 

door    sin  as    (dit    =  O    stellen)    tot 1  =  ,    of 

cosx  cosx 

wel    1  —  cosx  ^n  sin  X.     Men    verkrijgt  dan    verder 

2  sin^  i/j  «  =  2  sin  V2  ^  cos  Yg  d?,  derhalve  sin  ^/^x  r=  0{x=zO^)^ 

en  sin  ^/^x^zcos  Yg  x  of  tg  ^/f^x  =zl  {xz=  90**). 
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1 WW  X  j 

Had  men  geschreven =  1 ,  dan  zou  verkregen     ' 

COB  X 

zijn  *s<45®— V||a?)=l,  waaruit  alleen  de  w^aarde  ar=0*'  volgt. 
Waar  is  de  w^aarde  .r=90®  gebleven?  Daar  ^(45**— VjJ?) 

dan  =0  wordt,  zoo  blijkt,  dat  voor  ^=90° =  — 

OOSX         C08X 

1  sinx 

is,    en    dat   derhalve   en   beide  volkomen  de 

casx  C08X 

zelfde  waarde  oo  aannemen.  Terwijl  dus  de  oorspron- 
kelijke vergelijking  oo  —  1  =  oo  een  ware  was,  zou  door 
overbrenging  van  termen  de  vergelijking  oo  —  oo  =  1 
een  valsche  geworden  zijn,  d.w.z.  hier  0  =  1. 

Op  deze  omstandigheid  mag  vooral  bij  goniometrische 
vergelijkingen  wel  gelet  worden. 

3  5 

7.  Waarom  mag  men  de  vergelijking  —  = niet  aldus 

tg  X       seex 

tg  X 

oplossen  :     3  =  5 of   3  =  5  sin  x^  sin  x  =  ^U,    enz.  ? 

secx 

Hoe  is  de  juiste  oplossing  ? 

8.  Wanneer  men  in  de  vergelijking  sinx=icosx  beide  leden 
deelt  door  cos  x^  krijgt  men  tg  xz=z\.  Waarom  mag  men 
dan  cosx  niet  als  een  factor  van  dnx  beschouwen  (daar 
toch  sinx  =  tgx  y^cosx  is),  zoodat  men  cos  x  niet  =  O 
behoeft  te  stellen? 

9.  tg  X  =z  sin  2x, 

10.  1  —  tg  X  —  sin  2x  -f  tg  x  sin  2x  =  0.  (Ontbind  in  factoren). 

11.  cotX'{-tg2xz=8cos'^x,  (Bedenk,  dat  cosxcos2x'\-sinxsin^x=. 
=  cos  (2x  —  x)  =  cos  X,  en  2  sin  x  cos  x  z=  sin  2x  is). 

12.  tg  2x  cot  X  —  cot  2xtg  X  i=  2.    (Daar    sin  2x  =  2  sin  x  cos  x^ 

2C0S^X  C0S2X  r.  n    A  A.  Oft 

ZOO  leidt  dit  tot  — — r-  =  2,  of  ^cos^x  —cos^2x  = 

cos  2x       2  cos*'  X 

=  4  cos^  X  cos  2xy   of  ook   4  cos'^  x  {cos^  x  —  cos  2x)  =  co*'  2x. 

Nu  is  cos2x-=zcof^x  —  sin^x  en  ^sin^xcos'^x-=:sin^2x^  enz.). 

13.  tg^x  —  cot^ X  =i2.  (Deze  vergelijking  geeft  sin^x — oos*x=:z 


'±z  2  sin^  X  cos^  a,  of  cos^  x  —  «in'  .x?  =  — ^  2  sin^  X  cos^  x.  Zet 
nu  voor  cos'^  x  in  de  plaats  1  —  sin^  x), 

14.  Verdeel  30 "*  in  twee  deelen  p  ^n  q  zoo,  dat  dnp=:2nnq 
is.  (Stel  p  =  15^  +  ^  en  9=15°-  x). 

15.  «in  a?  4"  ^*  •'^  =  «^c  ^• 

16.  tg  X  -^^  cotx  ^=z  A:(\  —  sin  x  cos  x),  (Dit  leidt  tot  een  vol- 
komen vierkant). 

17.  tg  X  "\-  COt  X   -f-  ««C  ^  COSé'C  A*  =  8. 

18.  «<?c-  V;.  ^  +  co5€C^  V2  .p  =  16  COt  X. 

19.  1  -|-  ^^'^  «^  -|-  ^*  *^  +  *"*  2.1?  =  0.  (Neem  1  +  sin  2x  = 
=  1  +  C05  (90°  —  2x)  samen,  en  ook  sin  x  -{-  cos  x  =: 
=  cos  (90°  —  x)  -]-  cos  x). 

cos  X 

20.  tgx  -j^  — — : —  z=  2.  (Breng  het  1^  lid  onder  den  noemer 

l-^sinx 

1  4-  ^i^  «^j  en  merk  dan  op,  dat  ook  de  teller  den  factor 

1  -{-  sinx  bevat). 

2 J .    «iw*  X  4"  sin^  X  4-  «w^  ^  4"  ^^  ^  =  ^**  *'^  4"  cö«^.i?  4*  co«^^  4"  ^*  ^• 
Schrijf  (co«*^— «in*^)  4-  {cos^x^sin^x)  4-  (co«^^ — sin^x)-}- 
4-  (c(w  ^  —  sin  x)  =  0.  Ontbinding,  enz.  geeft : 

2  (ccw^  X  —  sin^  x)  4-  (co«  .«  —  «in  .ir)  {2  '\-  cos  x  sin  x)  ==  O, 

derhalve  na  deeling  door  cos  x  —  sin  x  (dit  =  O  stellen)  : 

2  {cos  X  4-  sifi  x)  =  —  (2  -\-  cos  X  sin  x).  Dit  in  het  kwadraat 
geeft  4  (1  4-  sin  2x)  r=  4  4-  2  «in  2*r  4"  ^Usin^  2x,  of  8  «in  2«  = 
=  sin^  2x.  Deze  vergelijking  geeft  ten  slotte  sin  2^  =  O 
(2  waarden  ingevoerd,  welke?),  terwijl  de  oplossing 
der  vergelijking  sin  2^  =  8  onmogelijk  is.  (waarom  ?). 

1  —  co«2^       (cotx  —  1)* 


22. 


tgx  coaec^x 


4sec2x         nr       %  1    .. 

23.  tgzx  --  tgx=z  .    (Wat    kunt    ge  schrijven  voor 

l-f-COt'^X 

sin  2x  cos  X  —  co8  2x  sin  x  ?). 

24.  tg2x  =  5  tg  x.  (Druk  tg  2x  uit  in  tg  xy 
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25.  3  sin  {a  —  80^)  +  5  cos  (.r  —  60°)  =  V^T^nn  it. 

26.  2  sin  a?  +  4  sin  2x  =  tg  a.  (Breng  tg  x  over,  en  ontbind  het 
1^  lid  na  herleiding). 

27.  -^f^=J__2. 

]  — cosx       sinx 

2  3 

Deze    vergelijking    leidt    tot =  -: — .  Schrijft 

1 — cosx      sin  X 

men  nu  2Mn^  =  3(l  —  cosx)  of  ^«in^l^iccos^l^xzizQsin^^l^x, 

gevende   sin  V2  •i?  =  O  en  tg  Vg  ^  =  Vs  >  dan  is  de  waarde 

^=0®  ingevoerd.  Immers  \  ^  cosx  en  «m^  worden  voor 

2 

^  1;=  0°  gelijktijdig  =  O,  en  zal  de  vergelijking  jr-r-^ri—  == 

voor  oj  =  0°  een  valsche  worden,  daar 


2sin^l^xcos^l^x 


2  3 

dan  niet  =  — - —  is.  Het  eene  qd  is  derhalve  van 


sin^l^x  cos^l^x 

een  geheel  andere  orde  dan  het  andere  00.  Zie  ook 
Deel  I,  bl.  208,  3®  Opmerking,  waar  een  geheel  analoc^ 
geval  met  een  zuiver  algebraïsche  vergelijking  is  behan- 
deld. Men  zij  dus  steeds  voorzichtig. 

28.  cos  %x  ==  Vg  cos  X.  (Tusschen  welke  grenzen  kan  de  ver- 
houding cos  Sx  :  cos  X  inliggen  P). 

sin  Sx       - 

29.  .    ^    =  V-2  ^^  ^* 

8171  ZX 

COS  2  u 

30.  tg  (45^+  x)  co«  (45°—  x)  =  Q-\ rV"-    (Herleid  dit  tot 

1 — sinZx 

een  vierkantsvergelijking  in  tg  (45°  +  x)^  herleid  dan  het 
2^  lid  tot  O,  en  ontbind  het  1®  lid  in  factoren). 

31.  cos  p  cos(x  —  p)  =zcos  q  cos  {x  —  q), 

32.  sin  {x  +  p)  —  sifi  (x  — p)  =z  cot^/^x  —  2  sin  p. 

^     sin  X       ^  /  V        /v  /? 

33.  Bereken  x  en  y  uit  -; —  =  -  en  co«  (.1?— y)  =  0,6. 

stn  y        6 

sinx  —  siny        4 — 3       1 

Uit    sin  x:  siny  =  4:9  volgt ; — : —  =  7—^  =  ^, 

sin x-]- sin  y        4-|-3       7 


.     .  tg^Uijc  —  y)        1 

derhalve    ook    --; — ^-  =r-.    l^ost   men  hu  x—y  op 

uit  de  2^  vergelijking,  dan  heeft  men  ook  V»  (^  ""  y)> 
en  kan  men  .v -f  y  vinden  uit<.^V2(^  +  y)=7^V2(^"'y)- 
Uit  ^  —  y  en  x  -\-  y  heeft  men  dan  onmiddelijk  a?  en  y 
afzonderlijk. 

34.    Bereken  nu  ook  nog  eens  j?  en  y  uit 

fin  X  -\'  sin  y  '=.  0,8     ;  cos  x  -\'  cos  y  •:=.  1^%. 

(Herleid    de    eerste    leden,    en  deel  daarna  de  verge- 
lijkingen door  elkaar;  enz.) 

12.  Het    invoeren    van  hxQphoeken.    De   berekening  van 
sommige  uitdrukkingen,  waarin  sommen  of  verschillen  voor- 
komen, kan  dikwijls  door  middel  van  logarithmen  gemakkelijk 
worden  uitgevoerd,  wanneer  wij  een  hulphoek  invoeren. 
a.    Zij  bv.  gegeven 

waarin  a  en  ö  getallen  voorstellen  met  meerdere  decimalen, 
dan  kan  men,  zooals  op  bl.  66  is  gedaan,  a^  en  b^  afzon- 
derlijk door  middel  van  logarithmen  uitrekenen,  waarna 
men  x  uit  a^  +  6*  op  nieuw  door  logarithmen  kan  bepalen. 
Nu  zou  men  echter  ook  den  vorm  a^  -|-  ft*,  zooals  men 
het  noemt,  logarithmisch  kunnen  maken,  d.  w.  z.  de  som  in 
een  product  omzetten,  waardoor  de  berekening  iets  eenvou- 
diger wordt.    Schrijven  wij  daartoe 


.r  =  a[/l+^, 


r 

en  stellen  nu  Va  =  tg  y,  waarin  tp  dus  de  hulphoek  is. 

Daar  nl.  de  tg,  alle  mogelijke  waarden  kan  hebben  van 
—  00  af  tot  +00  toe,  zoo  kan  men  een  willekeurig  getal 
altijd   gelijk  aan  den  tangens  van  een  zekeren  hoek  stellen. 

De  vorm  wordt  alsnu: 

-g —  a 

a?  =  aV^l  -X-  tg^ ipznasecw  r:i . 

cosip 

Men    heeft   dus   slechts   ip    te    berekenen    uit    log  tg  ip^s: 
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b=  log  b  —  log  a,  en  daarna  x  uit  log  x  =  log  a  —  ïog  cos  y. 
Gaüss  heeft,  teneinde  deze  laatste  berekening  nog  iets  te 
verkorten,  tafels  samengesteld,  die  onmiddelijk  log  {p  -|- 1) 
aangeven,  wanneer  log  2)  bekend  is.  Maar,  zooals  wij  reeds 
vroeger  (bl.  66)  opmerkten,  geeft  het  gebruik  van  die  tafels 
niet  zooveel  bekorting,  dan  dat  wij  niet  evengoed  x  =  ^a^-\-b^ 
op  de  gewone  wijze,  zonder  of  met  hulphoek,  zouden 
kunnen  berekenen. 

Was  gegeven  x  =  ^a^  —  è^,  dan  zou  men  daarvoor  geschre- 

ven  hebben  x=i  a  \X  1 -,  Nu  ^U  =^  sin  y  stellende,  ver- 
krijgt men  x  =  a^l  —  siv^ (p  =  acos y . 

Daar  6  <]  a  moet  blijven,  opdat  x  reëel  zij,  zoo  is  ^/a 
altijd  <]  1,  en  kan  men  dit  derhalve  steeds  gelijk  aan  den 
sinus  van  een  zekeren  hoek  stellen. 

De  leerling  berekene  nu  op  de  bovenstaande  wijze  x  uit 
a?2  =  (13,167)«  +  (27,648)»  (zie  bl.  66);  en  eveneens  uit 

x^  =  (0,74806)«  —  (0,57332)». 

Voor  het  logarithmisch  maken  van  algebraïsche  vormen 
wordt  dikwijls  gebruik  gemaakt  van  de  betrekkingen  l-|-ü^*y=: 
z=  sec^  9?  en  1  —  sin^  ip  =  cos"^  tp.  Maar  ook  komen  daarvoor 
meermalen  in  aanmerking  de  formules 

1  —  f05  y  =  2  sin^  ^U^     'y         1  +  <^08  y  =  2  cof^  ^/^  y- 

b.     Heeft  men  bv.  logarithmisch  te  maken  den  vorm 


w  =  l^a^  +  b'  —  l^a^  —  6^ 
ZOO  schrijft  men  daarvoor  eerst 

Stelt  men  nu  ^Vg»  =  cos ffy  dan  wordt  dit: 

az=:  a  iy^  \^  cosif  —  V^  1  —  «?«  y), 

of 

a?  =  al^  2  {cos  Vg  V  —  ^'f^  Vs  V)  =  « ^  2 {cos ^j^ip  —  cos (90**  —  V«y))i 
derhalve  ten  slotte: 
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a  =  2a  1^2  dn  45°  sm  (45**  —  \/^  (p)  =  2a  sin  (45^  —  V2  9>). 

Nog  eenvoudiger  ware  de  uitkomst  geworden,  wanneer 
men  ^V»'  =  ^«  y  had  gesteld.  Wij  zouden  dan  x  =  2a  sin  72  V 
hebben  verkregen. 

Belleken  nu  eens  x  als  a  =  436,89  en  6  =  275,0^. 

c.  Een  ander  voorbeeld  van  het  invoeren  van  een  hulphoek 
is  het  volgende.  Zij  gevraagd  os  op  te  lossen  uit 

a  rin  {x  -\-  p)  -\-  b  sin  {x  -\-  q)  -{-  c  sin  (a;  -f*  ^)  =  d* 

Na  uitwerking  kan  men  hiervoor  schrijven : 

sih  X  {a  cos  p  -^  b  C08  q  -\-  c  cos  r)-\-  cosa  (a  sin  p  -]-  b  sin  q  -{-  c  sin  r)  =  d. 

Stelt  men  nu 

acosp-^-bcosq-^-ccosr^zQcosipl  /  \ 

a  sinp  -f-  6  «in  y  -f-  csinr  =zq  sin  cp  ) 

dan  verkrijgt  men: 

Q  (sin  a  cos  (f  '{'  cos  X  sin  y)  =  d, 

derhalve 

d 

sin  (a*  4-  y)  =  ■—  » 

Q 

waaruit  men  x  gemakkelijk  kan  bepalen. 

De  vraag  is  echter  of  men  de  beide  bovenstaande  vormen 

altijd    resp.    =  q  cos  //>    en    q  sin  ip    kan    stellen.   Lossen  wij 

daartoe  p  en  y  uit  de  vergelijkingen  (a)  op.    Deeling  geeft: 

a  sin  p  ■\-  b  sin  O  4-  c  sin  r 

tg  ipzzz , 

a  cos  p  -\-  b  cosq  -j-  c  cos  r 

zoodat  de  hulphoek  ^  geheel  bepaald  is,  daar  tg^  alle 
waarden  kan  hebben,  q  is  derhalve  ook  bepaald  door  éen 
der  beide  vergelijkingen  (a).  Men  kan  echter  ook  y  elimi- 
neeren,  door  de  beide  vergelijkingen  (a)  in  het  kwadraat  te 
verheffen,  en  daai-na  op  te  tellen.  Men  vindt  dan : 

p*  =  (acosp  -{-bcosq  -\-  ccosr)^  +  (asinp  -f  bsinq-^-  csinrf^ 

of  ook 

^«  zn  a^  +  6«  +  c®  +  2air(w(p  —  j)  -j-26cco«(g  — r)  +  2cacos{r—p), 
zooals  de  leerling  gemakkkelijk  zal  kunnen  nagaan. 
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d.  Een  belangrijke  toepassing  vindt  men  ook  bij  de  oplos- 
sing der  goniometrische  vergelijking 

a  sin  a  '\-  b  €08  a  :=  c. 

Deelt  men  bv.  door  b,  dan  komt  er : 

a     .  c 

b  ^  b 

Nu  ^/b=tg(p  stellende,  en  beide  leden  vermenigvuldigende 
met  cos  y,  verkrijgen  wij : 

8in  q)  8in  x  +  <^08  <p  cos  x  :=.  —  cos  y, 

b 

c 
dus  cos  {x  —  ip)'=:--co8  y, 

b 

waaruit  2  waarden  voor  x—  (fy  en  dus  ook  2  waarden  voor 
X  kunnen  gevonden  worden. 

Wij  deelden  hier  door  ö,  doch  zouden  evengoed  door  a 
hebben  kunnen  deelen.  Dan  was  */«  =  ^ö'  ^  gesteld,  en  de 
uitkomst  zou  iets  gewijzigd  zijn  geworden.  Men  deele  natuur- 
lijk altijd  door  den  eenvoudigsten  coëfficiënt.  Heeft  men  bv. 
3  sin  X  -^  h  cosx=>  2,  zoo  deele  men  niet  door  3,  maar  door 
5,  aangezien  men  dan  kan  schrijven  0,6  sin  x  -)-  cos  x  =  0,4. 

Het  spreekt  vanzelf,  dat  a,  6  en  c  zoow^el  positief  als 
negatief  kunnen  zijn,  en  dit  zal  telkens  een  geringe  wijzi- 
ging in  den  eind  vorm  geven. 

Opmerking,  Daar  in  het  bovenstaande  algemeene  voor- 
beeld  x  —  ip   gegeven    is    door   cos,,  zoo  moet  noodzakelijk 

—  cos^ <p<C  1  zy>^-  Nu  volgt  uit  tgip  =  —,  dat  sec^ ip  =  l^  — 

b^ 
derhalve  zal  cos^  y  =  -fT~u  ^^ï^-  ^^  dient  dus  voor  gezorgd 

c«  b^ 

te  worden,  dat  —  X    ^     .^  <C  1   is»  m.a.w.   er  moet  worden 

voldaan  aan  de  voorwaarde 

c^  <;;  gg  -f  b^^. 

Los  nu  eens  de  volgende  vergelijkingen  op. 
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Ssina-\-5co8xz=:2 
4  sin  2a!  ^  7  cos  2x  =  8 
2  sin  X  -\'  Z  cos  X  -=.  —  1 
9  cos  8ii?  —  13  sin  3.r  =11. 

De  oplossing  der  vergelijking  atg x  -{-  bcot,v=:  c  kan  óf 
worden  teruggebracht  tot  die  van  de  vierkantsvergelijking 
atg^  X  —  c  /^  j?  +  6  =  O,  óf  tot  die  van  een  vergelijking  van 
het  bovenstaande  type. 

Schrijft  men  nl. 

sinx         cos  X 

a f-  b- —  =c, 

cos  X         sinx 

dan  wordt  dit : 

2a  mfi  X  -{-  2h  cos^  x  =  2c  sin  x  cos  x^ 
derhalve 

a(l  —  cos  2x)  4"  ^  (1  +  «M  2  «)  =  <5  m  2«, 
gevende : 

C8in2x  '\-  (a  —  b)cos2x  -=.  a  •\-  6, 

waaraan  4  waarden  zullen  voldoen. 

Daar  wij  boven  zagen,  dat  (a  +  by  <C  c'  +  (a  —  by  moet 
blijven,  zoo  zal  dus  hier  c*  ]>  4  aé  moeten  zijn. 

De  leerling  losse  nu  op  deze  wijze  eens  op  de  vergelijking 
Ztgx  —  1  cotx  =  11. 

e.  Ook  kan  men  de  oplossing  van  vierkantsvergelijkingen  door 
het  invoeren  van  een  hulphoek  in  een  eenvoudigen  loga- 
rithmischen  vorm  brengen.  Zooals  wij  nl.  spoedig  zullen  zien, 
leidt  de  oplossing  van  de  vergelijking 

x^  —  px  '\-  q-=iO 

tot  den  vorm  

Onderstellen  wij  vooreerst  />  en  g  bekle  positief.  Wij 
schrijven  dan  verder: 

.=./.p(i^i/i-^,) 

2ial  X  reëel  zijn,  dan  moet  q  <  ^Up^  blijven,  en  kan  men 
dus  T-, —  =  ****  9  stellen. 
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Alsdan  wordt 


X  =  — (1  db  ca«  y), 

sin  <p 


bijgevolg 


1  -{-  cos  (p  1  —  cos  q> 

ai  =  \^q : ;  a^  =  V^q ; , 

sm  (p  si7i  (p 

of 

jB]  =  l^q  cot  Vg  y     ;  x^  =  V^q  tg  Vg  y . 

Was  p  negatief  geweest,  dan  zou  de  vergelijking  a?^+^x+} 
{p  en  q  positief)  tot  twee  uitdrukkingen  voor  Xi  en  a:^  ge- 
leid hebben,  die  het  tegengestelde  zijn  der  bovenstaanden. 
Was  daarentegen  q  negatief  geweest,  dan  leidt  de  vergelijking 

a^  —  px  —  9, 


waarin  p  en  q  weer  positief  gedacht  worden,  tot 

Wij  moeten  dan  — —  =  ^y  stellen,  en  verkrijgen  verder : 

'zP 

X  = (1  it  sec  y), 

igif 

mitsdien 

CÖSif  -\-  \  COSif  —  1 


sin  if  sin  ip 

of  x^  =V^qcotyz^P     ï  '^?2=  —  ^g<ff  V^y^ 

waarbij  de  teekens  weer  tegengesteld  moeten  genomen  worden, 
als  de  vergelijking  ^r^  -j-  p.v  —  q  {penq  positief)  was  geweest. 
De  leerling  losse  nu  de  volgende  vei-gelijkingen  op  de  be- 
handelde wijze  op. 

5.T?«  +  2ar  —  4  =  0 

f.  Eindelijk  willen  wij  nog  laten  zien  hoe  ook  een  derde- 
machtsvergelijking,  waarvan  alle  drie  wortels  bestaanbaar 
zijn,  goniometrisch  kan  worden  opgelost.  Zij  de  vei^lijking 
terugbracht  tot  den  vorm 
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a?  —  p.1?  4-  ?  =  0. 

In  de  Hoogere  Algebra  wordt  nl.  aangetoond,  dat  men  altijd 
den  term  met  x^  op  een  eenvoudige  wijze  kan  doen  verdwijnen. 

Opdat  de  wortels  alle  bestaanbaar  zijn,  moet  in  boven- 
staande vergelijking  p  altijd  positief  zijn,  en  verder 
X^kpf^i^U^^'  Ook  dit  wordt  in  de  Hoogere  Algebra  aan- 
getoond. 

Stel  nu  o?  =  p  cos  y,  dan  wordt 

p3  co8^  ip  —  pq  C08  ip  -\-  qzziQ, 
Met  p  =  V*  9^  wordt  dit : 

q^  cos^  if  —  3/4  p3  co«  r/)  -f-  ?  =  O» 


of 


v^ 


cos 


daar    p  =  V^  ^l^p    is    gesteld.     (Het   benedenste  teeken  geldt 
blijkbaar,  wanneer  q  negatief  is). 

Nu  is  het  1^  lid  van  bovenstaande  vergelijking  =  cos  3y 
(zie  bl.  105),  zoodat  wij  ten  slotte  verkrijgen: 

waaruit   y  kan  worden  gevonden.  (Men  ziet,  dat  inderdaad 
^UiP^^^Ut  lïïöet  wezen,  en  p  positief). 
Aan    deze    vergelijking  voldoen  de  waarden 

3  ip  ,  360"  _  3  y  I  id  +  360^  |  id  +  720^ 

zoodat  men  voor  y  vindt: 

if  ,  12(f  —  ip  I  9>  +  120",  240°  — y  I  y  +  240^  ,  360^  — y. 

Maar  van  deze  6  waarden  geven  alleen  y,  y  + 120*^  en 
y-|-240^  verschillende  waarden  voor  costp,  daar  cöa' (360® — y))= 
=  cosip,  cö5(240°— »  =  c(>^-(<p  +  120")enc(?6*(120"-  y)  = 
=  cos  {tp  -|-  240")  is.  Wij  vinden  dus  voor  x  drie  waarden,  nl. 

Xy  :=.  Q  C08  (p  ;     x^  zzz  Q  cos  (ip  +  120")  ;     .r^  =  p  cö«  (<p  +  240**), 

waarin    p  =  V^  V3  p,    en    y    bepaald   is    door  bovenstaande 
vergelijking  voor  cos  Stp, 
Los  nu  eens  op  deze  wijze  op  de  vergelijking  o?^ — 9a? +10. 
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13.  CydometriBche  betrekkingen.   Evenals  de  vergelijking 

yz=za  door  oplossing  van  x  aanleiding  geeft  tot  o;  =  hga  y, 
d,w.z.  de  exponentieele  uitdrukkingen  aanleiding  geven  tot 
de  ,yinverse''  uitdrukkingen,  nl.  de  logarithmische  —  evenzoo 
geeft  bv.  de  vergelijking  y=smx  aanleiding  tot  eene,  waarbij 
_x  in  y  is  uitgedrukt,  nl.  x=:  Bg  sin  y  (lees  x  =  Boogsinus  y, 
d.w.z.  X  is  de  boog  (of  hoek),  waarvan  de  sinus  is  y)\  m.a.w. 
geven  de  gonionietrische  betrekkingen  aanleiding  tot  de  inverse 
cyclovietriscfie  (van  cyclus  =  cirkel)  betrekkingen. 

Zijn  de  gonipmetrische  betrekkingen  periodieke  betrek- 
kingen, de  cyclometrische  zijn  wat  men  noemt  veelwaardige 
betrekkingen.  Immers  heeft  men  bv.  de  vergelijking 
x=  Bg  sin,  V2,  dan  voldoet  daaraan  niet  alleen  x  =  30^, 
maar  ook  x  =  150**,  en  in  't  algemeen  x  =  30**  +  **  X  360^ 
en  x  =  150*^  +nX  360^  En  dit  geldt  natuurlijk  voor  alle 
cyclometrische  betrekkingen. 

Wij  zullen  in  het  volgende  een  paar  formules  afleiden, 
waardoor  de  som  of  het  verschil  van  twee  cyclometrische 
betrekkingen  kan  worden  gevonden. 

Om  in  de  eerste  plaats  een  formule  te  vinden  voor 
Bg  sin  a^  Bg  sin  b,    gaat  men  uit  van  de  bekende  formule 

sin  [p±q):=:  sinp  cos q  :^  cosp  sin  q. 

Is  nu 

sinp  =z  a     ;         sin  q  zizb^ 


dan  is  cosp  =  l^  1  —  a*,  co«  j  =  1^  1  —  6*,  en  heeft  men  dus^ 

8in(pdtq)  =  a l^l^TéT" i:  ft  i^  1  _  a*, 


d.w.z.       pdtq  =  Bg8in[al^  i  —  b^dob\^l—  a^]. 

Maar   daar  p=^  Bg  sin  a  en  q  =  Bg  sin  i,  zoo  heeft  men 
ten  slotte: 


Bg  sin  a  de  Bgsinb  =  Bg  sin  [a  V^  1  —  ft*  ±:  b  l^  1  —  a']. 
Zoo  is  bv. 

Bgnn%  +  Bg sin^l^^  Bg sin{%\^'l  -  i^/^  +  ^l^TZIT^J^) 

=  Bgsin{%X%  +  VsX%) 
=  Bg  sin  1  =  90^ 
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(Controleer  dit  eens  met  een  rechthoekigen  driehoek,  waar- 
van de  rechthoekszijden  3  en  4  zijn). 

Daar  bij  bovenstaande  afleiding  cosp  en  cosq  positief 
werden  ondersteld  (we  rekenden  nl.  l^l- — a?  en  v^l  —  h^ 
éenwaardig,  en  wel  positief),  zoo  geldt  de  afgeleide  formule 
slechts  dan  voor  hoeken  in  andere  kwadranten  dan  het 
eerste,  wanneer  eventueel  behoorlijke  teekenveranderingen 
zijn  aangebracht.  Het  zelfde  geldt  voor  alle  hieronder  volgende 
formules. 

De  leerling  leide  nu  op  geheel  dezelfde  wijze  af: 

i  Bg  cosa  ±  Bg  cos  b  =  Bg  cos  [cA  ip  ^  (i  —  a^)  (1  —  6^)]. 

'  ,  adzb 

Bgtga±  Bgtgbz-Bgtg  ~ . 

Iqpoa  . 


Zoo  is  bv.  Bgcos^l^  —  Bgcosy^  —  Bgcos{^l^^\y'^I^X^U)  = 

=5^co«(V6  +  V3l^6)=J5(/cMi/6(l+2l^6). 

Nu  is  Ve  (1  +  21/6)  =  0,9832,  en  Bg  cö5 0,9832  =  10^32'. 
Verder  is  Bg  cos  Vs  =  70°  32',  Bg  cos  V^  =  60^  en  inderdaad 
is  10^  32'  =  70'  32'  —  60^ 

Hadden  wij  gehad  Bg  cos  V  3  -|-  Bg  cos  Vs»  zoo  was  de  uit- 
komst geworden  Bgcos  Ve  (1 — 2l/6),  d.  w.z.  Bgcos  ( — 0,6498)= 
=  180°  —  Bg  cos  0,6498  =  180°  —  49°  28'  =  130°  32'.  En 
dit  is  weer  behoorlijk  =  70°  32'  +  60^ 

Voor  Bg  tg  V2  +  ^g  tg  Vs  kan  men  schrijven : 


Vs  +  Vs 


Bg  tg  ^^^j^  =  Bg  tg  \  z=.  ^h\ 
Evenzoo  kan  voor  Bg  tg  Vs  +  Bg  tg  Vs  geschreven  worden : 

Bgtgf-^  =  Bgtg%. 

^  /4O 

Laat   nu    eens    zien,    dat  ook  Bg  tg  V4  +  Bg  tg  V?  =  45°. 
En  dat  Bgtgy^  +  BgtgyT  =  Bgtgy^  is. 

Leiden  wij  nu  nog  formules  af  voor  2  Bg  sin  a,  2  Bg  cos  a 
en  2  Bg  tg  a. 

Uit  sin2p  =z2  sin  p  cosp  volgt  onmiddelijk  met  sinp=:a, 


128 

2  Bg  gin  a  =  Bg  sin  2a  V^  1  —  a*. 

Evenzoo  volgt  uit  cos  22?  =  2  cos'^  p — 1  de  formule 

2  Bg  cos  a=z  Bg  cos  (2  a*  —  1). 

2tgp 

En  kan  men  uit  tg  2p  =z —  afleiden : 

1  ^tg^p 

2a 
2  Bg  tg  a=:  Bgtg 


1  -  a^ 


Zoo  is  bv.  2Bgtgy^=zBgtg^  =  Bgtg^/^. 


En  hiennede  stappen  wij  van  dit  onderwerp  af. 

14.  Het  theorema  van  Moivre.  Wij  zagen  vroeger  in  Deel  I 
(bl.  161),  dat  getallen  van  den  vorm  a  +  bi  complexe  getal- 
len worden  genoemd.  Deze  kunnen  nu  altijd  onder  een  een- 

f>  voudigen  goniometrischen  vorm  worden 
gebracht.  Stelt  men  nl.  a  =  p  cos  ip  en 
b  =1  Q  sin  ifiy  zoo  wordt 

a  -\-  hi-=z  Q  (cos  (jp  +  i  sin  y). 


^iè  ^^  Hierin    is  dus  p  =  V^  a"^  +  6*,  terwijl 

(p  =  Bgtg%. 

De  uitdrukking  cos  (p  +  i  sin  g>  wordt  het  imaginaire  hbio- 
mium  genoemd,  q  wordt  de  modulus  van  het  complexe  getal 
a  +  bi  genoemd,  y  de  amplitude. 

In  de  meetkundige  voorstelling  van  complexe  getallen, 
waarbij  de  coëfficiënt  b  van  het  imaginaire  gedeelte  bi  in 
loodrechte  richting  op  die,  waarin  men  het  reëele  gedeelte 
a  meet,  wordt  afgezet  (naar  boven,  wanneer  b  positief  is; 
naar  beneden,  wanneer  b  negatief  is)  —  in  die  voorstelling, 
waarin  dus  het  complexe  getal  a  +  bi  wordt  voorgesteld 
door  het  punt  P,  stelt  de  modulus  p  de  ware  grootte 
van  dat  complexe  getal  voor,  de  amplitude  g)  de  afwij- 
king van  de  reëele  richting  OA.  Is  ^  =  ISO"",  dan  is  van  het 
complexe  getal  a  +  bi  de  coëfficiënt  6  =:  O  en  is  a  negatief, 
waardoor  men  op  de  gewone  meetkundige  voorstelling  van 
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negatieve  getallen  terugkomt,  d.w.z.  op  getalleii,  welke  180"* 
in  richting  met  de  positieve  verschillen.  Zuiver  imaginaire 
getallen  bi  w^orden  van  O  af  in  loodrechte  richting  (<p  =  90"* 
en  270°)  t.o.d.  reëele  richting  gemeten. 

Teekent  men  dus  een  cirkel  met 
den  straal  1  (p  =  1),  zoo  stellen 
OA  en  OA'  de  positieve  en  nega- 
tieve eenheid  voor,  OB  en  OB'  de 
positieve  en  negatieve  imaginaire 
eenheid  i.  Alle  tusschengelegen  rich- 
tingen wijzen  op  complexe  eenheden^ 
waarvan  de  algemeene  voorstelling  is 

C08  ^  -]-  i  sin  if, 

[Dat    OB   het    getal  +  *  vooi-stelt,  wanneer  OA  en  OA' 
resp.  de  getallen  +  J   en  —  1  voorstellen,  is  in  overeenstem- 
ming   met    de    meetkundige  eigenschap  OB^  =  OA  X  OA' 
derhalve  0^^  _  _  i^  (>^  _  i^  _  1  _  /]. 

Zoo  is  van  het  complexe  getal  V2  ^  3  +  V2  i  de  modulus 
=1-^74+  V4=l.  terwijl  <p=Bgtyjl^=Bgtg^Uv-^=.ZO'' 

is.  Het  gegeven  getal  is  dus  een  complexe  eenheid,  die  30** 
van  de  reëele  richting  afwijkt. 

Wij  gaan  er  thans  toe  over  een  der  belangrijkste  theorema's 
af  \jQ  leiden,  welke  de  Algebra  kent ;  een  theorema,  rijk  aan 
gevolgen,  dat  den  grondslag  vormt  van  tal  van  beschouwingen 
en  berekeningen,  welke  elk  oogenblik  worden  toegepast. 

Bewijzen  wij  daartoe  in  de  eerste  plaats: 

(cos  a  -f"  *  **^  ^)  (^*  b  -\-  i  sin  b)  :=z  cos  (a  -]-  b)  -}-  i  sin  (a  -|-  6). 

Het  eerste  lid  geeft  nl.  na  uitwerking,  lettende  op  ^^  =  —  1  : 

(cos  acosb  —  sina  sin  b)  +  i  (**w  acosb  -]-  cos  a  sin  b). 

Hieruit  volgt  dus,  dat  eveneens 

{cos  a  -^  isin  a)  {cos  6  -|-  t  sin  b)  {cos  c  -^  isinc)  .  , , .  z=z 
:=:  cos  {a  -\-  b  -{-  c  -{-,.)  -\-  i  sin  {a  -^  b  -{-  c  -^  . ,) 

is;  en  derhalve  zal,  wanneer  a  =  6=:c=...  =  y  is,  ook 
gelden ; 

9 
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(cos  ^  -]-  isin  g>)   =  co«  n^)  -f-  i  m  ny. 

Dit  is  reeds  het  beroemde  theorema  in  kiem :  de  amplünde 
wordt  tengevolge  der  n^-machtsverheffing  eenvoudig  met  n  ver- 
inenigvuMigd, 

Maar  dit  brengt  ons  van  zelf  op  het  denkbeeld,  dat  de 
uitdrukking  cos  y  +  *  ^^^  V  door  een  exponentieelen  vorm 
ten    opzichte    van  y  moet  kunnen  worden    voorgesteld,  bv. 

door  a'^.  Want  dan  alleen  wordt  bij  n^-machtsverheffing een- 
voudig y  door  mp  vervangen.     (De  vorm  kan  dus  niet  bv. 

=  cd"^  zijn,  want  dan  zou  de  ?i^-macht  =  c" a^  zijn,  en 
ware  dus  niet  alleen  y>  door  mp  vervangen).  Daar  nu  het 
grondtal  der  macht,  nl.  a,  altijd  vervangen  kan  worden  door 
e^y  waarin  e  het  grondtal  van  het  Nspsu'sche  log.  stelsel  is 
(zie  bl.  67),  zoo  kan  men  voor  cos^  -^isin^  ook  schrijven 

e^.  Nu  is  e»'  =  1  +  r  +  r5  +  •  •  •  (2ie  ^^-  69).  derhalve  zou 

men  hebben,  wanneer  deze  ontwikkeling  ook  voor  imagi- 
naire exponenten  wordt  ondersteld  te  blijven  gelden : 

6i*  hip       b^ip^         b^gfl 

coè^  +  isimp^e  '^=1  -f  iy  _  —  _«--—  +  ..., 

daar  i^  =  —  1,  i^  =  —  i,  enz.  Voor  sin  tp  zou  men  dus 
vinden,    de    termen  met  i  samennemende  :  — Tö~i  +  •  • ' 

zoodat  shfi^  bij  y  =  O  zou  naderen  tot  éy.  Nu  weten  wij 
echter,  dat  in  dit  geval  simp  tot  ip  nadert,  wanneer  nl.  — 
wat  ook  in  het  bovenstaande  ondersteld  wordt  —  q>  niet 
meer  door  graden,  enz.,  maar  door  de  verhouding  van  den 
bij  den  hoek  behoorenden  boog  tot  dén  straal,  door  een  getal 
alzoo^    evenals    sin.,    cos.,   enz.,  wordt  gemeten  ^).  Want  uit 


1)  Bij  deze  (absolute)  wijze  van  hoekmeting,  nl.  door  de  Yerhouding 
van  den  boog  tot  den  straal,  is  dus  de  eenheid,  waarin  de  hoeken  wor- 
den uitgedrukt,  de  boog  waarvan  de  lengte  ==•  i2,  zijnde  een  hoek  van 
570  17'  44''^8,  i)eze  eenheid  wordt  radiaal  genoemd.  Men  berekent  haar 
als   volgt.   Daar    een  hoek  van  180^  overeenstemt  met  een  boog  =  jri?, 
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de  figuur  blijkt  terstond,  dat  bij  0"^  de  loodlijn,  welke  door 
R  gedeeld,  den  sinus  van  den  beschouwden  hoek  aangeeft, 
nadert  tot  den  bijbehoorenden  boog.  Het  getal  b  moet  dus 
=  1  zijn,  en  wij  hebben  derhalve  ten  slotte  de  eenvoudige 
betrekking 

C08  (p  -^  i  mi  (f  •=  e^^ (1) 

Dit  is  het  eigenlijke  theorema  van  Moivrk,  hetwelk  in  de 
Hoogere  Algebra  meer  direct  en  strenger  wordt  bewezen. 

Wij  zijn  nu  ook  van  zelf  gekomen  op  de  beteekenis  van 
z.g.  imaginaire  exponenten  (zie  Deel  I,  bl.  169).  De  bepaling 
daarvan  moet  nl.  aan  bovenstaande  formule  worden  aan- 
geknoopt. Men  ziet  gemakkelijk  in,  dat  men  geheel  algemeen 
zal  hebben  : 

pa+bi  :^  pa  pbi :::::  pa  J^qqs  b  l{p)  +  i  sin  b  l{p)  ], 

daar  p^  blijkbaar  =:  é?^'00  is. 

Stellen  wij  y  =  0,  zoo  gaat  (1)  over  in  cosO''  -{'isinO''  =  e^y 
d.w.z.  1=1.  Wordt  ip=3t  (d.w.z.  180**),  zoo  verkrijgt  men 

6wl80°+/6ml80°=e^  d.w.z.  é^'^—l.  Door  y= V2^(=90^ 
te  stellen,  vindt  men  e'^^""  =  z,  hetgeen  tot  de  2^  macht  gebracht, 
weer  oplevert  e''= — 1.  Voorts  wordt  met  y  =:72^(=27O*0 
^.jtTr__  —  ^.^    hetgeen    ook    ontstaat   door   vermenigvuldiging 

van  e    =  —  1  met  e       =t. 

Verheft  men  e  =i  tot  de  ^  macht,  zoo  krijgt  men  dé 
zeker  merkwaardige  betrekking 

i    =  e    '^  . 

15.  Logarithinen  van  negatieve  getallen.  Periodiciteit  en 
veelwaardigheid.    Uit  de  betrekking  e^""  =  —  1  volgt,  dat 


180° 

zoo  heeft  180°  dus  rradialen.  1  radiaal  is  derhalve  = =  57°  ruim. 

TT 

Wanneer  wij  nu  onthouden,  dat  180o  =  t  radialen,  dan  kan  men  gemak- 
kelijk alle  andere  voorkomende  hoeken,  die  in  graden  zijn  uitgedrukt, 
onmiddelijk  in  radialen  uitdrukken.  Zoo  is  360°  =  2t,  90°  =  Va  t, 
450  =  1/^  ^,  60°  =  Vs  5r  radialen,  enz,  enz. 

9* 
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ifr.  En  derhalve  is  log  ( —  1)  ^  Min,  wanneer  MAe  modulus 
is  van  het  BRioGs'sche  stelsel  (=:  0,4343,  zie  bl.  73).  Bijge- 
volg zal,  omdat 

log(-a)=:log  {a  X  (- 1)}  =%«  +  %(- 1) 
is,  ook  log  ( —  a)=:log  a  -^  Mini 

zijn,    waaruit   wij    zien    dat    de    logarithmen    van   negatieve 
getallen  imaginair  zijn.  (zie  bl.  53). 
Daar 

6  -^       =ze  e  =  «  {('08  (=fc  2njr)  -J-  t  «n  (d=  2n^))=«  (1  +0)» 

zoo  hebben  wij  dus : 

X  art2iit7r 


waarin  n  alle  waarden  van  O  tot  oo  hebben  kan. 


En  daar  p'  =  e      ,  derhalve  ook  =^e  —      =  ^ 


is,  ZOO  is  algemeen  : 

X  T 

X  -/(p) 

Hieruit  zien  wij  dus,  dat  exponentieele  uitdrukkingen  even- 
als goniometrische  uitdrukkingen  (zie  blz.  88)  periodieke 
getallen  zijn,  d.w.z.,  dat  wanneer  de  exponent  telkens  met 
een  bepaalde  hoeveelheid,  peiiode  genoemd,  vermeerderd  of 
verminderd  wordt,  de  macht  weer  de  zelfde  waarde  verkrijgt. 

Die  periode  is  hier  imaginair,  en  wel  =:  2t^,  wanneer  e  het 

2ijt 
grondtal  is  der  macht,  en  =:  -— ,  wanneer  dat  grondtal  =  p  is. 

l(p) 

Daaruit  volgt  echter,  dat  de  logarithmen^  zijnde  de  inverse 
uitdrukkingen  van  de  exponentieele,  veelwaardig  zullen  wezen, 
evenals  de  cyclometrische  betrekkingen,  die  het  inverse  van 
de  goniometrische  waren. 

Uit 


X  jr  -f-  2ni  ir 

az:ze   =  e  ~ 


volgt  nl.  : 
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wanneer    wij    door    */(a)    de    veelwaai-dige    Nep.  log.  van  d 
aanduiden.  Derhalve  is 

*/(a)  =  l(a)  db  2nijï , 


wanneer  l{a)  éen  dezer  oneindig  vele  *l{a)  is. 
Evenzoo  zal  uit 

2ni7T 


volgen : 


a=p   =zp 


^,  2nwr  2niyr 


l{p)  -^^  l{p) 

Derhalve  is  in  het  BRiGGs'sche  stelsel : 

*log  a  :=z  log  a  dz  M,  2ni:t , 

daar  V/(io)  =  M{=:  0,4343)  is. 

Is  a  imaginair,  dan  kunnen  wij  a  altijd  herleiden  tot  den 

vorm  Q  {cos  9>  -{•  i  sin  y)  =  Qe'^  (zie  boven).  Derhalve  is 
l{a)  =  I{q)  -f-  i^,  en  dus 

*1[q  {cos  ip  -^  i8inip)]=^  1{q)  +  itp  dz  2nijt , 

waarin  nu  /(p)  de  gewone  reëele  Nep.  log.  van  den  modulus 
(f  is,  en  fp  <^  360^  wordt  ondersteld. 

Bij  BRiOGs'sche  log.  heeft  men  iip  en  27iijt  nog  met 
M=  0,4343  te  vermenigvuldigen. 

Is  nu  9  =  1,  g>  =  O"*,  dan  wordt  dit : 

*1{1)  =  O  dz  2nin  . 

En  is  9=1,  y=:180^,  zoo  verkrygt  men  (180°=n'radialen): 

*/( —  1)  =  wr  it  2ni^  . 

De  Nep.  logarithme  van  1  heeft  derhalve  niet  alleen  de 
7*eëele  waarde  O,  maar  ook  de  imaginaire  waarden  ^  2ijr^ 
=t  4ijri  enz. 

En  hetzelfde  geldt  voor  de  logarithmen  van  willekeurige 
positieve  getallen.  Slechts  éene  waarde,  de  gewone,  is  reëel; 
alle    andere    waarden    zijn    imaginair.     Zoo  is  bv.  /(2)  niet 
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alleen  =  0,6931 . . . ,  maar  ook  =  deze  waarde,  vermeerdci-d 
of  verminderd  met  eenige  malen  2i-T. 

Daarentegen  zal  /( — 1)  niet  dan  haatjimüre  waarden  heb- 
ben, en  wel  =4=  in,  dr  3^t,  dr  5/:r,  enz. 

En  dit  zal  ook  het  geval  zijn  met  de  logarithmen  van 
willekeurige  negatieve  getallen.  Zoo  is  /( —  2)  r=  0,6931  =t  /,t, 
0,6931  db  3/:^,  b,6931  db  5/:rr,  enz. 

16.  Reeksen  voor  sinx  en  cosx.  Ontwikkelt  men  het  eerste 
lid  van  de  gelijkheid 

e    =  co«  .r  -|-  i  sin  .r, 

waarin  w  in  radialen  (zie  bl.  130)  is  uitgedrukt,  volgens  de 
op  bl.  69  gegeven  reeksontwikkeling  voor  e^,  dan  komt  er: 

^1^12^  1.2.3  ^  1.2.:S.4  ^  1.2.3.4.5  ^  ^ 

of  daar  i^  =  —  1,  /^  =  —  i,  i^  =  -f-  1»  ^^  =  h  ^^-  is,  -ook  : 

x^  x'^  ]  ix         a^  x^  ) 

1 1 etc.}  +i  ( 1 etc. >  = 

1.2^1.2.3.4  I  ^     \\      1.2.3^1.2.3.45  j 

=  cos  X  4"  i  sin  X, 

Door  gelijkstelling  der  reëele  en  imaginaire  gedeelten  in 
beide  leden  (zie  Deel  I,  blz.  190)  verkrijgen  wij  dus: 

X  x^  x^ 

sin  X  =z 1 etc. 

1         1.2.3  ^  1.2.3.4.5 

x^  x^ 

cos  X  =z  1 — —  -] — ^  ^  ^  , etc. 

1.2  1.2.3.4 


Deze  reeksen  convergeeren,  evenals  de  reeks  voor  /,  voor 
alle  mogelijke  waarden  van  x.  (de  leerling  late  dit  ten  over- 
vloede nog  eens  zien).  Zij  dienen,  om  van  de  opeenvolgende 
hoeken  sin.  en  cos.  te  berekenen.  Ook  voor  tg  x  kan  een 
reeks  worden  afgeleid,  maar  deze  is  veel  ingewikkelder,  en 
zullen  wij  hier  niet  ontwikkelen.  Evenmin  de  reeksen  voor 
log  sin.,  log  COS.  en  log  tg.,  welke  alle  in  de  Hoogei'e  Algebra 
worden  afgeleid  '). 


1)  Zie  o.a.  Serret,  Traite  de  Trigonometrie,  4*^"!*"  edit.,  p.  299. 
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Uit  de  bovenstaande  reeksen  blijkt  duidelijk,  dat  bij  x  =  i) 
öinx  tot  X  nadert  en  cosx  tot  1.  Voorts  ziet  men,  dat 
sin{ — x)z=  —  sinx  wordt,  daar  de  reeks  voor  ^ma?  niet 
dan  07ieve}i  machten  van  x  bevat.  Maar  cos{ — x)  blijft  cosx 
vanwege  de  evm  machten  in  de  reeks  voor  cosx. 

Moet    men    nu  bv.  sin  W^  berekenen,  bv.  in  5  decimalen 

nauwkeurig,    zoo    bedenke    men,    dat    1°  =  -—  radialen  is, 

loü 

derhalve  zal 

jt        1  /jrV         1    /'^V 
sin  10°  =  — 1  — )    -\ -I  — 1   —enz. 

18        6  \18j   ^  120  \18j 
zijn.    Nu   is  ^-  =  0,1745329,  T^Y  =  0,0053166,  (^Y  = 

=  0,0001620,    terwijl  —  (  ^  j    reeds  minder  dan  1  X  10~^ 

is.    Wij    kunnen    dus    met    slechts  drie  termen  volstaan,  en 
verkrijgen : 

«n  10°  =  0,1745329  -  0,0008861  +  0,0000013  =  0,1736481, 

derhalve  in  5  decimalen  nauwkeurig  0,17365. 

Daar  de  reeksen  sterk  convei^eeren,  zal  men  ook  voor 
grootere  hoeken  nooit  veel  termen  noodig  hebben. 

17.  Reeksen  voor  Bgtgz  en  Bgsinz.  Uit  de  reeksen 

e*^  =  cos  X  -}-  i  sin  x 
e~'^  -=  cos  X  —  i  sin  •», 

waarvan   de    tweede    ontstaat,    door  in  de  eerste  voor  x  te 
schrijven  —  x,  volgt  door  deeling  onmiddelijk  : 

cos  X  -{•  isin  X       \  -{•  itg  x 
cos  X  —  istn  X       1  —  itg  X 
Bijgevolg  zal 

2f^-/i±i^       , 
1  —  ttgx 

zijn,  of  tgx=r:z  Stellende,  zoodat  x^m  Bgtg z  wordt : 

2i     1  —  iz 
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Nu  zagen  wij  op  bl.  70,  dat 

is.  Vervangen  wij  nu  hierin  z  door  ü,  zoo  wordt 
Bgtgz  =  -{iz  +  ys ^z^  +  '/g iV  -f  . . .), 

t 

derhalve,  daar  ^^  =  —  ^^  e^  =  -|-  z,  enz : 

Bgtgz  =  z  ^  1/3  2:^  -f  i/^  2^  —  epz. 

Deze  reeks  convergeert  voor  alle  waarden  van  z  tusschen 
—  1  en  4"  1>  maar  ook  nog  voor  deze  beide  grenswaarden, 
zooals  de  leerling  zal  aantoonen. 

Stellen  wij  in  de  gevonden  reeks  ^  =  1,  zoo  ontstaat,  daar 
Bgtgl  =  ^U^{^h^)  is: 

1/^^=1-1/3  +  1/3-1/,  +  ..., 

zijnde  de  bekende  reeks  van  Leibnitz,  welke  echter  slechts 
zeer  zwak  convergeert. 

Daar  wij  (blz.  127)  zagen,  dat  V*  n=:Bgtg  V^  +  Bgig^^j  zoo 
verkrijgt  men  een  sterker  convergeerende  reeks,  wanneer  wij 
^  =  Vs  en  1  3  stellen,  en  de  verkregen  reeksen  optellen : 

V,  jt  =  {%-  V3  .  Vs  +  V5  .  ^'32  -  etc.j  + 
+  {Vs  -  Vs  .  V27  +  V5  .  V248  -  etc.}. 

Ook  heeft  men,  daar  Bg  tg  1/2  =  Bg  tg  V3  +  Bg  tg  V7  is 
(zie  bl.  127): 

^UJt  =  2Bgtgy^  +  Bgtg% 

wat  nog  sterker  convergeerende  reeksen  geeft. 

Eindelijk  kan  aangetoond  worden,  daar  2Bgtg^/^=Bgtg^/i^, 
en  2  Bg  tg  V12  =  Bg  tg  '^y^o  is,  dat 

y^Jt  =  4tBgtg  1/5  -  Bgtg^j^^^, 

en  de  hieruit  voortvloeiende  reeks  is  nog  beter  dan  de  voor- 
gaande. De  leerling  berekene  er  si  in  7  decimalen  nauwkeurig 
mede. 

Daar  de  reeks  voor  Bg  tg  z  slechts  bruikbaar  is  tot 
Y4  ;r  (=  45°)  zoo  moet  nog  worden  voorzien  in  het  geval, 
dat  ^  ]>  1,  derhalve  Bg  tg  z  tot  V2  ^  (=  90°)  kan  loopen. 


Nu  is  Bg  cot  z=:Bgtg  '/z,  en  omdat  BgU)z-=.  Vg^  —  Bg  col  z 
is,  zoo  verkrijgen  wij  dus: 

tl       w    1        ,,    1  I 

\  Z  Z  Z  1 

welke  reeks  bruikbaar  is  voor  alle  waarden  van  ^>1. 

Een  reeks  voor  Bg  sin  x  kan  op  de  volgende  wijze  worden 
verkregen.  Wij  zagen  op  bl.  107,  dat 

1  1.2.3  ^         1.2  3.4.5 

welke  reeks  voor  geheeU  waarden  van  n  alleen  bruikbaar 
is,  wanneer  n  oneven  is,  omdat  de  reeks  dan  een  eindig 
aantal  termen  bevat.  Maar  de  reeks  geldt  niettemin  voor 
alle  waarden  van  w;  alleen  wordt  dan  —  evenals  bij  de 
binominaali'eeks  -r-  het  aantal  termen  =  od.    Schrijven  wij : 

sinnx        .  «^—1    .  _      ,   (n*— l)(n2— 9)    . 

zizsinx  —  -—-—-  8in^  x  A ^  ^  ^  ,  ^ —  sin^  x  —  etc,, 

n  1.2.3  '        1.2.3.4.5 

dan  wordt  dit  bij  n  =  O,  waarbij  sinnx  in  nx  overgaat: 

1«        ,  r^3«        ,  1«.3^5« 

"  ^"''^•^ + 1:2:3"" "+ 1^4-:5  "'^ "+ 1.2.3.4.5.6.7""^'^'+  •  •  • 

Stelt  men  nu  nin  x  =:  z,  dan  verkrijgt  men  ten  slotte : 

1    «8      1.3  ^5      1.3,5  gl 

Ba  sin  z  =  z  -\ 1 1 etc., 

^ ^2    3  ^2.4  5  ^2.4.6  7 

welke  reeks  zal  convergeeren  voor  alle  w^aarden  van  2  >  —  1 
en  <  + 1,  en  ook  voor  z  =  ±  1.  (Zie  bl.  43,  Vr.  2). 

Wordt  in  de  verkregen  reeks  voor  z  de  waarde  1  gesteld, 
zoo  verkrijgen  we,  aangezien  Bg  sin  1  =  Vj  « (==  90°) : 

1         1.3         1.3.5 
En    stellen    wij  z  :=  Vj,    dan    ontstaat,    daar  Bg  sin  V»  = 

=  '/«  «  (=  30°)  : 

/6«-^  +  2;^--g-  +  274-5  •  ^  +2X6?7  •Ï28  +  ■  •  • ' 
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waarvan    vooral  de  laatste  reeks  tamelijk  sterk  convergeert, 
in  elk  geval  veel  sterker  dan  die  van  Leibnitz. 

18.  Veelwaardigheid  der  eenheidswortels.  Wanneer  een 
complex  getal  a-\'fn,  dat  onder  den  vorm  q  {cos  ^-{-i  sin  ff) 
is  gebracht,  tot  de  n®  macht  moet  worden  verheven,  dan 
komt  er  volgens  het  geleerde  p"  (cos  n(p  -|-  i  sin  ntp). 

Hieruit  volgt,  dat  omgekeerd  de  eerste  vorm  de  n^  wortel 
is  van  den  tweeden,  d.w.z.  mp  door  y  vervangende,  en  ^> 
door  ?/«: 

"  r— ; **  f         V  .     .     V\ 

\^  Q  (cos  ^  -{-  ifdng))  =V^  Q  .  i  COS \-  isin  —  ). 

V^       n  71 J 

In  het  vervolg  zullen  wij  altijd  p  =  1  stellen,  en  derhalve 
den  nr^  wortel  uit  de  (positieve,  negatieve,  imaginaire  of  com- 
plexe) eenheid  bepalen. 

Daar  cos(p-\'Lsin(p  ook  =cö5(y=fc^X360°)+ATO(ydbi'X36O'^) 
is,  zoo  kan  men  algemeen  schrijven: 

n  T-— -  /9>  .  *X360°\         .    /y^AX360-\ 

V^cos  ip  -Y  i  sin  (f  "=.  COS  \  —  ± \  -\-  sin  \  —  ± I. 

\n  n        J  \n  ^       J 

Neemt  men  hierin  k  van  O  tot  n — 1,  zoo  ontstaan  n  ver- 
schillende   n^  wortels,    daar    het    minusteeken    geen    nieuwe 

fip       k  X  360^\ 

wortels    geeft,    aangezien    altijd    bv.    cosi |  z= 

\n  71         } 

/(f       <n  —  k)  360°\ 
=  C05 1   -  -| 1  is,  met  optelling  van  360°  bij  den 

\n  n  J 

hoek.  En  stelt  men  k  =  n,  enz.,  dan  komt  de  eerste  wortel, 
enz.,  weer  terug,  daar  bv.  cos  f  -  ±  360°  J  +  «in(  -  ii=  SGO"*  J 

weer  ■=^  cos  — y  sin—  is. 

n  n 

Er  zijn  dus  altijd  n  n^-worteh  uit  een  willekeurig  (reëel 
of  imaginair)  getal,  niet  meer  en  niet  minder. 

Zoo    is    bv.    l^^"co«  6Ö^ +"ï72n  60°  =  cos  20"  +  t  nn  20**  = 

=  cos  140°  +  i  sin  140°  =  cos  260°  +  i  sin  260°. 

Bij    den    oorspronkelijken    hoek,    nl.  ^^  /s  =  20°  is   resp. 

,     1  X  360^         2  X  360° 
opgeteld    -— en  -^ ,  of  120'  en  240\ 
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Éen  toepassing  vindt  het  bovenstaande  in  het  bepalen  der 
/i^-wortels  uit  de  positieve  en  neijatieüe  eenheid. 

Daar  1  =  cos  S&O''  -|-  i  **^^  360°,  zoo  lieeft  men  algemeen : 

/360°      ^X360^^       .       /SeO^   ,   AX360°^ 

V^l  =:  cosl 1 j  +  i  MW  1 1 ). 

V^    n n       J v^    n n        J 

Zoo  is  bv. : 
\^\  =  cos  180"*  4-  isin  180°  en  cos 360°  +  idn  360°  =  —  1  en  +  1. 


Schrijven    wij    in    het  vervolg  ter  bekorting  (y)  in  plaats 
van  cosif -{-isinipy  dan  hebben  wij  dus  verder: 

TKl  =  (120°),  (240°),  (360°)  =  —  Vgdz  Vgil^3en  +  1- 
1^  1  =  (90°),  (180°),  (270°),  (360°)  =  dz  i  en  zp  1. 
iKl  =  (72°),  (144°),  (216°),  (288°),  (360°)  = 

J  i/^(-  1  +  1^5)  db  V^il^rO  +  2l^5'(72°)  en  (288°) 

=  l  ^   en  +  1 . 

I  —  i/^(14-v-'5)±V^il^lO-2V"5     (144°)  en  (216")     -!— 

Men  vindt  nl.  (zie  blz.  80): 

cos  72°  =  OM  288°  =  dn  18°  =  '^  (—  1  +  1/  5) 

«>«  144°=co«216°=  —  co«36°=  — 1^1^  «n«36°"=  — 1/4(1 +1/5) 

«M  72°  3=  —  «in  288°  =  '/^  1/ 10  -fTp- 5" 

«^  144"  =  —  sin  216°  =  sin  36°  =  V*  »^  10 —"2  1/5. 

[A-m  18°  is  nl.  =  '/a  koorde  36°  =  V,  aio ;  sin  36°  =  '/«  koorde 
72°  =  V«  as ;   .«»  72°  =  '/j  koorde  144°  =  Vj  diag.  5-hoek]. 

n  n 

De  Vl  hebben  de  eigenschap,  dat  elke  l^l,  tot  de^j^of 

n 

( — ^)®  macht  verheven,  weer  een  V^l  oplevert.  Ditisovei*- 

eenkomstig   de    eigenschap  (v^  1)^^  =  1^(1)^^  =  1^1.    Maar 
het  volgt  ook  van  zelf  uit  bovenstaande  goniometrische  voor- 

n 

Stelling  van  v^l. 

Neemt  men  den  eersten  n®"  wortel,  den  zg.  primitieven 
d.w.z.  dien,  welke  gevonden  wordt,  door     (    >  O  en  ^  360^ 
ondersteld)  onmiddelijk  door  n  te  deelen  —    dan  kunnen  uit 
dezen  alle  andere  wortels  door  achtereenvolgende  machtsver- 
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heffing  worden  afgeleid.  Uit  het  bovenstaande  is  nl.  onraid- 
delijk  duidelijk,  dat  men  bv.  bij  de  iKl  heeft  «2= «^^  a^^za^^^, 
«4  =  «1*  en  «6  =  «2^.  ^ 

Ook   zal    door   vermenigvuldiging  van  twee  of  meer  v^l 


n 


weer  een  anderen  v^  1  ontstaan.  Zoo  is  bij  iK  1  bv.  03  =  «j  X  «2» 

«4  =  «1  X  «3  =  «2^j  enz.  ^ 

Uit  het  bovenstaande  zien  wij  ook,  dat  i^l  een  reëek 
waarde  heeft,  nl.  +1,  wanneer  7i  oneven  is;  en  ^t^^ereëele 
waarden,  nl.  +1  en  — 1,  wanneer  n  even  is.  Alle  andere 
wortels  zijn  imaginair. 

Daar  —  l  =  cos  180^  -f-  isin  180°  is,  zoo  heeft  men : 


n 


/180°      AX360"»\       ,   .    /ISO»      /fcX360''\ 

-  l  ^  coêl ^  -\ I  -|-  »  «n  ( 1 1 . 

\   n  n       /  \'*  **/ 

Zoo  hebben  wij  bv. : 
V^— 1  =  (90°),  (270°)  z=±u 

T^—l  =  (60°),  (1 80°),  (300")  =  V8±  Vei|X3  en  —  1. 

T^—  1  =(45°),(135°),(225°),(315°)=V8l^2±V,iix-2(45°en315°) 

en  -  V«  V/2  ±  1/2  » 1^2  (135°  en  225°). 


n 


Thans   geeft  elke  v^ —  1,  tot  een  oneven  macht  verheven, 

n  n 

weer    een    anderen    l^ — 1.    Want    (v^ — Vf   is  alleen  dan 

n 

=  V^ —  1,    wanneer  p   oneven  (positief  of  negatief)  is.  Ver- 


n 


heft  men  i^ —  1  tot  een  even  macht,  dan  ontstaat  een  V^l. 
Vermenigvuldiging  geeft  nu  alleen  dan  een  nieuwen  wortel, 
wanneer  het  aantal  factoren  oneven  is. 

Nemen  wij  weder  den  primitieven  wortel,  zoo  kunnen  uit 


n 


dezen  wederom  al  de  andere  V^ —  1  worden  afgeleid.  Zoo 
heeft  men  bv.  bij  de  iK — 1,  dat  a2  =  "l^  «3  =  «l^«4  =  «l^ 
«5  =  «1^.  En  hieruit  volgt,  dat  bv.  «j  X  «2  X  «s  =  «1^  =  «5  is. 

n 

Uit    het    bovenstaande    volgt    ook,    dat   v^ —  1   alleen  bij 
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oneven  n  een  reëele  waarde  heeft,  nl.  —  1 ;  alle  andere  wor- 
tels zijn  wederom  imaginair. 

Stellen  wij  de  eenheidswortels  in  een  cirkel  met  den 
straal  1  meetkundig  voor,  dan  zien  wij  dat  bv.  de  vijf 
l^dzl  door  de  hoekpunten  van  een  regelmatigen  5-hoek 
worden  aangegeven,  waarvan  bij  1^1  het  1®  hoekpunt  bij 
72"=V5X360°  ligt,  terwijl  dit  bij  iK— 1  bij  36°=V6Xl80" 
zal  liggen.  Evenzoo  worden  de  vier  iy±:l  door  de  hoek- 
punten van  een  regelmatigen  4-hoek  aangegeven,  waarvan  bij 
1^1  het  Ie  hoekpunt  bij  90"  ligt,  en  bij  ï^—  1  bij  45^  Enz.  Enz. 

Aan  de  hand  van  een  dusdanige  meetkundige  voorstelling 
(de  leerling  teekene  deze  telkens)  kan  men  nog  velerlei 
eigenschappen  illustreeren. 

a.  Zoo  zullen  bij  even  wortels  de  eene  helft  der  wortels 
altijd    het    tegengestelde    zijn   van   de  andere  helft,  overeen- 

komstig  de  eigenschap,  dat  v^a  =  :±  v^a  is.  De  straal,  be- 
hoorende  bij  den  eenen  wortel,  zal  dan  in  het  verlengde 
liggen  van  den  straal,  welke  bij  den  anderen  wortel  behoort. 
Zou  liggen  b.v.  bij  ï^l  (90^  en  (270°),  (180')  en  (360°)  in 
eikaars  verlengde.  En  bij  t^—1  (45*^)  en  (225°),  (1 35") 
en  (315^). 

6 

Bij  V^  1  zal  men  hebben  «4= — «,,  omdata4=aiX«3  ©n 
«3= — 1  is.  Evenzoo  is  dan  «5  =  «2  X  «3  =  —  «2;  ^i^z. 

6 

Bij  V^ —  1  heeft  men  «4  =  a{^  =  o^  x  «1^  =  —  «ij  omdat 
«i*  =  —  1  is;  enz. 

b.  Verder  zullen  de  iuiaginaire  wortels  altijd  paarsgewijze 
eikaars  omgekeerde  zijn.  De  correspondeerende  hoekpunten 
van  den  veelhoek  liggen  in  dat  geval  vertikaal  boven  elkaar. 
Immers  daar  co.s  y  +  i  sin  tp  =  e^'r  en  cos  <p  —  i  sin  g>  =  é?~'V, 
zoo  zijn  deze  beide  uitdrukkingen  eikaars  omgekeerde,  hetgeen 
ook  hieruit  volgt,  dat  {cos  y  +  2  sin  g>)  {cos  g>  —  i  sin  g>)  = 
=  cos'^  fp  +  sin^  y  =  1  is.  De  reëele  gedeelten  zijn  derhalve 
gelijk,  en  dit  voert  tot  de  genoemde  meetkundige  ligging. 

n 

Deze  eigenschap  is  in  overeenstemming  met  1 :  v^d=  1  = 
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n 


=  iXzh  1.     (Is    een    der    wortels    +1  of  —  1,  dan  is  deze 
natuurlijk  het  omgekeerde  van  zich  zelf). 
Zoo  zal  men  b.v.  bij  iKl  hebben  a,  X  «*  =  1,  «^  X  «3  =  1- 

Want  de  eerste  leden  zijn  telkens  =ai^  =  l.  En  bij  i?^ 1 

heeft  men  «i  X  «6  =  «i^"  =  l,  «2Xa4  =  «i^^  =  l.  (zie  boven). 

6  6 

Hetzelfde  bij  v^l  en  v^—  1,  wat  de  leerling  zal  laten  zien. 

c.  Ook  toone  hij  aan,  dat  overeenkomstig  de  eigenschap 
^ —  1  =  —  |K  1  alle  ]K— - 1  verkregen  worden,  door  het 
tegengestelde  te  nemen  van  de  1?^1. 

»  pn 

d.  En    dat    elke   v^l    ook   een  v^l  zal  zijn;   maar  een 

n  pn 

\^ —  1  alleen  dan  een  \^ —  1,  wanneer  p  oneven  is,  anders 
weer  een  v^  1 . 

e.  Ook,  dat  ingeval  p  en  q  onderüng  ondeelbaar  zijn,  alle 

pfi  p 

\y  1  worden  verkregen,  door  alle  v^  1  te  vermenigvuldigen 

met    alle    l^l;  terwijl  alle  v^ — 1  worden  verkregen,  door 

V  q 

eiken  v^ — 1    te   vermenigvuldigen  met  eiken  i^l,  of  eiken 

V^l    met    eiken    1^ — 1.     Waarom    moeten   hierbij  j9  en  j 
onderling  ondeelbaar  wezen? 

Bereken  tenslotte  nog  eens  de  beide  l^dt  /,  en  vergelijk 
de  uitkomsten  met  de  boven  gevonden  t^ —  1.  (zie  ook 
Deel  I,  bl.  193).  O 


1)  Het  kan  zijn  nut  hebben,  thans  nog  eens  aandachtig  in  Deell  §6 
op  bl.  i  62  e.v.  in  zijn  geheel  na  te  lezen.  Vele  daarin  behandelde  zaken 
zullen  nu  na  het  bovenstaande  in  een  geheel  ander  licht  komen,  eii 
duidelijker  worden. 


VIERDE  LES. 


VIERKANTSVEBGELIJEINGEN. 


1.  Oplossing.  Een  vterkantsvergeliiking  of  vergelijking  van  den 
tioeeden  gi'aad  kan  altijd  worden  ternggebracht  tot  de  alge- 
lïieene  gedaante 

ax^  -[-  6.1?  -|-  o  =  O  , 

waarin  de  term  met  x^  niet  mag  ontbreken.  De  coëfficiënt 
b  en  de  „bekende  term''  c  kunnen  =  O  zijn,  maar  niet  de 
coëfficiënt  van  a?^,  nl.  a. 

Gewoonlijk  deelt  men  door  a,  en  dan  wordt  de  vergelijking : 

x^  -\ ;p-j =  0, 

a  a 

of,  Vo  =  P  ön  '^la='q  stellende : 

Dit  is  de  meest  algemeene  en  eenvoudigste  gedaante. 

Ontbreekt  de  coëfficiënt  van  x,  dan  geeft  de  vergelijking 
.r'  +  g  =  O  onmiddelijk  o?^  =  —  q,  derhalve  o?  =  ±:  v^  —  q. 
Twee  tegengestelde  wortels  dus,  die  reëel  zijn,  wanneer  q 
negatief  is. 

Ontbreekt  de  bekende  term,  dan  voert  de  vergelijking 
o?  -{-  px=:{)  tot  X  (x  +  p)  =  0,  of  x  =  0  en  o?  +  p  =  O, 
zoodat  de  wortels  zijn  x  =  0  en  x  =  — 2^- 

Ontbreken  eindelijk  j)  en  q,  zoo  verkrijgt  men  a*^  =  O, 
gevende  .r  =  dt  0. 

Om  de  algemeene  vergelijking,  waarin  geen  enkele  term 
ontbreekt,  op  te  lossen,  gaan  wij  te  werk  als  volgt. 
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a^  -\-  px  =  —  q 

y*p'=  'i^p'  op 

derhalve  na  wortel  trekking,  en  overbrenging  van  7.3/) : 


Deze  formule  moet  uit  het  hoofd  worden  geleerd.  De 
leerling  brenge  haar  onder  woorden. 

Een  vierkantsvergelijking  heeft  dus  altijd  twee  wortels, 
d.w.z.  waarden  van  x,  die  aan  de  vergelijking  voldoen. 

De  uitdrukking  ^Up^  —  q  noemt  men  de  discriminant  der 
vergelijking. 

Van  de  waarde  daarvan  hangt  het  af,  of  de  wortels  i-eëel, 
dan  wel  imaginair  zijn. 

Is  V4  p'^  y>  q,  dan  zijn  beide  wortels  reëel 

»>  V4i>*<7'    ^y      y>       »  y>       imaginair. 

In  het  geval,  dat  74i^"\jui8t  =9  is,  vindt  men  a?= —  ^/^p  ±  O, 
d.w.z.  twee  geljjke  wortels  —  Vi  P- 

Zoo  zal  de  vergelijking  x^  —  3a?  +  2  =  O,  waar  V^p*  —  q  = 
=  "/4  —  2  positief  is,  twee  reêele  wortels  hebben ;  daaren- 
tegen de  vergelijking  .^•'^  +  .r  +  1  =  O,  waar  V4  p"^  —  5^  = 
=  V4  —  1  negatief  is,  twee  imaginaire  wortels.  De  vei^- 
lijking  a?^+6.r+9=0  eindelijk,  waar  V^p^^ — q^=i% — 9=0 
is,  bezit  twee  gelijke  wortels,  nl.  —  3. 

Is  de  bekende  term  q  negatief,  dan  is  natuurlijk  ^Up^ — q 
altijd  positief y  en  zijn  derhalve  de  wortels  in  dit  geval 
steeds  reëel. 

Opmerkingen.  1 .  Heeft  men  de  vergelijking  0.1?'  +  i.r  -^-  c = O 
niet  tot  den  vorm  o?^  -|-  P  ^  +  ï  =  O  teruggebracht,  omdat 
bv.  b  en  c  niet  beide  door  a  deelbaar  waren,  dan  zou 
de  oplossing  geweest  zijn  (de  tweede  wanneer  b  even  is) : 


_  —  b±:^^b'^  —  iac  _  —  Vs  6  =t  V^  I/4  6»  —  oc 

2a  a  ' 

ZiOoals  de  leerling  gemakkelijk  zal  kunnen  afleiden,  èn  door 


waann 
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directe  oplossing,  én  door  in  bovenstaande  oplossing  p  =  */« 
en  q  =  «/a  te  stellen.  De  discriminant  wordt  dan  b^  —  4  ac, 
en  hangt  het  van  de  waarde  van  dezen  vorm  af,  of  de 
wortels  reëel,  imaginair  of  gelijk  zijn.  Het  spreekt  van  zelf, 
dat  dit  op  geheel  het  zelfde  neerkomt  als  het  bovenstaande, 

want  6»  —  4ac  =  ^a^   (  ^  j  —  ~    =  4a«  CUp^  —  gr), 

4a*  altijd  positief  is. 

2.  Zijn  de  wortels  imaginair  (complex),  dan  zijn  ze  altijd 
,, (geconjugeerd*'  of  „toegevoegd"'  imaginair,  d.  w.  z.  is  de  eene 
a  4"  f>ii  dan  is  de  andere  a  —  bi. 

3.  Voor  de  zg.  „goniometrische''  oplossing,  welke  echter 
in  de  praktijk  wel  bijna  nooit  zal  voorkomen,  zie  men 
bl.  123—124. 

Wij  willen  nu  de  vraag  beantwoorden  wat  er  gebeurt, 
wanneer  de  coëfficiënt  van  x,  nl.  a,  hoe  langer  hoe  kleiner 
wordt,  en  tot  O  nadert. 

Maken  wij  daartoe  gebruik  van  den  vorm  (zie  boven) 


a;  =  —  \—b±b 
2a 


i/'-^t- 


4  ac 
Hierin  is  nu  --zr   zeer  klein  t.  o.  v.  1,  derhalve  kan  ge- 

b^ 

schreven  worden: 

2a/  V  6*/! 

zoodat  de  eene  wortel  «i  nadert  tot 

c 

terwijl    de    tweede    wortel  jj^  (met    het    —  teeken    overeen- 
stemmende) nadert  tot 

b        c 

a         o 

d.  w.  z.  tot  OD,  wanneer  a  tot  O  nadert.  (+  oo  bij  negatieve  J, 
—  00  bij    positieve  é,  wanneer  a  positief  wordt  ondersteld). 

10 
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Van  de  beide  woilels  wordt  dus  de  eene  hoe  langer  hoe 
meer  gelijk  aan  dien  der  eerstetnachtsw ergelijking  bx'^c  =  0, 
terwijl  de  tweede  wortel  naar  het  oneindige  gaat,  en  daar 
verdwijnt. 

2.  Eigenschappen    der    wortels.    Telt    men    de    wortels 
«  =  —  ^/zp  =t  ^  VéP*  —  ?  bij  elkaar  op: 


a; 


^2  =  —  V2  j>  —  ^  V4y^  —  g 
X|  4-  3^2  =  —  p, 

zoo  zien  wij,  dat  (a  =  1  ondersteld)  de  som  der  wortels 
altijd  gelijk  is  aan  den  coëfficiënt  van  x  met  het  tegen- 
gestelde teeken. 

Vermenigvuldigt  men  de  wortels  met  elkaar,  dan  ontstaat : 


•^1  =  —  V2P  +  ^^Up^—q 
^2  =  —  V2  j>  —  ^  V^y^^ 

a?i  J?2  =  V4P®  —  (V4P'  —  ?), 

derhalve  Xi  x^  =  q, 

in    woorden  :    Het  product  der  wortels  is  altijd  gelijk  aan 

den  bekenden  term  met  het  zelfde  teeken. 

Deze  eigenschappen  stellen  ons  dikwijls  in  staat  op  het  oog 

de   wortels    van  een  vierkantsvergelijking  neer  te  schrijven. 

Zoo    zullen    die    van    a^  —  7a?  + 10    blijkbaar    2  en  5  zijn, 

omdat  2  +  5  =  7  (het  tegengestelde  van  — 7)  en  2X5=10 

is.    En    die    van   x^  —  2a)  — 15    zullen    -|-  5    en    —  3  zijn, 

wijl    +5  —  3  =  +  2    (het    tegengestelde    van    —  2),    en 
(+  5)  (_  3)  ::^  _  15  is.  Enz. 

Ook  aangaande  het  teeken  der  wortels  (wanneer  deze  nl. 
reëel  zijn)  kan  men  nu  van  te  voren  zekerheid  erlangen. 
Is  q  positief y  dan  zijn  de  wortels  óf  beide  positief  (wanneer 
p  negatief  is),  óf  beide  negatief  (wanneer  p  positief  is).  Is 
daarentegen  q  negatief,  dan  is  de  eene  wortel  +,  de  andere  — . 
De  grootste  zal  +  zijn,  wanneer  p  —  is,  en  — ,  wanneer 
P+  is. 

Zoo  weet  men  van  te  voren,  dat  de  wortels  van  x^ — lx — 11 
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tegengesteld  van  teeken  zullen  wezen  :  de  grootste  is  +,  de 
kleinste  — .  En  dat  die  van  x^  —  5a?  +  2  beide  +  zullen 
zijn.  Inderdaad  geeft  de  oplossing  der  tweede  vergelijking 
(volgens  de  formule  met  a,  h  en  c)  x  =  ^fz{h±\^2h—%)z=i 
=  1/2  (5  db  i^  17)  =  V2  (5  ±  4,1231)  =  4,562  en  0,438.  Daar- 

ent^en  zal  de  eerste  vergelijking  geven  x=z^l^{^  ±  V^49+44)= 
=  1/2  (7  db  i^  93)  =  V2  (7  dz  9,6437)  =  8,322  en  —  1,322. 

Ook  is  4,562  +  0,438  behoorlijk  =  5,  en  4,562  X  0,438  =:  2; 
terwijl  8,322  —  1,322  =  7  is,  en  8,322  X(— 1,322)=— 11, 
zooals  de  leerling  eens  zal  controleeren. 


).  Ontbinding  in  factoren  van  een  willekeurigen  vorm 
van  den  tweeden  graad.  Schrijft  men  den  vorm  ax^'\-bx-\'C 
in  de  gedaante 

dan  kan  men  volgens  §  2  voor  p  schrijven  —  {x^  -|-  ^2), 
terwijl  q=zxi  x.i  zal  zijn,  wanneer  xx  en  x^  de  wortels  zijn 
der  vergelijking  o?^  +  p  2?  +  5  =  O  of  oo?*  -|-  ia;  +  c  =  0.  Wij 
verkrijgen  dan : 

a{a^  -{-  px  -{•  q)z=za{üfi  —  (^1  ^  x^a  -\-  x^  otj), 
zoodat  wij  ten  slotte  verkrijgen: 

a  x^  -]- bx  -{-  c  ^=-  a  {x  —  x{)  (x  —  x^. 

Elke  vorm  van  den  tweeden  graad  is  dus  gelijk  aan  den 
coëfficiënt  van  x^ ;  vermenigvuldigd  met  Xy  verminderd  met 
den  eersten  wortel ;  vermenigvuldigd  met  o?,  verminderd 
met  den  tweeden  wortel  der  vergelijking,  die  men  verkrijgt, 
door  den  gegeven  vorm  =:  O  te  stellen. 

Dat  de  bovenstaande  uitkomst  juist  is,  kan  men  ook  door 
redeneering  afleiden.  Immers  is  xi  een  wortel  der  vergelijking 
aa^  +  é;c  +  c  =  O,  dan  wordt  ax^  -f"  ^-^  +  ^  d^s  =  O  voor 
X  =  a?j,  en  dan  moet  (zie  Deel  I,  bl.  65)  die  vorrti  deelbaar 
zijn  door  x  —  a?i,  ook  al  is  xx  imat/inair.  Even  zoo  zal  de 
genoemde  vorm  een  factor  x  —  x.2  moeten  bevatten,  vanwege 
den  tweeden  wortel  x^-  En  daar  (x  —  X])  (x  —  x^)  een  vorm 

10* 
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van  den  tweeden  graad  oplevert,  waarvan  de  eerste  term 
=:^*2  is,  terwijl  de  gegeven  vorm  cu?'  bevat,  zoo  moet  nog 
bovendien  met  a  worden  vermenigvuldigd. 

Deze  laatste  redeneering  voert  op  geheel  dezelfde  wijze 
tot  de  meer  algemeene  eigenschap,  dat  een  vorm  van  den 
derden  graad,  bv.  ao^  -|-  hx^  +  <^'  +  ^>  ^^  ontbonden  wor- 
den in  a(x  —  X\){x  —  Xi)(x  —  a?3),  wanneer  x^^  x%  en  j?3  de 
wortels  zijn  der  vergelijking  ao?  +  &a;*  +  ca?-|-rf  =  0;  dat 
een  vorm  van  den  vierden  graad,  bv.  aa^  -j"  ^^  +  <^^  4"  ^^  +  ^» 
kan  ontbonden  worden  in  a  (o?  —  x{)  {x  —  x^)  {x  —  x^)  {x  —  ^^4), 
wanneer  xi,  x^y  x^  en  x^,  de  wortels  zijn  der  vergelijking 
öw?*  -}-  bx^  -^  cx^  -\-  dx  -{-  e  -=  0.    Enz.  Enz. 

Het  is  daartoe  slechts  noodig  te  bewijzen,  dat  een  ver- 
gelijking van  den  derden  graad  inderdaad  altijd  drie 
wortels  heeft ;  enz. :  een  vergelijking  van  den  n^^  graad  altijd 
n  wortels. 

Nemen  wij  daartoe  als  bewezen  aan  (dit  geschiedt  in  de 
Hoogere  Algebra),  dat  een  vergelijking  van  den  n^  graad 
minstens  eén  wortel  (reëel  of  imaginair)  bezit,  (het  z.  g. 
theorema  van  d'Alembert).  Zij  die  wortel  =a?i,  dan  is  van 
de  vergelijking  Pn  =  O  het  eerste  lid  zeker  door  x  —  Xj 
deelbaar.  (Deel  I,  bl.  65).  Na  deeling  van  P„  door  x  —  x\ 
verkrijgen  wij  dus  een  vorm  van  den  (n  — 1)«°  graad,  n.1. 
P„-_i .  Nu  zal  de  vergelijking  P„_i  =  O  volgens  het  theorema 
van  d'Alembert  weer  minstens  één  wortel  hebben.  Noemen 
wij  dien  x^,  dan  is  dus  Pn-i  deelbaar  door^  —  ^r^,  en  komt 
er  als  quotiënt  een  vorm  Pn  -  2  van  den  {n  —  2)«"  graad. 
Zoo  kan  men  doorgaan,  en  aantoonen,  dat  er  inderdaad  n 
wortels  zijn,  en  dat  de  gegeven  vorm  P  deelbaar  moet  zijn 
door  X  —  a?i,  x  —  a?2,..a?  —  a»„,  waarna  er  een  getal,  nl.  a, 
overblijft.  Voor  P„  kan  dus  geschreven  worden : 

Pn:=z  a  {x  —  x{)  {x  —  x^)  ...  (4?  —  a„). 

De  boven  afgeleide  eigenschap  van  het  eerste  lid  van  een 
vierkantsvergelijking  is  dus  slechte  een  bijzonder  geval  van 
een  zeer  algemeene  eigenschap. 

Die  eigenschap  zegt,  dat  elke  vorm  P„  van  den  n«n  graad 
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ontbindbaar  is  in  n  factoren  van  den  eersten  graad.  En  die 
factoren  zijn  bekend,  zoodra  de  worteh  der  vergelijking 
P„  =  O  bekend  zijn. 

Nu  kunnen  er  onder  die  wortels  zeer  goed  meerdere 
imaginair  zijn,  zoodat  ook  de  factoren  niet  alle  reëel  behoe- 
ven te  wezen.  (Onder  de  reëele  factoren  kunnen  er  natuur- 
lijk meerdere  aan  elkaar  gelijk  zijn).  Theoretisch  kan  dus 
elke  geheele  vorm  in  factoren  worden  ontbonden ;  practisch 
niet  altijd. 

Keeren  wij  na  deze  uitweiding  tot  onzen  tweedengraads- 
vorm  terug.  Wij  zagen,  dat  indien  de  wortels  bekend  zijn, 
ook  de  factoren  kunnen  worden  opgeschreven.  Maar  omge- 
keerd zullen  uit  de  factoren  ook  de  wortels  bekend  zijn. 
Heeft  men  bv.  de  vergelijking  a^  —  7a?  -|-  12  =  O,  dan  ziet 
men  onmiddelijk,  dat  het  1®  lid  kan  ontbonden  worden  in 
(x  —  3)  (j?  —  4),  zoodat  de  worteJs  3  en  4  zullen  zijn.  Dit 
komt  echter  geheel  op  het  zelfde  neer  of  men  de  wortels 
op  het  oog  bepaalt  (zie  boven)  door  toepassing  der  eigen- 
schappen Xi  +  a?2  =  —  p,    a?i  +  .a?i  =  q. 

Ontbinden  wij  als  toepassing  van  het  bovenstaande  den 
vorm 

2^«  +  3.1?  —  7 

in  factoren.  Voor  de  wortels  der  vergelijking  2a?*-|-3.i? — 5=0 
vindt  men  door  middel  van  de  formule : 


a  —  i/^(-3zfc  V^9+56)  =  7^(—  3  zb  l^  65). 

Men  heeft  mitsdien  : 

2.r«+3a?— 7=2[;c  — V4(— 3-|-l^65)][.i?  — VéC— 3  — 1^65)]=: 

=  i/g(4^.  -f  3  —  l^  65)(4r  +  3  +  1^65). 

Dat  deze  uitkomst  juist  is,  kan  men  hieruit  zien,  dat 
(4r  +  3)  +  v^  65,  vermenigvuldigd  met  (4c  +  3)  —  v^  65, 
oplevert  (4r  +  3)^  — 65  =  16^*  +  24a?— 56=8(2.i?«  +  3a?— 7). 

De  gegeven  vorm  heeft  alzoo  onmeetbare  factoren,  welke 
in  de  praktijk  evenmin  als  factoren  Avorden  beschouwd  als 
imaginaire. 
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4.  Vraagstukken.  Los  nu  de  volgende  vierkantsvergelijkingen  op. 

1.  a?»— 3^l^2=:  — 1 -h  V^6. 

2.  (2+V^5)/ï?»+  (3  +  2l^5)«— (9  +  3v/5)  =  0.  (Deeleerst 
door  2  +  V^5), 

3.  .1?  1^ 5  —  10  V^^r^^  ==  -  2  v/5.  (Zonder  10  V^«  —  2  in 
éen  lid  af,  en  verhef  daarna  in  het  vierkant ;  denk  aan 
het  invoeren  van  wortels:  gegeven  worteluitdrukkingen 
worden  nl.  altijd  positief  ondersteld). 

4.  v^ [—  8  4- ^ l-^2(a?3— 1)]  =  V^A-«+lll.  (Antwoord :  +  17 

en  —  7z). 

5.  1^2;»—  1  +  l^3«  +  1  =  7.  (Breng  éen  wortel  over  naar 
het  2e  lid). 

6.  v^5a?—  6  db  l^3.r  +  7  =:V^lla?+  16.  (Welke  waarden 
voldoen  bij  +,  welke  bij  — ?). 

7.  v-^YO^^l  ±  1^3^  +  4  =  V^7a?  — 3.    (ld.). 

8.  \^'\2ö+l  ±  V^42?  +  l  =  db V^21a?  +  22.  (Maak 4 teeken- 
combinaties). 

9.  \^hx+\  db  V/4«  — 3  =  db  1^  15^  +  4.    fld.). 


10.    V^a^  +  6  + V^c^  +  d  =  V^p.^  +  9. 

Voorbeeld  van  oplossing.  Zij  gegeven  de  vergelijking 

V^7^+  72  db  V^2^  +  2=  =t  V^6a'  +  7. 
Verhef  beide  leden  in  het  vierkant ;  dit  geeft : 

9^  4-  74  db  2  V^14^''2  +  158^ -h  144  =  6.^  +  7, 
of         d=  2  V^  14;»*  +158^  +  lïr=  —  (3«  +  67). 
Nu  nogmaals  in  het  kwadraat  verheffende,  verkinjgt  men : 

56flj«  +  632.1?  +  576  =  9ic^  +  402a?  +  4489, 
of  47.t;2  +  230^  —  3913  =  0. 

Hieruit  vinden  wij: 

—  115  d=  V^  13225  +  183911       —  115  ±  444 
^  = 47  47 
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derhalve  a?  =  7en^=  —  1 1*%7  . 

Door  de  twee  achtereenvolgende  kwadraatsverheffingen 
kunnen  wortels  zijn  ingevoerd.  Siibstitueeren  wij  der- 
halve de  gevonden  waarden  in  de  gegeven  vergelijking. 
De  waarde  7  geeft: 

1^121  dbV/ 16=  dz  v/49,  of  11  db4=  dz  7. 

Deze  waarde  voldoet  derhalve  alleen  bij  11  —  4  =  +  7. 
De  waarde  —  11*V47  8®®^  • 


l^_  uia/^^  zfc  l^—  2187/47  =  =t  1^—64^7/47  » 

of  door  V^—  V47  deelende : 

l^  529  db  1/  1*024  =  dz  1/  3025, 

derhalve  23  d=  32  =  dz  55. 

De  negatieve  waarde  voldoet  dus  alleen  bij  23  -}-  32  = 
=  +  55.    Wij  vinden  alzoo  ten  slotte :     . 

i   bij  +  +  voldoet  alleen  .i?  =  —  1 1*7*7 

<    bij f-        „  „       a  =  7 

f   bij  -j en  bij voldoen   geen  waarden  van  as, 

11.  .«*  —  13^2  4-  36  z=  0.  (Dit  is  een  vierdemachtsvergelijking 
„van  den  tweedemachtsvorm" ;  stel  x^  =  y). 

12.  2i)^a?  +  i^4?  =  35.  (Stel  iya!  =  y,  en  denk  er  aan,  dat 
l^a  niet  negatief  mag  zijn,  daar  deze  altijd  in  een 
gegeven  vorm  positief  wordt  ondersteld). 

13.  (X  —  3)5  +  (7  —  x)^  =  244.  [Schrijf  voor  (7  —  x)^  in  de 
plaats  —  {x  —  7)s,  en  stel  x  —  b  =  y  (waarom?)]. 

14.'  a?  —  6  v^j?  —  T^A'3  =  0.  (Voer  gebroken  exponenten  in, 
en  deel  door  x%  Waaraan  moet  men  dan  denken?). 

15.    {x  —  v^x)^  +  {x'-'V^x)^  =  20. 


16.    3fl?V^fl?2  4- 15  — 5^'^rl^.^?2+  15  =  2. 
1  +  2  V^x        2  —  V^x 

18.    ar*  —  2«3  +  «  =  30.  (Stel  x^  —  xzn  y). 
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19.  ^(a  +  «)«  +  10  ^(o  —  xf  =  l  l^(o«  —  ««). 

(Stel  ^a  +  X  =p,  ^  a  —  a!  =  q,  en  ontbind  daarna 
het  1*  lid  der  „op  O  herleide"  vergelijking,  d.w.z.  waar- 
van het  2*  lid  =0  gemaakt  is). 

20.  (««-10«+17)«+3(«  — 5)«  =  28.  (Stel.*'— 10*+ 17=y). 

21.  (.T  —  4)t  —  5  (jr«  -  8x)  =  94. 


22.  V"2«*  —  3«  +  4  +  2««  =  2  +  3a:. 

23.  {x  —  1)(6  —  «)(«  —  9)(i  —  x)  =  216.  (Stel  «  —  5  =  y). 


24.  Wat  is  de  waarde  van  1/ {2  +  1/ [2 +  1^2  +  1^ {2 +  ...}!}? 

Oplossing.  Stel  de  vorm  =  x,  dan  is  blijkbaai 
x=:^^2+x.  (waarom  ?)*  Hieruit  volgt  x  =  2.  Wat  wordt 
de  waarde,  wanneer  2  door  6  wordt  vervangen? 

25.  Wat   is  de  waarde  van  (i/2)(t/2/'' *^' ?  (Zie  Vr.  24.    De 

X 

oplossing  voert  tot  1^.1?  =  ^ 2,  derhalve  az=i2). 

Dit  vraagstuk  geeft  tot  een  zeer  merkwaardige  gevolg- 

trekking  aanleiding.    Heeft  men  nl.  algemeen  «  =  a«"  , 

dan  is  dus  «  =  a  ,  derhalve  l^a  =  a.  Nu  is  iK  1  =  1 ; 
]K2  =  1,41;  1^3=1,44;  1^4  =  1^2  =1,41;  iK5  =  l,38; 

10 

V^  10  =  1,26;  enz.    Dit   nadert  dus  weer  tot  1  (zie  bl. 

55).    (Later  zullen    wij   zien,  dat  het  maximum  bereikt 

wordt  bij  ^  =  e).  Nu  zou  men  dus  kunnen  denken,  dat 

l  44"'  1  41'* 

1,44  *      =  3 ;  1,41  *      =4;  enz.,  zoodat  men  de  t^en- 

l  41*' 

strijdigheid   zou   zien   ontstaan,   dat  1,41  '        tegelijk  2 

X 

en    4   zou    wezen,   naarmate  men   v^.«   beschouwt  als 

2  4. 

v^  2  of  als  V^  4.  Het  spreekt  van  zelf,  dat  slechts  éen 
uitkomst  juist  is,   en  wel  a  =z2.    Men   moet   nl.  altijd 

X 

bij  de  oplossing  der  vergelijking  1/^  =  0  van  de  twee 
mogelijke  waarden  van  a,  die  daaraan  voldoen,  de  klehh 
ste  nemen,  d.w.z.  die,  welke  <:^  e  is. 
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De   grootste    waarde,   die  men  aan  a  kan  geven,  is 

*  1  445'* 

i^  ^  =  1 ,445 ;  dan  geeft  1,445  *       tot  uitkomst  de  waarde 

^=2,718.  Een  grootere  waarde,  aan  a=:V^x  gegeven, 
voert  onmiddelijk  tot  een  onmogelijke  uitkomst  voor  o?.  In 
werkelijkheid    is   x   dan  echter  =  oo ;  men  mag  nl.  in 

dit   geval   de  vergelijking  x  =  a^     niet  meer  oplossen 

als  X  =  a.  Want  is  x  oneindig,  dan  is  a  z=i(x>  van  een 
oneindig  hoogere  orde,  en  kunnen  de  beide  x  onmo- 
gelijk de  zelfde  waarde  hebben,  wat  toch  in  boven- 
staande oplossing  werd  ondersteld.  Alleen  dan,  wanneer 

a«      eindig  blijft,  en  dat  is  zoolang  a  <^v^^(=  1,445), 

mag  men  ^llen  x  =  a  .  Het  komt  er  dan  nl.  niet  op 
aan  of  éen  a  (de  eerste)  in  de  oneindige  reeks  wordt 
weggelaten. 

x-\-V^x       a^ — X 

26.    =  — T —  .    (Deel    beide   leden    door   .i?  +  V^  j? : 

waarom    mag   men   nu   ^  +  \^x  niet  =  O  stellen  ?  En 

a-\-\^a  9 

waarom  zou  uien  bij  de  oplossing  van  =  -^ — 

den  vorm  x  -—  \y"x  niet  =  oo  mogen  stellen  ?). 

De    volgende    exponentiaalvergelükingen    leiden 
alle  tot  vierkantsvergelijkingen. 

x—l  24-3 

27.  1^  1296  :  l^  46656  =  6.   (Welke  machten  van  6  zijn  de 
getallen  onder  de  i^-teekens  ?). 

r+l  4a:— 3 

28.  625"^^ :  15625^''"*  =  0,04. 

29.  4*+^  +  4^"^  =  260.  (Stel  4^  of  4'""^  =  y). 

4 

30.  log  x^  — =  1.  (BRiQQs'sche  log.). 

log  X* 

31.  100^"'^'-'^  =  ^.     (id.). 
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32.    w^''^'^'^=l.    (id.). 

33.  yy^^ — =0,001.  (id.). 

De  nu  volgende  Vraagstukken  hebben  alle  betrekking 
op  de  eigenschappen  der  wortels. 

34.  Van  welke  vergelijking  zijn  de  wortels  resp.  gelijk  aan 
de  som  en  het  product  van  die  van  «*  — 13^  -|-  36  =r  O? 

35.  Schrijf  een    vergelijking   op,    waarvan    de    wortels  het 
(yingekeerde  zijn  van  die  van  £Lr*+6^+c=0.  (Stel4?=:7y). 

36.  En   het   tegengestelde   van   die   der   zelfde  vergelijking. 

(Stel  x  =  —  y). 

37.  Van    welke   vergelijking   zijn   de   wortels    5   eenheden 
minder  dan  die  van  3^^  -f  2^  —  7  =  0? 

38.  Bereken  de  som  der  kwadraten  van  de  wortels  der  ver- 
gelijking ax^  '\'bx  -^  c-=,Q. 

39.  Hoe  groot  moet  q  zijn  in  de  vergelijking  «^—5«-|-9=<*» 
opdat  het  verschil  der  kwadraten  der  wortels  =55  zij  ? 

40.  En  p  in  fl?^  -f  jp«  —  68  =  O,  opdat  dit  verschil  =  32  zij  ? 

41.  Welke    betrekking   moet  er  bestaan  tusschen  de  coëffi- 
ciënten   der    vergelijking   ax^  -f  6.r  -f  c  ^  O,   opdat   het 

{t  -U  1)2 

quotiënt  der  wortels  =<  zij?  (Antwoord:  6'= ac). 

42.  En  opdat  het  verschil  =t  zij?  (Antwoordt*— 4ac=rt2a^. 

43.  Van  welke  vergelijking  zijn  de  wortels  O,  3  4- 1^  5  en 
3  —  1^5? 

44.  En    welke    vergelijking   heeft    tot    wortels    die   van  de 
vei^lijkingen    a?*  -|-  5«  —  7  =  O  en  2.2?^  —  Sa?  -f  1=0? 

45.  Waarom  zijn  de  wortels  van  (.r— 4)®+0^+2)*+0^— 1)'=0 
altijd  imaginair? 

ü*  Ö* 

46.  Bewijs,  dat  de  vergelijking 1 =  1  altijd  reeële 

X — a      X — o 
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wortels  heeft,  welke  i*eëele  waarden  men  ook  aan 
a,  bj  p  en  q  geeft. 

Oplossing.  Deze  vergelijking  leidt  tot  «*— (p* + ?® +«+ 6)« + 
+  {p%  -{-  q^a  +  ab)  =:  O  De  discriminant  daarvan  is  nu 
(jp*  +  ?*  +  ^  +  ^)^  —  4  (P^^  +  9^^  +  ö6),  waarvoor  men 
blijkbaar  schrijven  kan  (p*  —  j*  +  «  —  f>)^  +  4p2j^.  En 
dit  is  de  som  van  twee  kwadraten,  derhalve  altijd  positief. 

De  leerling  stelle  eens  in  de  gegeven  vergelijking 
a}  =  m-\'  ni,  en  onderzoeke  tot  welke  tegenstrijdigheid 
dit  zou  leiden. 

47.    Bewijs  nu  het  zelfde  van  de  vergelijking 

111 

+ 7  + =0. 


4?— a      x-^b      a?— c 

[Dit  voert  tot  {a'\-b-\'e)^  —  (0b'\'ac-^bc\  hetgeen  zeker 
+  is,  daar  volgens  Deel  I,  blz.  111  (a  +  6  +  cf  zelfs 
>  3  (aft  +  oc  4-  ftc)  is]. 

Ook  hier  substitueere  de  leerling  eens  «  =  p  +  jf . 

x-^-a      X'\'b      x-^c 

48.  Hoe    kan  men  de  vergelijking 1 r  H =  O 

X — a      X — b      X — c 

tot  de  voorgaande  terugbrengen? 

49.  Hoe  moet  men  q  nemen  in  de  vergelijking  .«*— 6«*+^=0, 
opdat  alle  4  wprtels  reëel  zijn  P  En  opdat  ze  alle  imagi- 
nair zijn  P  En  ook  opdat  2  wortels  reëel  zijn  en  2  ima- 
ginair P  Kunnen  er  4  gelijke  wortels  zijn^  of  2  paren 
of  éen  paar  P  Hoe  groot  moet  q  dan  zijn  P 

50.  Onderzoek  eens  op  de  zelfde  wijze  de  vergelijking 
(a_i)^*-(2a  +  l)a?2  +  (a  — 3)  =  0.  Welke  zijn  de 
grenswaarden  voor  a  in  al  die  gevallen  P 

51.  Welke  betrekking  bestaat  er  tusschen  de  wortels  der 
vergelijkingen  <w;* -|-6^-|-c  =  0  en  «^  +  6^-l-a<5  =  0? 

52.  En   tusschen   de  coëfficiënten  der  vergelijkingen 
opdat  deze  een  wortel  gemeen  hebben  P 
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[Stel  „^  -h^  v^W^^ii^  ^  -,.±v^E?=I^ 

aan  elkaar  gelijk.  Men  zal  dan  na  eenige  herleidingen 
voor  de  gevraagde  betrekking  vinden : 

53.  Welke  betrekking  moet  er  bestaan  tusschen  de  coëffi- 
ciënten der  bovenstaande  vergelijkingen,  opdat  een  wortel 
der  eene  vergelijking  het  omgekeerde  is  van  een  der 
andere  vergelijking?  (Breng  dit  tot  het  voorgaande 
vraagstuk  terug). 

54.  Bewijs,  dat  wanneer 

(o  -f  ba)^  +  (P  +  9^)^    ön    (a  +  cj?)*  +  (P  +  ^^)* 

volkomen    vierkanten    zijn,    dit   dan   ook  het  geval  zal 

wezen  met  (6  4  ^)^  +  (?  +  ^^)*- 

[Men  kan  hierbij  gebruik  maken  van  de  eigenschap, 
dat  wanneer  een  vorm  van  den  tweeden  graad  een 
volkomen  vierkant  is,  deze  vorm,  =  O  gesteld,  gelijke 
wortels  zal  hebben,  en  omgekeerd. 

Immers,  daar  aa^  -^  bx  -{-  c=:a{a!  —  Xi){a  —  a^)  is, 
zoo  zal  noodzakelijk,  wanneer  a.r*  -\-  bx  -{  c  een  vier- 
kant is,  xi  =  x^  moeten  wezen,  (en  ook  a  een  vierkant). 

Nu  is  de  voorwaarde  voor  gelijke  wortels  fr*  =  4ac, 
en  dit  kenmerk  kunnen  we  dus  in  het  bovenstaande 
vraagstuk  toepassen. 

(Ook  buiten  de  gelijke  wortels  om  weet  men,  dat 
zal  flur*  +  6^  +  c  een  vierkant  zijn,  6  =  2  l^a  •  v^c  moet 
wezen,  derhalve  i*  =  4ac). 

Nu  kan  men  voor  de  gegeven  vormen  schrijven : 

(6«  +  q^)x^  +  2  (aft  +  pq) x  +  (a«  4-p«) 
en  (c*  +  r*)  o?*  +  2  {ac  -j-  pr)  x  +  (a*  -|-  />*)• 

Derhalve  zal  (aft+jp?)*  =  (6*  +  ?*)(«*+/>^),  en  eveneens 
{ae  -f  prf  =  (c^  +  7^)(a^  -|-  p^)  zijn.  Uit  de  1^  vergelijking 
volgt  2abpq^=a^q^-\-b^p^^  en  uit  de  tweede  2aqE)r=aM+c2p*. 
Mitsdien     is     {aq  —  bp)^  =  0      en     {ar  —  cp)*  =  O,     of 
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a       p  a       p 

—  =  —   en   —  =  — ,    waarvoor    men    ook   kan  schrijven 

o        q  e        r 

a:b:  cz=zp:q:r. 

Zal  nu  ook  (c«  +  r«)^^  +  2  (6c  +  yr)«  +  (6*  +  ^)  een 
vierkant  zijn,  dan  moet  {bc  +  qr)^  =  (c*  -f  r^)  (6«  -f  g*) 
wezen,  of  2bcqr  =  6^r*  +  c*y^,  hetgeen  leidt  tot  br  =  cq 
of  bic^qir,  hetgeen  met  het  bovenstaande  in  over- 
eenstemming is]. 

5.  Vei^eUijkmgen  van  den  tweeden  of  hoogeren  graad 
met  meer  dan  éen  onbekende.  Alles  komt  hier  neer 
op  het  oordeelkundig  elimineeren  van  onbekenden,  zoodat 
men  ten  slotte  éen  vergelijking  in  oplosbaaren  vorm  over- 
houdt. Wij  kunnen  niet  anders  doen  dan  door  eenige  Voor- 
beelden —  ieder  een  bepaald  type  vertegenwoordigende  — 
laten  zien  hoe  men  in  de  meest  voorkomende  gevallen  han- 
delt. Nog  meer  dan  vroeger  zij  men  thans  op  zijn  hoede 
met  het  invoeren  of  verduisteren  van  wortels. 

a.  3j?  —  2y  =  4     ;         x^  +  2^y  —  3y^  =  5. 

In  dit  geval,  wanneer  nl.  éen  veigelijking  van  den  eersten 
graad,  en  éen  van  den  tweeden  is,  lost  men  een  der  onbe- 
kenden uit  de  eerste  vergelijking  op,  en  substitueert  de 
waarde  daarvan  in  de  laatstgenoemde  vergelijking,  aldus : 

y  =  V8(3^-4)     ;         ^a  +  ^(3«?  — 4)  — 3/4(3^  — *)*  =  5, 

De  laatste  vergelijking  geeft,  na  vermenigvuldiging  met  4,  en 
herleiding  op  O,  de  vierkantsvergelijking  llz:* — 5&i?-|-68=0, 
waarvan  de  wortels  zijn  o?  =  2  en  3^/n.  De  daarmede  over- 
eenstemmende waarden  van  y  zijn  y=l  en  2^V22>  zoodat  we 
ten  slotte  twee  stellen  waarden  hebben,  die  aan  de  gegeven 
vergelijkingen  voldoen,  nl.  j?=2,  y=l  en  x  =  37ii,  y  =  2'V3g. 

b.  (^  4-  ^gy  +  ^y8  +  y^){x  +  y)  =  1225 

(^  -  ^V  +  xy^  -  y3)  (x^y)  =  25. 

1«  Oplossiny.  Men  kan  de  1*^  leden  dezer  vergelijkingen 
verder  ontbinden,  en  schrijven  : 
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Deeling  geeft  nu  — — ^  =:  49,  derhalve =r  ±  7. 


(4r  +  y)«  (.1^  +  y*)  =  1225     ;         («;  -  y)»  (««  +  y*)  =  25. 

^  =  49,  derhalve  ^ 

Nu  kan  men  y  in  o?  uitdrukken,  gevende  y  =  ^/^x  of 
y  =  *  3  w,  en  dit  substitueeren  bv.  in  de  tweede  der  laatste 
vergelijkingen.  Men  verkrijgt  dan  ^^256^*= 25  of  *V8i«»*=25, 
gevende  a?*=256  of  81,  derhalve  a?«==fcl6  of  :t9;  .r==b4 
én  db  4i,  of  ^  =  :±:  3  en  db  3/.  Bedenkt  men  nu,  dat  bij  het 
eerste  stel  waarden  van  x  behoort  y  ==  V4  ^>  bij  het  tweede 
stel  y  =  Vs  ^»  ^^^  verkrijgt  men  ten  slotte : 

« =  4,     -  4,     U,     —  4t,     3,     —  3,     3t,     —  3ï 
y  =  3,     —  3,     3t,     —  3i,     4,     —  4,     4t,     —  4t, 

of  a;  =  3,  y  =  4  ;  a:  =  —  3,  y  =  —  4  ;  a;  =  3i,  y  =  4ï ; 
o?  =  —  3e ;  y  =  —  4z ;  en  omgekeerd. 

Dat  men  o;  en  y  kan  verwisselen,  blijkt  ook  uit  de  gege- 
ven vergelijkingen,  die  niet  veranderen,  wanneer  men  x 
door  y  vervangt  en  y  door  x.  En  daar  de  1«  leden  der 
beide  vergelijkingen  homogene  vormen  van  den  4<'°  graad 
zijn,  zoo  weet  men  van  tevoren,  dat  van  alle  waarden  ook 
de  tegengestelden  voldoen. 

2^  Oplossing.  Men  l^ad  de  gegeven  vergelijking  evenwel 
nog  anders  kunnen  oplossen.  Optelling  en  aftrekJdng  der 
1«  leden  geeft  nl. : 

2  (^'-  +  y«)«  =1250     ;  4^y  {x^  +  y^  =  1200 

a?«  +  y»  =  db  25        ;  xy  {x^  +  y«)  =  300. 

Deding  geeft  nu  ;cy=dbl2,  en  men  heeft  alzoo  optelossen : 
«»  +  y»  =  25,  xy  =  12     en     a?«  +  y*  =  ^  25,  xy  =  —  12. 

Vermeerdert  en  vermindert  men  .r*  +  y*  met  2ajy,  dan 
komt  er : 

(^  +  y)«=49,   (a:-y)*  =  l      en      (or-f y)'=-49,  (jr-y)«  =  -l 

Jj4"y=^7,  «  —  y==bl      en     X'\-yz=.±li^  X  —  y=±t 

«  =  4,  3,  —  4,  —  3  I  ^  =  4ï,  32,  —  4f,  —  3t  | 

y  =  3,  4,  -  3,  -  4  i      ®"     y  =  Si,  4t,  —  3t,   -  4tT 
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evenals  boven.  Daar  het  dubbele  teeken  van  x  -^y  in  gee- 
nerlei  verband  staat  met  het  dubbele  teeken  van  x  —  y 
(beide  door  worteltrekking  ontstaan),  zoo  krijgen  we  door 
teekencombinatie  telkens  4  waarden. 

Wij  vinden  dus  acht  stellen  waarden  voor  x  en  y.  De 
beide  vergelijkingen  waren  elk  van  den  vierden  graad,  dus 
had  men  in  het  gunstigste  geval  4  X  4  =  16  stellen  waarden 
kunnen  verwachten.  Dat  men  slechts  de  helft  van  dat  aantal 
vindt,  komt  daardoor,  dat  de  beide  vergelijkingen  een  factor 
a^  +  y^  gemeen  hebben,  welke  na  deeling  wegvalt,  (zie  de 
1^  oplossing).  Daardoor  ontstaat  er  een  vergelijking  vanden 
2^^^  graad,  welke  gecx)mbineerd  met  een  der  beide  gegeven 
vergelijkingen,  4x2  =  8  oplossingen  zal  leveren. 

Heeft  men  algemeen  een  vergelijking  P  =  O  van  den 
pen  graad,  een  Q  =  0  van  den  q^^  graad,  een  22  =  O  van 
den  7*"  graad,  enz.,  dan  kan  men  hoogstens p  X  J  X  ^  X  •  • 
oplossingen  verwachten. 

Immers  men  kan  zich  het  1®  lid  P  der  eerste  vergelijking 
altijd  ontbonden  denken  in  p  factoren  Pi,  P», . . .  Pp  van  den 
1«*"  graad;  evenzoo  het  1®  lid  Q  der  tweede  vergelijking  in 
q  factoren  Qi,  Qj, . . .  öy  van  den  l®"*  graad ;  enz.  Wij  hebben 
derhalve  ook  -. 

Pi  =  O,  Pg  =  O  . . .  P;,  =  O  ;     Qi  =  O,  Qa  =  O, . . .  Q^  =  O  ; 

XL]  =  O,  R2  ^  O, . .  •  Rf.  ^z  o  ; . . . , 

en  nu  ziet  men  gemakkelijk  in,  dat  elk  der  eerste  p  verge- 
lijkingen, gecombineerd  met  elk  der  tweede  q  vergelijkingen, 
met  elk  der  derde  r  vergelijkingen,  enz.,  in  het  geheel 
p  XqXrX  ' ' '  stellen  oplossingen  zal  geven,  die  P,  Q,  R, 
enz.  =:  O  maken.  Heeft  men  bv. : 

Pi  =  0,P2  =  0  ;     Q|  =  0,  Q8  =  0;     /Z^  =  O,  22^  =  O^iZg  =  O, 

zoo  zal  men  achtereenvolgens  hebben :  P]=0,  Qi=ü,  Pi=0; 
Pi=0,Q,=0,/22=0;P,=0,Q,=0,/23=0;P,=0,Q2=0,/2i=0; 
enz.  enz. ;  in  het  geheel  dus  3x2x2  =  12  stellen  vergely- 
kingen  van  den  eersten  graad,  derhalve  ook  12  stellen  waarden, 

die  P=PiXPi,  Q=QxXQ2,  R=R^XR^XRs  aUe  =0 
zullen  maken. 
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C,  ^g  _  yg  —  8/^  j.y .         ^  —  y  =  Vs  J?y. 

Deeling  geeft  onmiddelijk  ^  -j-  y  =  4,  zoodat  de  vraag  is 
teruggebracht  tot  de  oplossing  van 

^  —  y  =  Vs  ^y  ?    «  +  y  =  4. 

Verheft  men  die  vergelijkingen  beide  in  het  kwadraat,  en 
trekt  ze  daarna  af,  zoo  vindt  men: 

4ajy=16-Vo^V. 
bijgevolg  x^y^  +  9xy  —  36  =  O, 

waaruit  voortvloeit  .ry  ==  3  of  — 12. 

Daardoor  wordt  x  —  y  =  2  of  —  8,  en  dit  gecombineerd 
met  jc-|-y=4,  levert  de  oplossingen  a:=:3,y=l  en  a?= — 2,^=6. 

Er  is  gedeeld  door  x  —  y  =  %  ^.  Daardoor  zijn  dus  die 
waarden  van  ^  en  y  verduisterd,  welke  x  —  y  en  Vs^  ge- 
lijktijdig =  O  maken,  d.w.z.  o?  =  O,  y  =  0. 

Immers  schrijft  men  voor  de  eerste  vergelijking  i4P=^ö, 
en  voor  de  tweede  P=z  Q,  dan  voldoen  hieraan  niet  alleen 
de  waarden  welke  aan  ^4  =  jB,  P:=  Q  voldoen,  maar  ook 
de  waarden,  welke  aan  P=0,  Q  =  0  voldoen.  Dit  wordt 
nog  duidelijker,  wanneer  men  voor  de  eerste  vei^lijking 
schrijft  AP—BQ  =  O,  of  daar  Q  =  P,  ook  AP—BP=0, 
o(  {A  —  B)  P=0.  De  tweede  vergelijking  wordt  P —  ö  =  0. 
Volgens  het  boven  behandelde  splitst  zich  dit  stel  dus  in 
A—Bz=0,  P—Q  =  0     en'  P=0,  P— Q  =  0,    d.w.z. 

P=0,  Q  =  0. 

In  voorbeeld  b)  werden  bij  de  eerste  oplossing  ook  twee 
vergelijkingen  op  elkaar  gedeeld,  maar  daar  de  tweede  leden 
bepaalde  getallen  waren,  kan  men  die  in  een  der  vei^ 
gelijkingen  niet  =  O  stellen.  Er  werden  dus  daar  geen 
waarden  door  de  deeling  verduisterd. 

Evenmin  werden  er  bij  dit  Vraagstuk  c)  door  de  kwa- 
draatsverheffingen  waarden  ingevoerd.  Want  die  dienden 
alleen  om  door  aftrekking  de  waarde  van  xy  te  vinden. 
Van  de  in  het  kwadraat  verheven  vergelijkingen  zelf  is 
geenerlei    gebruik    gemaakt.     Daar  x  —  y  =  %  a?y  van  den 
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tweeden  graad  is,  en  .r  -|-  y  =  4  van  den  eersten  graad,  zoo 
konden  bij  de  oplossing  van  dit  stel  2  paren  waarden  voor 
X  en  y  verwacht  worden.  Inderdaad  vindt  men  na  de 
kwadraats verheffing,  enz.  2  stellen  waarden,  en  ook  daariaan 
kan  men  zien,  dat  geenerlei  waarden  zijn  ingevoerd, 
d.  ^5  +  y5  _  33     .  O!  +  y  =  3. 

Deeling  geeft: 

is^  —  a^y  -|-  ^^y^  —  '^'.y^  +  y*  =  1 1  • 

Verheffen  wij  nu  de  tweede  der  gegeven  vergelijkingen 
tot  de  4«  macht,  zoo  woi"dt  deze: 

a^  j^  4a^y  +  6.ry  +  4wf  +  y*  ==  81. 

Derhalve  vindt  men  door  aftrekking  der  beide '  laatste 
vergelijkingen : 

5  {A^y  +  x^y^  +  ojy^)  =  70, 
of  xy  {x^  +  xy  +  y^)  =  14. 

Nu  is  {x  -|-  yY  =  9,  derhalve  a?^  -j-  a?y  -f-  y^  =  9  —  xy,  en 
wij  vinden: 

xy  (9  —  ;n/)  =  14, 

welke  vierkantsvergelijking  levert :  xy  =  2  of  xy  =  7. 

Daardoor  wordt  oj*  -}-  ^  -}-  y^  =  7  of  2,  derhalve  zal  na 
aftrekking  van  Sxy  =  6  of  21  ontstaan  (a;  —  y)^  =  l  of  — 19, 
dus  X  —  y=dbl  of  ±  11^19.  Combineert  men  dit  nu  met 
^  -j-  y  =  3,  dan  vindt  men  ten  slotte : 

x=l2,1,  1/2(3  ±iV^19) 
y  =  1,2,1/2  (3  ^il^l9). 

Men  had  de  waarden  van  x  en  y  ook  kunnen  vinden, 
door  (.r-|-y)^  =  9  te  verminderen  met  4ery=:8  of  28, 
gevende  {x  —  yY  =  1  of  —  19  ;  enz. 

Zoo  zouden  wij  nog  tal  van  voorbeelden  kunnen  uitwerken, 
die  alle  weer  van  de  voorgaanden  verschillen,  wat  methode 
van  oplossing  betreft.  Bij  alle  verschil  hebben  de  oplossingen 
toch  zeer  dikwijls  dit  gemeen,  dat  men  ten  slotte  de  vraag 
terugbrengt  tot  de  oplossing  van  x  dt  y  =:z  g,     xy  =  b. 

Dit   doet   men   dan  altijd,  door  de  1«  vergelijking   in  het 

11 
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kwadraat  te  verheffen,  en  daarvan  4ry  =  46  af  te  trekken 
(of  op  te  tellen).  Zoodoende  krijgt  men  {x  ^  yY^  waarna 
men  door  worteltrekking  vindt  x  —  y  =  di  v^a*  —  4A  (of 
a?  -f  y  ==  d=  ly'a^  +  46). 

Heeft  men  ^  +  y*  en  xy,  dan  zijn  ook  onmiddellijk 
{x  +  y)*  en  (ps  —  y)*,  derhalve  x  -^y  en  x  —  y  bekend. 

En  uit  ^  -|-  y  en  a:  —  y  vindt  men  door  optelling  en  af- 
ti*ekking  x  en  y  afzonderlijk. 

De  leerling  zal  in  de  nu  volgende  Vraagstukken  ruimschoots 
gelegenheid  tot  oefening  vinden.  De  herhaaldelijk  bijgevoegde 
wenken  dienen  gedeeltelijk  tot  vingerwijzing,  wanneer  de 
oplossing  niet  voor  de  hand  ligt,  gedeeltelijk  ook  om  een 
bepaalde  oplossing  op  den  voorgrond  te  stellen. 

0.  Vraagstukken. 

1.  .1?  -f  y  =  Ve  ^y  ;    .«?  —  y  =  Vc  ^y-  (Elimineer  y  of  xy). 

2.  x^  -\-  y^  -=  10  X  z=:  5  y.  (Druk  y  in  o?  uit). 

3.  ^^  — y*  =  40  ;     ^y  =  21.  (Verhef  de   1^  vergelijking  in 
het  vierkant,  enz.). 

4.  a?y  +  «  =  12  ;    «y  —  y  =  5.  (Optellen  en  aftrekken,  xy 
naar  het  2e  lid,  enz.). 

5.  ««  —  y»  =  48  ;     ^«  +  ^y  +  y^  =  48.    (Stel    de    1«  leden 
aan  elkaar  gelijk). 

6.  ^*  —  y*  =  609  ;     3  («  +  y)  =  7  (o:  —  y).  (Druk  y  in  o?  uit). 

7.  «y  =  12;     xz  =  20  ;    yz=zlh.  (Vermenigvuldig  de  ver- 
gelijkingen met  elkaar). 

8.  («  +  y)  (^  +  y  +  -8^)  =  42  ;     {x  +  £:)  (^  4-  y  +  ^)  ==  35  ; 
(y  +  ^)  (^  +  y  +  ^)  =  21.  (Tel  de  vergelijkingen  op). 

9.  x^  +  y^  +z^  =  i7l  ;     ^  +  2y  =  7  ;     4^  -  3y  +  ^  =  2. 

(Druk  y  en  z  in  a?  uit). 

10.  x'^  +  y^  -  z^  =  S{x  +  y)  =  ^y,{^  ^  z)  =  i}/,{y  +  z).  (W.). 

11.  x^  +  y^  —  z^  +  2xy  =  48;     ;»«  —  y«  —  ^«  +  2 yr  =  24; 

^  +  y  +  ^  =  8.  (Ontbind  de  1'-  leden  der  V  en  2«  ver- 
gelijking). 
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12.  x^-^wy  =  2l  ;     o?»  +  y»  =  65. 

Oplossing.  x{x  —  y)  =  21  en  («  —  yf  =  65  --  2  ^y  geven 
a^  (65  —  2  ay)  =  441.  Maar  a?^  =  21  +  a?y,  zoodai  men 
de  vergelijking  (21  +  xy)  (65  —  2a?y)  =  441  verkrijgt,  d.w.z. 
een  vierkantsvergelijking  in  xy.  Enz. 

13.  (^  +  2)(y  +  7)  =  30;  ;r +y  =  4,  (SteU  + 2=:p,y  +  7=j). 

14.  ««  +  y*  —  -?'  =  22  ;  o?  (y  +  -?)  =  15  ;  a  +  y  +  z  =  S. 
(Schrijf  ^  +  (y + -2^) = 8,  en  combineer  dit  met  a?  (y  +  -?) = 15). 

15.  a?  —  y  =  1  ;  .r*  +  y*  =  337.  [Verhef  de  1«  vergelijking 
tot  de  4«  macht,  en  trek  van  de  2®  vergelijking  af; 
vergelijk  daarna  met  (.«  —  y)*]. 

16.  .r  —  2^  =  2  ;         2y  +  3^  =  9  ;       x^  -  ^'y  +  2y«  =  22. 

(Druk  y  in  a»  uit). 

17.  xy  —  X  —  y  =  5  ;      xz  —  x  —  z  z=z  11   ;      yz  —  y  —  z=zl. 

(Tel  bij  beide  leden  telkens  1   op  ;  enz.  Zie  verder  Vr.  7). 

XV  xz  vz 

18.  —  =  18  ;    —  =  2  ;    ^— =  4%  (Vermenigvuldigen). 

19.  Or2  +  y«)(^  +  y)  =  13V3^»y;  (^*-^y*)(.«« -y«)  =  717^  A'. 
[Deel  de  vergelijkingen  op  elkaar,  en  elimineer  daai'na  xy ; 
dit    geeft    2  (.»2  +  y*)  (a?  +  y)  =  5  («^  _  ^2^  ^^  _  y^^    ^f 

2  (x^  +  y2)  =  5  (j?  —  y)*  =  5(0?*  4-  y2)  _  10  xy,  derhalve 

3  (^*  +  y*)  =  10  .vy.  Dit  gecombineerd  met  de  1^  verge- 
lijking, geeft  ^  -f  y  =  4.  Enz.  Enz.  Denk  vooral  aan 
de  verduisterde  w^ortels]. 

20.  x'^  +  xy  —  144  ;     y^ -^  xy  z=z  112.  (Tel  op). 

21.  ;i?3  _  yS  —  21/3  {x  —  y)3  ;  d;y  =  4.  (Deel  de  beide  leden 
der  1«  vei-g.  door  x  —  y.  Enz.). 

22.  d?^  +  y  l^  A-y  =  70  ;  y'^  -{■  xV^  xy  =  105.  (Stel  V^  ^  =p, 
1/  y  =  5,  ontbind  de  1^  leden,  en  deel ;  zoodat  g^  in  j9 
wordt  uitgedrukt). 

23.  x^y  +  xy^  =  198  ;     x^  +  y^  =  737.     [Bereken   (x  +  y)^]. 

24.  ^^  —  A*y  +  y*  =  1 9  ;     log  x  -^  log  y  =.  1. 

25.  ^«y  +  ^'y  =  36;  x^  +  x-^y^U.  (Schrijf(^2  +  ^-)  +  y  =  13). 

11* 
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26.  ^a  +  .^.v  +  y'  =  6V8G^  +  .v);  ^^-^y +  ^/^  =  9V2(^-y). 

[Vermenigvuldig  beide  leden  der  eerste  vergelijking  met 
a?  «4-  y,  die  der  2®  met  x  —  y,  en  dinik  daarna  ymx  uit. 
Denk  aan  het  invoeren  van  wortelsj. 

27.  ic^  4-  y^  —  xy  =  433  ;  cC  +  y  z=  12.  (Verhef  de  2c  ver- 
gelijking tot  de  3^  macht,  en  bepaal  daarna  xy). 

28.  x'^y  +  xy^  —  30  ;     x^^  +  x^y^  =  468. 

29.  rf?  +  y  +  ^  =  9  ;  .ry  =  6  ;  .rz  =  8.  (Tel  de  laatste  twee 
vergelijkingen  bij  elkaar  op,  en  schrijf  voor  de  1« 
x  +  {y  +  z)  =  9). 

30.  A'  +  y  =  4  ;  (.r«  +  y»)  (.c«  +  yS)  =  280.  (Deel  de  2^  ver- 
gelijking  door  de  1®,  en  vergelijk  de  uitkomst  met 
(.r  -f  y)^  ;   er  komt  een  vierkants vergelijking  in  xy). 

31.  ^^  +  y«  +  ^3  _  38  ;  A'  +  y  +  ^  =  10  ;  a?y  =  6.  [Verhef 
de  2^  vergelijking  tot  de  2®  macht,  trek  daarvan  de 
Ie  vergelijking  af,  en  maak  gebruik  van  de  3®  verge- 
lijking ;  zie  verder  Vr.  29]. 

32.  aj«  +  y2  +  /2  =  54  ;  éP  +  y  +  ^  =  10  ;  {x+y)zz=10^/^j;y. 

33.  x^  —  y2  =:  ;p  -{-  y  zzi  .ry.  (Dit  is  terug  te  brengen  tot 
iv  —  y  =  li  X  -{-  y  ■=:  xt/ ;  bepaal  daarna  xy). 

34.  x^  4-  y^  =  ^^  +  y^  =  'p  +  y*  [Dit  geeft  x^  --  ,vy  -[-  y'  z=  1, 
dus  ^^  -|-  y^  =  1  +  ^y-  Derhalve  is  ook  d?  -f-  y  ==  1  +  j?y. 
Verhef  dit  in  het  vierkant,  en  maak  daarna  weer  gebruik 
van  .ü^  +  y'  =  1  +  xy]. 

35.  3"-' +  4^+' =  19;  3"+' -  4'^-' =  77.  (Stel  S'^' =p 
en  4*'' "  =  j). 

36.  i^^clry -\-^'»'^y  =  ^'^  i^2.c  +  3y  +  V^2x  —  3y=z2l^6. 
[Na   kwadraatsverheJfTmg    komt  er  l^  x'^  —  y^  :z=  8  —  o? 

en  v^  4.u^  —  9y*  =  12  —  2a?,  gevende  16^?  =  64  +  y*  en 

48^  =  144  +  9y2.  Enz.]. 

37.  .??«(.r  — 3)  +  y2(y  — 3)  =  46;  .??*  4- y^  +  ;uy  (.r  +  y)  =  99. 
-  (Vermeerder  de  1®  vergelijking  met  3-maal  de  tweede). 
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38.  ^J+S  -  l^y+T  =  1 ;  .^  —  y  =  35.  (Stel  l^^M^3  =p 
en  ^y  +  1=  ?)• 

39.  A-«  +  efy  +  y2  _  7  ;  .^.2  ^  .,..  _|_  .3  _  21  ;  3^3^yc  +  -?«=28. 

[Aftrekking  geeft  oj  {y  —  z)  -{-  (y^  —  z^)  =z  —  14  en 
^(^  — y)  +  («^'^— y^)  =  — 7,  oï  {y—z)(x'^y-\-z)  =  —  \i  en 
(a?  —  y)  (.tr  +  y  +  -2^)  =  —  7.  Stel  «  +  y  +  ^^  =  />,  dan 
heeft  men  dus />y— jo2=  — 14  en  pa!—py  =  '-7,  bijge- 
volg 2/>y  —  p  (.1?  +  z)  =  —  7  of  2py  —  /?  (p  —  y)  =  —  7, 
derhalve  3py  =p2  —  7.  Verder  is  alzoo  Sp^:  =  p^  +  7 
en  Spa  =zp^  —  28.  Substitutie  in  bv.  a^  -|-  .i;y  +  y*  =  7 
geeft  dan  een  vierkants vergelijking  in  p*.  Enz.]. 

40.  d?  +  y  +  ^  =  6  ;  .(?«  +  y^  —  ^2  =  12  ;  a-^  +  y»  +  ^  =  36. 
[Verminder  de  3®  macht  der  1«  vergelijking  met  de 
3e  vergelijking,  de  2*  macht  der  1^  vergelijking  met  de 
2e  vergelijking,  en  deel]. 

41 .  a:  V^a  +  t^yS  =  4^  ;  l^^  +  iKy  =  2/3  ^.  (Stel  V^ii?  =  p 
en  1?^  y  =  q^  en  elimineer  y). 

42.  2iif»  +  a;y  +  3y«  =  72  ;  da^  —  2xy  +  y«  =  59.  [Telt  men 

de  2e  vergelijking  bij  2-maal  de  1«  op,  dan  komt  er 
fl?2  _|-  y2 3-  29.  Dit  afgetrokken  van  de  2®,  geeft  a- {as  — y)  =  15 
of  ^*  {oi^  —  2^y  -|-  yO  =  225.  Daar  nu  afl  z=z  \h  -^  ^f^y  en 
a--\-y^^z=i  29  is,  zoo  komt  er  ten  slotte  de  vergelijking 
(15  +  xy)  (29  —  2^y)  =  225.  Enz.]. 

43.  (cl?'-  +  y«)  (.r  —  y)=  148  ;  («2  _  ^2)  (-j,  -j.  y)  =  288.  [Dee- 
ling geeft  ic^  +  y*^,  uitgedrukt  in  {x  -\-  y)- ;  hieruit  kan 
men  gemakkelijk  os^  +  V^  in  «t?  —  y  uitdrukken.  Enz. 
Men  kan  ook  onmiddelijk  na  deeling  y  in  .z?  uitdruk- 
ken, enz.]. 

44.  .r^  —  y-*  =:  31  (a'  —  y) ;  x''  -f  y^  =  H  (^  +  y)-  [Na  vereen- 
voudiging zal  men  door  aftrekking  vinden  ^y(A*+y^)  =  10, 
en  door  optelling  x^  -{-  x^y^  +  y»*  =  21.  Enz.]. 

45.  {x^  -f  y3)  {x^  -  y2)  =  637  ;  {x^  —  y^)  {x^  +  y2)  =  925. 
(Aftrekking  geeft  x-y-  {x  —  y)  =  144  Nu  is  x^  —  y^  = 
=  G"*^  —  y)'  —  3.ry  (.c  —  y)  en  .r'  +  y^  =  (.«  —  y)*  +  2ipy, 
zoodat  men  gemakkelijk  xy  kan  bepalen.  Enz.). 
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46.  a?*  +  y*  +  ^*  =  84  ;  a?  +  y  +  c  =  14  ;  y^  =z  xz.  (Door 
combinatie  van  (1)  en  (2)  verkrijgt  men  ^ry-f^-^+y-  =  5ö. 
Tengevolge  van  (3)  wordt  dit  y (x-^y  +  z)=: 56.  Enz.). 

47.  «2  X  y«  -h  -erS  =  89  ;  .r  +  y  +  ^  =  13  ;  y»  =  .r^. 

48.  .1?* +  y^+JP^  +  ?*  =  *5  ;  *+y  =  7  ;  p-f  ?  =  8  ;  .«y=;^. 

49.  ^3^y3^p8^ j3  — 252;  a?-fy  =  5;  p4-y=:7;  xyz=zpq. 
[Bedenk,  dat  {x  +  y)S  =  .r»  +  y^  +  3.ry  («  +  y)]. 

50.  ;f2  +  y2+p«  +  g2_i45.  .^^y^p^y_21;  ay—pq  —  2Q. 
(Men  vindt  gemakkelijk  («  +  y)  (p  +  j)  =  108.  Vei-der  is 
(«  +  y)  +  (P  +  9)  =  21 ;  enz.). 

51.  (^*  +  y*)  — (p'  +  ?*)  =  45;  «  +  y+p-|-y=15;  xy=pq  =  S. 

(Verhef  «^  +  y  =  15  —  (p  -f-  ?)  tot  de  2«  macht). 

52.  .r3-f  y3  +  p3  +  ^-,819;   ^  +  y+p  +  y=21;   J?y=p<y=24. 

[Bedenk,    dat   («^  +  y  +  P  +  ?)^  =  (^  +  y)^  +  (p  +  q/^  + 
+  3  (^  +  y)(p  -f  ?)(.!?  +  y  +p  +  })  =  .I?»  +  y3  +jp3  +  j^  ^ 

+  72(.tr  +  y)  +  72  (p  +  9)  +  enz.]. 

53.  ^3  _^  y3  4- p3  ^  j3  _  1820  ;  ;5«  +  y»  +p«  +  j»  =  170  ; 
•^  +  y  +  P  "t"  ï  =  20  ;  .ry  =  pg.  [Combinatie  van  (1) 
en  (3)  in  verband  met  (4)  geeft  •«y  +  (^  +  y)(p  +  9)? 
van  (2)  en  (3)  id.   2^y  +  (.tr  +  y)(p4-j).  Enz.]. 

54.  Oi?3  +  y3)-(p3^j8)_868  ;  (.,:«  + y2)  -  (p»  +  j2)  =  72  ; 
('^  +  y)  —  (P  +  ?)  =  4  ;    «y  =pq- 

55.  4(a:2  +  y2)=l7(^  +  y);  .i?y=15.  (Bedenk,  dat  ««  +  y«=: 
=  <^  +  y)«  -  2xy). 

56.  .T?^  -f  y^  =  1672  ^y  ?  *^y  0^  +  y)  =  6.  (Deel,  en  vergelijk 
met  {x  +  y)*.  Men  verkrijgt  een  vierkantsvergelijking 
in  ^3y8). 

57.  {x^  +  y3)  (.^  +  y)  =  27  ;  (^3  _  yS)  (^  -  y)  =  7.  (Tel  op 
en  trek  af). 

58.  2.t?(y6+l)  =  y3(A.«+l)  ;     2y  (.r»  +  1)  =  ^3  (yS  ^  1). 

Oplossing.    De   eerste  vergelijking  deelende  door  xy^, 
de  tweede  door  .'c3y,  geeft : 

Stelt  men  nu  «  +  V^  =  /*  ^^^  .9  +  Vy  =  ?»  tlan  wordt 
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blijkbaar  «*  +  V*»  =  p'  —  3p  en  y'  +  V.y»  =  j^  —  Sg. 
Wij  verkrijgen  dus:  2(y*_  Sq)=zp  en  2(p3_3p)  =  g. 

Optelling  geeft  2{p^ -]- f) —  6{p  + q)=zp  +  q  of 
2  (P«  •-/>?  +  ?«)  =  7. 

Aftrekking  geeft  2(p8  — g»)  — 6(p  — y)  =  — (p— g)  of 
2(p«+pg+?«)  =  5. 

Derhalve  is  pq=i—^/i,  gevende  (pH-5')«=2,  (p—qf:ss4» 
Enz.  Enz.  Denk  vooral  aan  verduisterde  waarden. 

59.  (*«+y«)(.«V+l)=13'»/8o«V;  (*+y)(*y  +  l)=5Vy. 
[De  2*  vergelijking  gaat  na  deeling  door  xy  over  in 
i^  +  Vx)  +  (y  +  Vy)  =  5V8 ;  de  1»  na  deeling  door  i»«y«  in 
(*'  +  V^)  +  (y«  +  Vy')  =  IS'Vsfl.  stel  weer  a;  +  '/^  =;> 
en  9  +  Vy  =  91- 

60.  (4Vi-«-y)«y  =  «  +  y  ;    («« + 1) (y«  + 1)  =  5«y.    [De 

Ie  vergelijking  geeft  4'/2  — «— y  =  Vy  + Va  of  («4•Vï)+ 
+(y+Vy)=*V2;  de  tweede  (^  +  Vx)(y  +  Vy)=5-  Enz.]. 

61.  Elimineer  a,  i  en  c  uit  de  volgende  vergelijkingen. 

/  a:  V     /'  y  V     /'  •^  V      1  *"  y"         ^" 

m     ,     jtn    ,      m  m 

a     -\-  O     -j-  C     =zp    . 

Dit  zijn  4  vergelijkingen,  waarin  7  letters  voorkomen ; 
er  kunnen  du8  3  willekeurige  geëlimineerd  worden, 
waarna  er  een  betrekking  tusschen  de  4  overigen  overblijft. 

Lossen  wij  daartoe  eerst  .i?",  y"  en  r«  op  uit  de  eerste 
drie  vergelijkingen. 

Daar  y"  =  I  —  J  x  .^",    2:"  =  I  —  J  X  «",  zoo  wordt  de 

m    n         ^m    n  m    n 

V  vergelijking  — -r-  -\ 't-  H -7-  =  1-  Derhalve  is 

a    '  a  a 

ni+fi  ,m-|-n  m^-n 

a  O  C 


;»"  = ;     y"  = ;     z^  = , 

pin  pm  pm 

wanneer   a^  -\-  b    +0"*   door  p^  wordt  vervangen.  En 
hieruit  volgt : 


168 


m4-n  tl     IR  >m-Hi  n     m  m4-n  n     tü 

of 

mn        m'  mn         in'  nm        m* 


TA  »«+«     w-l-n  ,m  f«-|-ii     wi-4-11  m  rA+n 

Door  optelling  vinden  wij  alzoo,  daar  a"  +  6"*  -|-  c 
weer  =p^  is: 

mn  mn  mn  mn 


m 


WI-4-M     ,       m-\-n     ,       m-|-n  m-4-M 

•«      +.V      +  ^      =;>     » 

hetgeen  de  verlangde  betrekking  is. 

7.  Wederkeerige  vergelijkingen.  Dit  zijn  vergelijkingen, 
die  de  eigenschap  bezitten,  dat  ijoanneer  x  een  wortel  w,  ook 
7^  ^^^  wortel  zal  zijn. 

Wij  zullen  bewijzen,  dat  wanneer  de  coefjiciente^i  der 
vergelijking  van  voreii  naar  het  midden  toe  dezelfde  of  het 
tetjenyestelde  zijn  als  die  van  achteren  naar  het  midden,  dat 
dan  de  vergelijking  een  vjederJceeruje  is. 

a.  Zij  in  de  f?^'6*/6'  plaats  : 

Vervangt  men  hierin  x  door  Va->  ©n  vermenigvuldigt  met 
x^y  dan  ziet  men  tei'stond,  dat  de  oorspronkelijke  vergelijking 
terugkeert.  Yx  is  dus  een  wortel,  wanneer  x  er  een  is. 

Vergelijkingen  van  het  bovenstaande  type  —  oneven  graad, 
coëfficiënten  voor  en  na  het  midden  gelijk  met  het  zelfde 
teeken  —  zijn  altijd  deelbaar  door  .r-j-1,  en  hebben  dus  een 
wortel  x  =  —  1. 

Immers  a  {x^ ^  1)  +  bx  {x^  -^1-^  ex-  (.«?  + 1)  is  altijd  deel- 
baar door  X  -{-1, 

b.  In  de  tweede  plaats  zij  gegeven  de  vergelijking 

(hv^  +  bx^  +  c^^  —  cx^  —  bx  —  a  =  0. 

Ook  hier  ziet  men  tei*stond  in,  dat  vervanging  van  .r  door 
V^  geen  verandering  aanbrengt  in  de  vergelijking. 

Ook,  dat  vergelijkingen  van  deze  soort  —  mieven  gi'aad, 
coëfficiënten   voor   en   na  het  midden  gelijk  met  tegengesteld 
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teeKcn  —  altijd  deelbaar  zijn  door  .g  —  1,  en  dus  een  wortel 
.c  =  1  zullen  bezitten. 

c.  In  de  derde  plaats  onderzoeken  wij  de  vergelijking 

cuv^  4-  ^«^'^  -h  g'g'  +  ^'^*  +  «  =  0. 

Ook  deze  is  wederkeerig,  maar  is  thans  nóch  door  a?  +  l, 

nóch    door  x  —  1   deelbaar.  Want  x  =  —  1  geeft  a è  + 

+  c  —  *  +  «,  hetgeen  nlei  =  O  is.  En  x  =  l  maakt  het 
Ie  lid  evenmin  =  0.  Hetzelfde  geldt  t.  o.  v.  alle  dergelijke 
vergelijkingen,  nl.  van  eve7i  graad,  met  coëfficiënten,  die 
het  ze  f/de  teeken  voor  en  na  het  midden  hebben. 

d.  Eindelijk  zij  in  de  vierde  plaats  gegeven  : 

aa^  +  ba^  —  ba  -\-  a=iO. 

Dat  hier  de  middelste  term  ontbreken  moet,  opdat  de  verge- 
lijking wederkeerig  zij,  is  ook  onmiddelijk  in  te  zien.  Want 
anders  zou  men  door  vervanging  van  x  door  \/x  niet  de 
zelfde  vergelijking  kunnen  terug  krijgen. 

Vergelijkingen  van  dit  type  —  eüe7i  graad,  coëfficiënten  met 
tegengesteld  teeken  voor  en  na  het  midden  —  zijn  deelbaar 
zoowel  door  x-^l  als  door  x  —  1,  hetgeen  gemakkelijk  is 
aan  te  toonen.  De  vergelijking  is  derhalve  ook  deelbaar  door 
x^  — 1,  en  er  is  een  wortel  x=z  —  1  en  een  cX?  =  l. 

Wij  kunnen  dus  altijd  een  willekeurige  wederkeerige  ver- 
gelijking van  de  1«,  2®  en  4^  soort  door  deeling  door  ^  + 1, 
door  x  —  1,  of  door  o?-  —1  (een  keer  of  meermalen)  terug 
bi-engen  tot  een  van  de  3^  soort.  Want  eindelijk  zal  de  ver- 
gelijking niet  verder  deelbaar  zijn  door  genoemde  factoren, 
en  moet  hij  dus  van  de  3«  soort  worden.  Dat  de  nieuwe 
vergelijking  nog  altijd  toederkeerig  is,  volgt  hieruit,  dat  wan- 
neer de  oorspronkelijke  vergelijking  tot  wortels  heeft  bv. 
x  =  l,  x=:2),  x=^/p,  x  =  q,  ^=7y,  en  men  deelt  door 
X  —  1,  de  nieuwe  vergelijking  nog  altijd  de  wortels  p,  y^, 
q  en  7^  ^^al  bezitten. 

Altijd  komen  wij  dus  op  een  vergelijking  van  de  3«  soort, 
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en  we  moeten  dus  thans  de  verdere  oplossing  van  een  der- 
gelijke vergelijking  behandelen. 

Nemen  wij  de  termen  van  de  bedoelde  vei'gelijking  —  zij 
deze  van  den  vierden  graad  —  aldus  samen: 

a  {x^  +  1)  +  6  (a?5  +  .^?)  +  cx^  =  0. 

Deelen  wij  nu  door  x^,  dan  komt  er: 

« (^^  +  Vx« )  +  ft  (^  +  V:r)  4-  C  =  0. 

Wordt  dan  verder  ^x•\^  yx=y  gesteld,  dan  is.ï:^4"  7^'=^^ — 2, 
en  verkrijgen  wij  derhalve  : 

a{y^-2)  +  by  +  c  =  0, 

waardoor  de  vergelijking  tot  een  t;igr^antevergelijking  is 
teruggebracht,  die  wij  op  de  gewone  wijze  kunnen  oplossen. 
Lossen  wij  dan  verder  de  vergelijking  o:  -|-  Va?  =  y  <>P> 
waarin  nu  y  bekend  is,  dan  vinden  wij  x  door  een  nieuwe 
vierkantsvergelijking.  De  i;iV?»c?^machtsvergelijking  is  alzoo 
door  deze  wijze  van  oplossing  teruggebracht  tot  twee  vier- 
kantsvergelijkingen. 

Was  de  herleide  wederkeerige  vergelijking  van  den  zesden 
graad  geweest,  dan  zouden  wij  deze  hebben  kunnen  terug- 
brengen tot  een  gewone  vei'gelijking  van  den  derden  graad. 
Maar  aangezien  de  oplossing  daarvan  tot  de  Hoogere  Algebra 
behoort,  zullen  wij  deze  vergelijkingen  niet  behandelen,  even- 
min als  die  van  nog  hoogeren  graad.  Alleen  vermelden  wij, 
dat  alsdan  x^  +  ^/a*  =  y^  —  3y  zou  geworden  zijn,  zooals  de 
lezer  gemakkelijk  zal  kunnen  controleeren. 

Er  bestaat  een  algemeene  formule  voor  ai^  +  Yx",  uitge- 
drukt in  ,x  +  \/x  =  y,  maar  de  afleiding  daarvan  behoort 
eveneens  tot  de  Hoogei-e  Algebra  ^). 


1)  Die  afleiding  kan  trouwens  ook  gemakkelijk  geschieden  door  middel 
van  de  formule  voor  cos  n^,  op  bl.  107  gegeven.  Stelt  men  nl. 
z  =  C08^  +  i  sin  ^,  dan  is  V«  =  C08^  —  i  sin  ,*,  en  dus  z  +  yz  =  ^cos  ^. 
Evenzoo  zal  s"  +  V«"  =  2  cos  n^  zijn.  Nu  is 

^n— 1       n            n     «—3      n— 2       ,   w(n— 3)    «— 5      n— 4 
co«ny  =  2       cos  if —2       cos       y-| -— — 2       cos       (p  — ..., 

derhalve  na  vermenigvuldiging  met  2,  en  z  +  ^z  =y  stellende: 
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Geven  wij  nu  een  enkel  voorbeeld  van  oplossing. 
20.6'^  —  ic^  —  42L(;3  +  421.6-2  +  a-  —  20  =  0. 

Deze  vergelijking  is  van  het  type  h),  Deelen  wij  door 
a:  —  1,  dan  komt  er: 

20^*  +  19^8  _  402;c2  +  19.i?  +  20  =  O, 

welke  vergelijking  van  het  type  c)  is.  Deze  wordt  dus  ver- 
der opgelost.  Zij  leidt  tot 

20  (.r«  +  V^O  +  19  C^'  +  Vx)  —  402  =  O, 
of  20  (y2  _  2)  +  19y  -  402  =  O, 

gevende  20^»  +  19y  —  442  =  O, 

waaruit  y  =  SVs  of  —  474- 

Hieruit  x  oplossende,  zoo  vindt  men  ten  slotte : 

^  =  5  of  Vó.  -  4  of  —  V4. 

Hierbij  behoort  dan  nog  de  waarde  x  =  l,  daar  door 
X  —  1  is  gedeeld. 

De  leerling  losse  nu  de  volgende  wederkeerige  vergelij- 
kingen op. 

1.  6.r5  +  4L«*  +  97afl  +  97.r«  +  Uw  +  6  =  0. 

2.  450.r5  —  555.r*  —  1069.i?s  -f  1069.i?2  +  555.r  -  450  —  0. 

3.  72.r*  4.  306.^3  +  469^«  +  306.t?  +  72  =  0. 

4.  6.t:«  —  35.i?5  +  56.1;*  —  56a-«  +  35.1?  —  6  =  0. 

5.  .r7  —  4.2?o  +  2.i?3  —  5.X'*  +  5.r3  —  2x^  -f-  4.i?  —  1  =  0. 

8.    Binominaalvergelü kingen.    Dit   zijn    vergelijkingen   van 

den  vorm  ax  ±:b  =  0.  Men  kan  ze  altijd,  door  xl^-  =  y 
te  stellen,  terugbrengen  tot  den  vorm 

«1         n      »i    n-2  ,  n(n— 3)   n-4      n(n— 4)(?i— 5)   „-6  . 

'+■^=^-1^    +nLi-^    — 0:3— -^    +•••• 

De  oplossingi  geschiedde  hier  wel  is  waar  onder  aanname  van  een 
zeer  speciale,  imaginaire,  waarde  van  z,  maar  de  formule  geldt  toch 
geheel  algemeen,  zooals  men  gemakkelijk  zal  kunnen  conlroleeren. 


m 


/  db  1  =  0. 


Feitelijk   komt    de    oplossing    van   die   vei^elijkingen  dus 


n 


neer  op  die  van  y  =  v^zf:l,  d.w.z.  op  het  bepalen  der 
eenheidswortth  (zie  bl.  138  e.  v.) 

Men  kan  echter  ook  voor  kleine  waarden  van  n  het  eer- 
ste lid  in  factoren  ontbinden,  en  zóo  tot  de  oplossing  geraken. 

Voor  y«dbl  =  0,  y^dbl  =  0,  y4=fcl  =  0eny«dbl  =  0 
laten  wij  dit  aan  den  leerling  over.  [Wij  wijzen  er  op,  dat 
y*  +  1  ontbonden  wordt,  door  te  schrijven  {y^  +  1)"^  —  2y-  = 
=  lyi  4.  yV2  +  1)  Cy*  —  // 1^2  +  1)].  Men  zal  in  al  die 
gevallen  de  op  bl.  139  en  140  berekende  waarden  zien 
terugkomen.  Alleen  bij  ^^±1=0  willen  wij  nader  op  de 
oplossing    ingaan.   Nemen  wij  x^  — 1  =  0,  dan  leidt  dit  tot 

{X  —  1)  (X^  4-  X^  +  ^2  +0?  4-  1)  =  O, 

d.w.z.  tot  .2;  ~  1  =  O  of  X  =  1,  en  de  wederkeerige  vei^e- 
lijking  van  den  vierden  gi-aad  .r*  -|-  o^  +  .t?^  -f-  o?  -f- 1  =  0. 
Lost  men  deze  laatste  op,  zooals  in  §  7  is  uitgelegd,  dan 
verkrijgt  men  voor  x  de  waarden 


.r  =  V4(-  1  +  V/5)±:  1/4*^10  +  21^5 
x  =  —  1/4  (1  +  1^5)  =b  V^i  V^ÏÖ~— "2  l^b 

geheel  in  overeenstemming  met  het  op  bl.  139  gevondene. 
Op  geheel  dezelfde  wijze  zou  de  oplossing  van  a?^  rt  1  =z  O 
tot  een  ^vederkeerige  vergelijking  van  den  zesden  graad  geleid 
hebben,  welke  tot  een  vergelijking  van  den  derden  graad  is 
terug  te  brengen.  Hier  is  dus  de  goniometrische  methode 
van  bl.  138  e.  v.  te  prefereeren.  En  dit  geldt  in  nog  sterker 
mate  voor  x^^  dz  1  =  O,  .r'^  =t  1  ==  O,  enz.  enz.  Want  vei^e- 
lijkingen  van  den  5®"  en  hoogeren  graixd  zijn  in  het  alge- 
meen   door    algebraische   hulpmiddeleji  niet  meer  oplosbaar. 

De  goniometrische  methode  geeft  ons  ook  het  middel  aan 

de    hand    vormen    van  de  gedaante  .r  *  it  1  in  reëele  tweede- 
machtsïdLiiioYQW  te  ontbinden. 

Is  n  oneven,  dan  komt  bovendien  nog  een  reëele  eei^stemachis- 
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factor  voor,  nl.  ^  ±  1 ;  en  is  n  even,  dan  zal  bij  x  —  1  nog 
de  reêele  tweedemachtsfax^tov  jc^  —  1  voorkomen. 

Wat  nu  de  bedoelde  reëele  tvveedemachtsfactoren  betreft, 
(leze  vindt  men  op  de  volgende  wijze.  Wij  zagen  op  bl.  141, 
dat  de  imaginaire  wortels  van  ±  1  steeds  paarsyeioijze  voor- 
komen. Bij  cosip-^-isinip  behoort  nl.  altijd  den  „geconjugeer- 
den''    (toegevoegden)    wortel    cos  ip  —  i  sin  y.    Immers    naast 

C08 1-  *  Sin komt    bii    V^  1    ook    een    wortel 

n  n 

(«— A)360°  (n— *)360^ 

C08 1-  isin voor,  d.  w.  zeggen  een  wortel 

n  n 

AX360^  .    /feX360°       X.       ...      "         .      . 

cos i  sin .     En     bii     v^  —  1     komt     naast 

n  n 

180^-f  AX360°         ,  180°+b-(/fe+ 1)}360° 

q>  =  ook   voor    ^p  = 


=  360^  — 


n  n 

180^+AX360^ 


n 

Is  nu  cos  iP  +  i  sin  ip  een  wortel  van  de  vergelijking 
X  db  j  =  O,  dan  bevat  het  eerste  lid  den  imaginairen  factor 
X  —  {cos  ^ -\' i  sin  ^\  Vermenigvuldigt  men  dezen  met  den 
bijbehoorenden  factor  x  —  {cos  ip  —  /  sin  y),  dan  komt  er 
voor  den  verlangden  reëelen  tweedemachtsfactor : 

(x  —  co»  ipf  -f-  siv?  ip  :=^  x^  —  2x  cos  ip  -\-  \. 

Stelt  men  nu  hierin  voor  ip  achtereenvolgens  de  eerste 
helft    der  waarden  [180°  en  360''  uitgezonderd  (waarom  ?)], 

n 

die  uit  de  berekening  van  x^  dtl  voortvloeien,  zoo  ver- 
krijgt men  ook  alle  reëele  tweedemachtsfactoren  van  den 
gegeven  vorm  .r"  db  1.  Zoo  vindt  men  bv.  onmiddelijk : 

a;3  —  1  z=  (o?  —  1)  (a«  —  2x  cos  72°  4-  1)  {x^  —  2x  cos  UAT  +  1). 
j;6+  1  =z(^2_2.rco«30^4-l)(A*8~2A-co»90^+l)(.««-2a;co»150°+i)  = 
=  {x^  +  1)  {x^  -  x\^^  +  l)  {x^  +  o;  l^  3  -f  1). 

In  het  eerste  voorbeeld  is  ip^  =  7.  x  360"*  =  72^  waarbij 
dan  telkens  72®  wordt  opgeteld  ;  in  het  tweede  voorbeeld  is 
^1  =  Ve  X  180°  =  30\   waarbij  telkens  60^  wordt  gevoegd. 
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Oefeningen,  De  leerling  ontbinde  thans  den  vorm  6.r^-j-j:^ — 15 
in  reëele  tweedemachtsfactoren.  (Schrijf  voor  dien  voito 
(2a?*  — 3)  (3a;* +  5);  enz.). 

Ook  ontbinde  hij  op  de  zelfde  wijze  den  vorm  o;® -j- 2a:* + 4. 
[Men  schrij  ve  hiervoor  4  (^^4  o?®  +  Va  ^*  +  ^  )  =  *  (y^ + y* + ^  )> 

8 

wanneer  a?  =  yv^4  =  yi^2  wordt  gesteld.     Nu  stelle  men 

—  Yj  =:  cos  if   (in    het    algemeen    wordt    bij  ax    -^hx  '\-g 

h 
voor  —  ,    ^      in   de  plaats  gesteld  cos  y ;  dit  is  dus  alleen 

mogelijk,    wanneer    zooals    in    ons    voorbeeld    b^ <^^c   is), 
en  verkrijgen  dan  (y  is  hier  blijkbaar  120*^ : 

4  {y^ —  2y*  coêip-^\)-=i  Ai[y^ — {cob  ip  +  isin  9?)]  [y* — (cos  tp  —  isin  y)]. 

De  oplossing  der  vergelijking  y  =  T^  {cos  120**  =b  isin  120®) 
levert  nu  verder  y  =  (30°),  (120°),  (210°)  en  (300°),  zoodat 
de  factoren  worden  4(y^  —  2y  co* 30**  -f-  1)  X  enz.]. 


VIJFDE  LES. 


OVER  HET   VERLOOF   VAN   VORMEN  VAN  DEN 
TWEEDEN  GRAAD.  MAXIMA  EN  MINIMA. 


Fi^.  ld. 


1.    Verloop  van  den  vorm  ax^  +  bx  -f-  c.    Onderstelt  men 

a  yositiefj  dan  geeft  fig.  18  een 
grafische  voorstelling  van  den 
vorm  y  =  ax^  •■\'bx  -\-  c.  In  de 
Analytische  Meetkunde  wordt  aan- 
getoond, dat  de  kromme,  die  dat 
verloop  weergeeft,  een  parabool 
is,  waarvan  de  as  in  P  —  mid- 
den tusschen  de  beide  wortels  xi 
en  a?2,  waar  y=0  wordt  —  lood- 
recht op  de  A"-as  staat. 

Voor  de  waarden  a?  =  ±  oo 
wordt  y  =  4"  Q^  5  voor  a?  =  a?i  en  a?  =  a?^  wordt  y  =  0.  Schrijft 
men  voor  den  gegeven  vorm  (zie  blz.  147) : 

y  z=.a{x  —  Xi)  {x  —  x^)^ 

ZOO  ziet  men  duidelijk,  dat  voor  waarden  van  x,  die  kleiner 
dan  a?i,  of  grooter  dan  x^  zijn,  y  positief  uitvalt.  Immers  is 
X  <^  Xi ,  dan  is  ook  x  <^x^,  en  zijn  derhalve  de  factoren 
X  —  Xi  en  X  —  ^2  beide  negatief.  En  is  x^  x%^  dan  is  ook 
a?]>^i,  en  zijn  de  factoren  beide  positief. 

Is  echter  x^  xi,  maar  <^  x^ ,  dan  is  x  —  xi  positief, 
X  —  x^  daarentegen  negatief,  derhalve  y  negatief. 

Wij    kunnen   dus  zeggen : 

y  is  positief  buiten  de  wortels,  negatief  tusschen 
de  wortels. 


I7è 


[Is  a  negatief,  dan  is  alles  natuurlijk  omgekeerd ;  de 
kromme  is  dan  ook  naar  beneden  gericht]. 

In  de  bovenstaande  figuur  is  de  eene  wortel  ^i  (liggende 
links  van  O)  negatief  gedacht,  de  tweede  wortel  x^  (rechts 
van  O)  positief.  Schuift  men  de  geheele  kromme  naar  links, 
zoo  komen  xi  en  x^  beide  links  van  O  te  liggen,  en  ver- 
krijgt men  twee  negatieve  wortels;  verschuift  men  de  kromme 
daarentegen  naar  rechts  zoo  worden  de  beide  wortels  positief. 

Verschuift  men  de  kromme  in  plaats  van  in  horizontale 
richting,  in  vertikale  richting,  d.w.z.  in  de  richting  van  de 
y-aa,  zoo  verkrijgen  wij  de  grafische  voorstelling  van  twee 
imaginaire  of  van  twee  gelijke  wortels. 


m  ^^■ 


Fj^.ao. 


Zoo  geeft  fig.  19  een  voorstelling  van  twee  ^^/yX'^  wortels, 
terwijl  fig.  20  het  geval  van  twee  imaginaire  wortels  illustreert. 
In  het  eerste  geval  zijn  de  beide  wortels  x^  en  x^  tot  éen 
samengevallen,  en  raakt  de  X-as  aan  de  kromme;  in  het 
tweede  geval  is  er  geen  enkele  waaixle  van  Xy  waarvoor 
y  =  O  wordt.  Zoowel  bij  gelijke  wortels  als  bij  imaginaire 
is  y  steeds  positief,  (a  positief  ondereteld). 

Zoowel  in  fig,  18  als  in  de  figg.  19  en  20  zien  wij,  dat 
y  ergens  een  inijiinmmwsiQxdQ  verkrijgt.  Men  kan  gemakkelijk 
aantoonen,  dat  deze  bij  reëek  wortels  steeds  midden  ttissc/ien 
de  lüorteU  is  ingelegen. 

Schrijft    men   nl.   den  vorm  a^x^  -f-  èo?  +  c  in  de  gedaante 


a 


{' 


177 

zoo    ziet    men    duidelijk,    dat   de  waarde  daarvan  zoo  klein 

mogelijk  wordt,  wanneer  ép  +  -—  ==  O  is.  Want  in  elk  ander 

2a  • 

Z'        f>y  .  .  b 

geval  heeft  (  ^  +  ^  1  een  j^ositieve  waarde.  Uit  ^  -[-  —  =  O 

\  2a/  2a 

b 

volgt  echter  x  •= ,  en  dit  ligt  blijkbaar  midden  tusschen 

2a 

de  wortels,  (zie  blz.  144). 

Is  a  negatief,  dan  blijft  alles  het  zefde,  alleen  wordt  het 
minimum  dan  een  maximum. 

Bij  gelijke  wortels  blijft  het  minimum  bij  .t?  =  —  —  tusschen 

aa 

de  wortels  inliggen,  en  valt  daarmede  samen.  Maar  ook  bij 
imaginaire  wortels  kan  men  zich  denken,  dat  het  minimum 

b 
bij   X  •=.  —  —    midden    tusschen    de    wortels    inligt,    welke 

laatste  men  zich  dan  denken  kan  in  een  vlak,  gaande  door 
PP'  loodrecht  op  het  vlak  van  teekening. 

De  waarde  van  het  minimum  wordt  gegeven  door 

b^ — 4ac 
^"""  47~' 

Men  ziet,  dat  dit  bij  reëele  wortels  negatief  is  {PP'  in 
fig.  18),  bij  gelijke  wortels  z=0,,en  bij  imaginaire  wortels, 
waar  J^  <[  4ac,  positief.  {PP'  in  fig.  20). 

2.    Verloop  van  breuken,  waarin  vormen  van  den  twee- 
den graad  voorkomen. 

a.     Beschouwen  wij  in  de  eerste  plaats  het  verloop  der  breuk 

'^~~~^2'^' 

waarvan  de  noemer  een  vorm  van  den  ttreechm  graad  is  met 
imaginaire  wortels,  en  derhalve  niet  =  O  kan  worden.  De 
teller  is  willekeurig ;  in  ons  voorbeeld  is  het  eveneens  een 
vorm  van  den  tweeden  graad  met  imaginaire  wortels. 

Substitueeren  wij  voor  ^c  de  waarden  —  x> ,  O  en  +  od, 
zoo  vinden  wij  reeds ; 

12 
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/P  —  00 

y     2 

a=     0 

y     % 

a       +00 

y-2 

«.o» 


€M 


Hieruit  ziet  men,  dat  de  kromme,  welke  het  verloop  der 
breuk  weergeeft,  bij  x=:  —  oo  en  -f"  Q^  asyvijjtotisch  (zie 
Deel  I,  blz.  146)  zal  loopen  aan  de  lijn,  welke  op  een 
afstand  =  2  evenwijdig  loopt  aan  de  X-as.  Immers  voor 
waarden    van    x   in    de    nabijheid    van   —  oo   en  +  od  is  y 

steeds  uiterst  weinig  van  — r  ^^  ^  verwijderd. 

De  vraag  doet  zich  nu  voor,  waar  een  maximum  of  mini' 
mum  zal  optreden.  Lossen  wij  daartoe  x  op  uit  de  vergelijking 

y  (j?2  +  2)  =  2^2  +  ^  +  1, 

gevende 

(2  -  yU2  +  ^  +  (1  _  2y)  =  O, 

derhalve 


X 


—  Izhl^l— 4(2— y)(l— 2y)       — IzfcV^— 8/'2+20y— 7 


2(2-  y)  2(2-y) 

De  waarde  van  x  wordt  dus  imaginair,  zoodra  de  vorm 
—  8y*  +  20y  —  7  negatief  wordt,  d.w.z.  zoodra  Sy^ — 20y-}-7 
positief  woi-dt.  Is  deze  vorm  nog  juist  =  O,  dan  is  x  nog 
juist  reëel,  zoodat  de  waarden  van  y,  opgelost  uit  de  ver- 
gelijking 

8y2  _  20y  +  7  =  O, 

de  grenzen  aangeven,  waarbuiten  y  niet  gaan  mag.  Met 
resp.  grootere  of  kleinere  waarden  van  //  correspondeert  geen 
reëele  waarde  van  x  meer.  De  wortels  van  bovengenoemde  ver- 
gelijking geven  dus  de  maximum-  en  minimum waaixlen  van  y 
aan.  Daar  boven,  of  daar  beneden  zijn  geen  punten  der  kromme. 
Nu  zijn  de  bedoelde  wortels : 

y  =  V^(10=fc:l-"lÖT^56)  =  1/4(5  =bi^ll)=  circa  2,08  en  0,42- 
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En  daar  Sy^ — 20y+7  negatief  moet  blijven,  opdat  o?  reëel 
zij,  zoo  moet  y  tusschen  de  wortels  inliggen  (zie  §  1).  y 
moet  dus  grooter  zijn  dan  de  kleinste  wortel  V4  (5  —  V^  11), 
en  kleiner  blijven  dan  de  grootste  wortel  V4  (5  -f-  ^  H)-  De 
eerste  waarde  is  dus  een  mm/iwwmwaarde,  de  tweede  een 
maximumwdiAvAe  voor  y. 

De  bijbehoorende  waarden  van  x  worden  gevonden  uit 
de  vergelijking  (zie  boven) 

''~"^72^"y)~2(y-2)- 

Want  V-— 8/ +  20/^^7  is  nu  =0.  Bij  y=  V^IS— ^H) 
behoort  dus : 

En  bij  y  =  V4  (5  +  »^  H)  behoort : 

-  =  ./,(5+.^ll)-4  =  =3^1=^  +  ^"=""'^°'^^- 

Het  bovenstaand  lijstje  van  waarden  moet  dus  nog  worden 
aangevuld  met 

A'  =  —  0,32         II  =  0,42  (minimum) 
X  =       6,32         y  =  2,08  (maximum). 

In  figuur  21  is  het  behandelde  verloop  in  beeld  gebracht. 
Duidelijker  dan  vele  woorden  —  wij  merkten  het  in  Deel  I, 
blz.  146  reeds  op  —  geeft  een  dusdanige  meetkundige  voor- 
stelling het  geheele  verloop  der  breuk  weer. 

De  leerling  behandele  nu  op  geheel  dezelfde  wijze  als  boven 
is  geschied,  de  breuken 

.^.3  _  3.C  -j   2  .ü  —  3 

en 


A.a  +  .tr  +  1  3.V*  -  A'  4-  1' 

en  brenge  het  verloop  in  teekening.  Bij  de  eerste  breuk  is 
de  teller  een  vorm  van  den  tweeden  graad  met  reëele  wor- 
tels; bij  de  tweede  een  vorm  van  den  eersten  graad.  Het 
verloop  is  geheel  gelijksoortig  —  met  maximum  en  mini- 
mum —  als   dat   van  de   boven   behandelde  breuk.    AlleeA 

12* 
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wordt  nu  de  JT-as  twee-  of  eenmaal  gesneden,  en  zal  bij  de 
laatste  breuk  de  JT-as  asymptoot  zijn.  (waarom?) 

b.     Als  tweede  voorbeeld  beschouwen  wij  de  breuk 

_      2j?+  1 
y  —  2x^  —  as  —  6' 

waarvan  de  noemer  nu  een  vorm  van  den  tweeden  graad  is 
met  reëels  wortels,  terwijl  de  teller  wederom  geheel  wille- 
keurig is.    Wij  kozen  een  vorm  vaü  den  eersten  graad. 

De  noemer,  die  blijkbaar  =  (o?  —  2)  (2a?  +  3)  is,  wordt 
=  O  voor  x=:  — 17»  en  o:  =  2.  Voor  die  waarden  van  x 
wordt  de  breuk  dus  =f:  od,  en  in  de  meetkundige  voorstel- 
ling zullen  twee  discontinuïteiten  voorkomen  (zie  deel  I,  bl. 
142)  met  veiiikale  asymptoten  biJA'  =  —  lVgena?  =  2.  Voor 
o?  =  —  72  wordt  de  teller,  en  dus  ook  de  breuk  =  O. 

2x        1 
Voor  a?  =  db  00   wordt  de  breuk  =  —-z  =  -  =  O,  zoodat 

2x^       X 

de  X-BS  asymptoot  zal  wezen.  Voor  aj=0  verkrijgt  men  de 


waarde 


Vc-    Wij  hebben  derhalve  reeds: 

y 


x  =  — 

00 

y  =  0 

X  —  — 

IV» 

y  _  :p  00 

.r  =  — 

v« 

y-0 

j?  —  0 

y--V« 

x  —  2 

y  _  =F  00 

^  =  00 

y  =  o 

Een   maximum  en  minimum 
zijn    niet   aanwezig,    omdat  in 
ons  voorbeeld  de  waarde  van  j, 
ijvg  zz.  waarvoor  de  teller  =  O  wordt, 

nl.  .r  =  —  V«>  inligt  ttisschen 
de  waarden  van  x\  waarvoor  de  noemer  =  ü  wordt,  nl. 
x  =  — IV2  en  x=2.  Dit  is  uit  het  verloop  der  breuk 
(zie  fig.  22)  onmiddelijk  intezien,  wanneer  men  nl.  deteekens 
nagaat,  die  de  breuk  achtereenvolgens  zal  aannemen,  en 
welke  men  gemakkelijk  kan  afleiden  uit  de  eigenschap, 
dat   de    noemer   positief  zal  zijn  buiten  de  wortels,  negatief 
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daartusschen.    Wij    kunnen    daai*van    het    volgende    schema 
opschrijven. 

X  -IV2  -V,  2 


teller    —      —      —       O       +       -f       -f 
noemer     -|-        O       ^ —      —       —       O 


breuk    —     zpoo-f"        Ö       —     ipoo-f" 

X  —  4 
Had  men  de  breuk  -z — — r  gehad,  waarvan  de  teller 

X*  —  oX  -\-  O 

=  o  wordt  bij  a?  =  4,  de  noemer  bij  ar  =  2  en  a?  =  3,  zoo- 
dat de  eerste  waarde  nu  buiten  de  beide  anderen  ligt,  zoo 
zou  men  weer  een  maximum  en  minimum  gevonden  hebben. 

,^-     ,     ,  ,  ,     ,       ,    «^  4"  5^  +  7 

Hetzelfde  is   het  geval  met    de  breuk  — ,  waar 

x^  ^—  2x  —  8 

de  teller  van  den  tweeden  graad  is  met  imaginaire  wortels. 

Is  de  teller  een  vorm  van  den  tweeden  graad  met  reëele 
wortels,  zoo  zal  alleen  in  het  geval,  dat  éen  dezer  wortels 
inligt  tusschen  de  beiden  van  den  noemer,  terwijl  de  andere 
er  buiten  ligt,  het  maximum  en  minimum  weer  ontbreken, 
evenals  in  fig.  22^  Maar  in  de  gevallen,  dat  de  wortels  van 
den  teller  beide  binnen  die  van  den  noemer  vallen,  of  beide 
er  buiten  (aan  éen  zijde  of  aan  weei'szijden),  zal  er  weer 
een  maximum  en  een  minimum  zijn. 

De  leerling  ga  al  die  vei'schillende  gevallen  bij  de  genoemde 
en  de  nu  volgende  breuken  eens  uitvoerig  na,  en  brenge 
het  verloop  weer  in  teekening. 

a!^  —  a  —  2         x^  —  4x  +  S         ^2  — 3.2? -f  2         ^«  — 3^  — 4 
a.%^a!  —  2    '     a?«  — 4a?— 5    '     x'^  4.  5.v  +  6    '     a««  — 3.ir  +  2' 

(Bij  al  deze  breuken  is  er  een  horizontale  asymptoot). 

C.     In  de  derde  plaats  zij  gegeven  de  breuk 

3x^  —  2^  +  5 

y  = ö — • 

X  —  2 

Hier  is  de  noemer  van  den  eersten  gi*aad^  en  er  is  dus 
aJtijd  bij  eme  waarde  van  ;r,  nl.  a?  =  2,  een  discontinuïteit 
met  vertikalen  asymptoot-  De  teller  is  hier  een  vorm  van 
den  tweeden  graad  met  imaginaire  wortels. 
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Bij    a;  =  ±  00    nadert    thans   y    tot  —  :=  3jr,    d.w.z.    bij 

x-=  —  OD  tot  —  00,  en  bij  07  =  4"  00  tot  -f-  o^-  De  kromme 
heeft  dus  niet  als  in  de  boven  behandelde  gevallen  een 
horizontalen  asymptoot,  maar  begint  en  eindigt  met  een  zg. 
oneindigen  tak.    Voor  x  =  O  wordt  y  =z  —  27g. 

Zoeken    wij  nu  de  plaats  van  maximum  en 
minimum. 

Uil  y(;r— 2)  =  3.r«  — 2a?  +  5  volgt: 

3.r^--(2  +  y);r  +  (5  +  2y)  =  0, 
waaruit 


Fi^.Zö, 


X  =  Ve  (2  +  y  ±  V/y^  -  20y  -  56). 

Stelt  men  nu  hierin  weer  y^  —  20y  —  56  =  O, 
zoo  wordt  y=10zh2v^39.  Daar  ƒ— 20y— 56 
positief  moet  blijven,  derhalve  y  buiten  de  w^ort els 
moet  liggen,  zoo  correspondeerty=10 — 2i/39= 
= — 2,49  met  het  maximum,  y=10-|-2v^39= 
=  22,49  met  het  minimum.  De  bijbehoorende  waarden  van  a' 
vindt  men  blijkbaar  uit  x  =  Vo  (2  +  y)  =  Vs  (1  +  Vay)»  ^^  zijn 
dus  resp.  =73(6— v^39)=— 0,08  en  =1/3(6+1^39)= 4,08. 
Was  de  teller  van  den  tweeden  graad  geweest  met  reëele 
wortels,  dan  kan  zich  óf  het  geval  voordoen,  dat  de  kromme 
zonder  maximum  en  minimum  verloopt  —  wanneer  nl.  de 
waarde  van  x,  waarvoor  de  noemer  =r  O  wordt,  weer 
inligt  tusschen  de  wortels  van  den  teller  —  öf  het  geval,  dat 
er  een  maximum  en  minimum  is  —  wanneer  de  genoemde 
waarde  van  x  buiten  die  wortels  ligt. 

De  leerling  onderzoeke  en  teekene  nu  de  volgende  breuken, 
die  van  bovengenoemde  gevallen  voorbeelden  zijn. 


^2^2.r— 8 
2^+3 


.,.«-2«— 3 

3.T?— 11 


3.  Maxima  en  minima  van  producten. 

a.     Neemt  men  telkens  het  product  van  twee  getallen,  waar- 
van   de  som  hetzelfde  blijft,  bv.  =  12,  dan  zal  dat  product 


j 
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zijn  hoogste  waarde  verkrijgen,  wanneer  de  getallen  aan 
elkaar  gelyk  worden. 

Zoo  is  1x11  =  11,  2x10  =  20,  3X9=27,  4x8=32, 
5  X  7  =  35,  6  X  6  =  36.  Het  laatste  product  is  derhalve 
het  grootste. 

Het  bewijs  is  gemakkelijk  te  leveren.  Stel  de  beide  getallen 
a  —  X  en  a  +  ar,  waarbij  alleen  x  verandert,  zoodat  de  som 
steeds  =  2a  blijft.  Het  product  is  dan  =:  a^  —  x^,  en  dit  is 
blijkbaar  maximum  als  x=:0  is. 

Het  omgekeerde  van  deze  eigenschap  luidt :  Neemt  men 
telkens  de  som  van  twee  getallen,  waarvan  het  j9rc>c/wc^ont;^'- 
andei'd  blijft,  dan  zal  die  som  zijn  laagste  waarde  verkrijgen, 
wanneer  de  getallen  gelijk  zijn. 

Immers,  was  bij  het  standvastige  product  a^  de  som  van 
a  en  a  niet  de  kleinste  van  alle  sommen,  dan  zou  bv.  de 
som  van  ax  en  "/x  kleiner  zijn,  bv.  2a  —  2d,  Het  product 
van  twee  getallen,  waarvan  de  som  =  2a  —  2d  is,  zou  dan 
=  a^  zijn.  Maar  volgens  het  bovenstaande  kan  dat  product 
hoogstens  (a  —  (ff  zijn,  en  dus  nooit  de  waarde  a^  bereiken, 
zoodat  de  zooeven  gemaakte  onderstelling  tot  een  valsch 
resultaat  zou  voeren. 

b.  Nemen  wij  nu  het  product  van  meer  dan  twee  getallen, 
w^aarvan  de  som  konstant  blijft,  bv.  =  12.  Dan  zal  dat 
product  weer  maximum  zijn,  wanneer  de  factoren  aan  elkaar 
gelijk  worden. 

Zoo  is  bv.  bij  3  getallen:  1X1X10=10,2x3x7=42, 
enz.  Maar  4  X  ^  X  4  is  =:  64,  en  deze  waarde  woixlt  door 
geen  enkel  der  voorgaande  producten  overtroffen. 

Want  zoolang  er  van  de  factoren  nog  twee  ongelijk  zijn, 
kan  men  met  behoud  van  de  andere  factoren  die  ongelijke 
aan  elkaar  gelijk  maken,  zonder  dat  men  hun  som,  en  dus 
ook  de  som  van  alle  factoren  verandert.  Volgens  het  voor- 
gaande zal  dan  echter  het  product  van  die  twee  ongelijke 
nog  vergroot  worden,  dus  ook  het  geheele  product. 

Hoe  luidt  nu  de  omgekeerde  eigenschap»  en  hoe  bewijst 
men  die? 
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C.  Is  van  het  product  cf  b^  c  , ,  ,  de  som  der  grondtallen 
standvastig,  dan  is  dat  product  möwrmm7?i,  wanneer  de  (^roncf- 
tallen  resp.  evenredig  zijn  aan  de  gegeven  exponenten. 

Zoo  is  bv.  van  alle  producten  a^  b^,  wanneer  a-^-b  steeds 
=  10  is,  het  product  6^  X  4'^  =  3456  het  grootste  van  allen, 
en  wel  omdat  Vs  =  */«  is. 

Men    bewijst    die    eigenschap    op    de  volgende  wijze.  Het 

product  cf  b^  c  . . .  zal  tegelijk  zijn  hoogste  waarde  verkrijgen 
met  het  product  (-1  (-J  (-)..>  omdat  ^,  j  en  r  onveran- 
derlijke getallen  zijn.  De  laatste  producten  zijn  eenvoudig 
alle  l-j  (~l  l-j  ...  maal  grooter  dan  de  eerste. 

Nu  is  f-Yf-Yr-Y...=f-x-  x-..lxf-x-x-^x  .• 

Derhalve  heeft  men  een  gedurig  product,  waarvan  de  som 

a  h  c 

der  grondtallen  =  -  Xp  +  - X7  +  - X^  +  - •=^  +  *  +  <^  +  — 

'p  q  r 

is.    Maar    dit   is  volgens  de  onderstelling  standvastig,  zoodat 

het  product  maximum  zal  zijn,  wanneer  alle  factoren  gelijk 

a       h        c 
zijn.  Derhalve  moet  —  =  -  =  -  =  ...  zijn.  En  dan  is  bijgevolg 

f       q       r 

ook  het  oorspronkelijke  product  maximum. 
Welke  is  de  omgekeerde  eigenschap  ? 

d.  Hoe  nu  tal  van  Vraagstukken  door  middel  van  de  boven- 
behandelde  eigenschappen  kunnen  worden  opgelost,  zullen 
we  aan  eenige  Voorbeelden  laten  zien. 

1^.  Welke  driehoek  heeft  van  alle  driehoeken  mei  gelijke 
basi^  en  gelijkefn  omtrek  het  grootste  oppei^lak? 

Wij  weten,  dat  0^  =:s{s  —  a)(s  —  b)  (s  —  c).  Is  a  de  basis, 
dan  zijn  dus  5  en  a  standvastig,  derhalve  ook  s  —  a.  6^, 
en  dus  ook  O  is  alzoo  tegelijk  maximum  met  {s — b)(s — c). 
De  som  van  deze  factoren  is  echter  =  2s  —  ( J  4"  ^)  =  <3f, 
derhalve  standvastig.  Het  product  is  mitsdien  maximum, 
wanneer  s  —  b  =  s  —  c,  d.w.z.  wanneer  b  =  c.  De 
beenige  driehoek  is  alzoo  de  grootste. 
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2c.  Welke  kegel  zal  onder  alle  kegels  met  standvastig 
oppervlak  den  grootsten  inhoud  hebben  ? 

Het  oppervlak  is  gegeven  door  de  formule  0=jrr^+jrr^, 
waanneer  r  de  straal  van  het  grondvlak,  en  ^  de  schuine  zijde 
is.  De  uitdrukking  r-  +  rs  is  dus  standvastig. 

De  inhoud  /  is  '=  Vs  ^r^K  wanneer  h  de  hoogte  van  den 
kegel  is.  /  is  derhalve  tegelijk  maximum  met  r^A,  of  met 
rViS  d.MT.z.  met  r^{s^  —  i^).  Maar  omdat  r (r  +  ó-)  standvastig 
is  (zie  boven),  zoo  is  r^  (5^-  —  r®)  ook  tegelijk  maximum  met 
r^  {s  —  r),  dus  ook  met  2r^  {s  —  r)  of  met  2r®  {rs  —  r^). 

Nu  is  rs-\'r''-  konstant,  bijgevolg  ook  {rs  —  r-)4-2r'.  Het 
product  2r^{rs  — r-)  is  derhalve  maximum,  wanneer  rs — r^=2r^ 
is,  d.w.z.  wanneer  s  =  3r. 

De  schuine  zijde  van  den  kegel  moet  dus  driemaal  zoo 
lang  zijn  als  de  straal  van  het  grondvlak. 

Uit  dit  vraagstuk  ziet  de  leerling,  dat  er  dikwijls  allerlei 
vernuftige  kunstgrepen  noodig  zijn,  om  het  ten  slotte  daartoe 
te  brengen,  dat  men  twee  factoren  krijgt,  waarvan  de  som 
konstant  is. 

3e.  Wat  weet  gij  van  een  gelijkbeenig  trapezium,  waarvan  de 
kleinste  der  evenwijdige  zijden  =  a  is,  en  de  beenen  =  b 
zijn,  wanneer  het  oppervlak  zoo  groot  mogelijk  moet  wezen  ? 

Stel  de  grootste  der  evenwijkige  zijden  =.r,  dan  is  het 
oppervlak  gegeven  door  de  uitdrukking 

O  =  V2  (a  +  .r)  V^  6^  -"V,  (^^^  'a)\ 

waarin  de  worteluitdrukking  de  hoogte  vooi-stelt.  Wij  kunnen 
dus  ook  nagaan,  wanneer  16  0^  d.w.z. 

(a  +  xf  [4fc«  —  Cx'  -  af]  =  («  +  *xf{U  -{- x  -  a){2h  -  a:  ^  a) 

maximum   is.  Zijn  p  en  q  nader  te  bepalen  getallen,  dan  is 
deze  laatste  vorm  tegelijk  maximum  met 

(a  +  af  .p  (2fc  -  a  +  x)  .q{2b  +  a  —  x). 
Dit  nu  is  maximum,  wanneer  [zie  c)] 

V2  {a  +  x)=p{2b^a  +  x)=zq  (26  -f  a  —  ^),  .  .    («) 
indien    nl.    de    som    der    grondtallen    standvastig    is,    d.w.z. 
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wanneer  (a  -|-  ;c)  +  />  (2t  —  a  -\-  w)  -\-  q{2b  -]-  a  —  x)  onafhaa- 
kelijk  is  van  x.  Daartoe  is  echter  noodig,  dat 

l+P-?  =  0 (?>) 

is.    Lost  men  nu  p  en  q  uit  (a)  op,  en  substitueert  die  waar- 
den in  (6),  zoo  komt  er: 

a  4-  a  , ,        a  4-  X 

26  —  a  -{-  X  2o  -\-  a  —  x 

of  2{4ft2  — (^-a)2|  +  (a+;r)(26-f-a— ar)  — (a+^)(2ft  — a+«?)  =  0, 
of  wel  86«  —  2  (d?  —  a)2  +  2  (a^  —  ^«)  =  O, 

gevende  :  x^  —  ax  —  2fc*  =  O, 

waarvoor  men  ook  kan  schrijven  : 

X  X  Va  ('^  --  fl)  ~  f>^' 

Alleen  dan  derhalve,  wanneer  aan  deze  voorwaarde  is  vol- 
daan, is  het  mogelijk  de  onbepaalde  factoren  zóo  te  bepalen, 
dat  aan  de  voorwaarden  (a)  en  (6)  gelijktijdig  kan  wor- 
den voldaan.  Men  kan  nl.  door  oplossing  der  vergelijking 
x^  —  ax — 2i-=:0,  en  substitutie  van  de  daaruit  gevonden 
waarde  van  .r  in  de  uit  (r/)  opgeloste  uitdrukkingen  voor  penq 
deze  beide  factoren  in  de  gegevens  aenb  uitgedrukt  denken. 

De  laatst  gevonden  betrekking  voor  x  nu  zegt  niets  andei-s, 
dan  dat  x  de  middelUjn  moet  wezen  van  den  cirkel,  om 
het  trapezium  beschreven.  Dan  is  het  oppervlak  bij  gegeven 
a  en  ft  zoo  groot  mogelijk. 

4.   Vraagstukken.  Ten  slotte  geven  wij  hier  nog  eenige  Oefe- 
ningen, betrekking  hebbende  op  het  geleerde  in  de  ^^  1  en  3. 

1.    Hoe  moet  men  p  nemen  in  de  vergelijking 

3.r^  —  (2p  -\-\)x  ^  (hp  —  26)  ==  O, 

opdat  de  eene  wortel  ]>  4  zij,  de  andere  <[  1  ? 

[De  getallen  1  en  4  moeten  dus  tusschen  de  wortels 
inliggen,  en  zoowel  voor  x=il  als  voor  j?  =  4  zal  het 
eerste  lid  der  gegeven  vergelijking  ne^a^ié?/ moeten  wor- 
den. Dit  geeft  de  voorwaarden  p  <[  8  en  p  >  6.  Bijge- 
volg zal  voor  alle  waarden  van  p,  welke  >  6  en  <[  8 
zijn,  aan  de  vraag  voldaan  worden. 
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Het  spreekt  van  zelf,  dat  men  bij  andere  vergelijkingen 
voor  ^^  evengoed  een  oneindig  aantal  waarden,  of  geen 
enkele  waarde  had  kunnen  vinden  (wanneer?)]. 

Hoever  kunnen  in  de  bovenstaande  vergelijking  de 
wortels  uiterlijk  komen? 

2.  Ga  nu  eens  na  hoe  p  moet  genomen  worden,  opdat  de 
wortels  van  de  vergelijking  {x  —  i){x  -f-  4)  +  (p-  —  p  —  2) 
het  getal  3  insluiten. 

3.  Voor  welke  waarden  van  x  is  V^«*+ 10^*  — 39  reëel? 
En  l^A'«  +  3.ï?  +  5? 

4.  En  voor  welke  waarden  van  x  zal  de  uitdrukking 
l^^«^"7^+  10  —  V^.c^—  11^-1-24  reëel  zijn?  En  wan- 
neer   zuiver-imaginair  of  complex? 

5.  Wanneer  wordt  gelijktijdig  voldaan  aan  de  ongelijkheden 

ar*  —  llx^  +  70  >  O     en     x'^  —  6.r^-  —  16  <  0. 

6.  Ga  eens  na  wanneer  de  vorm  {ax  -f  h)^  +  (px  -f-  ?>* 
een  zoo  klein  mogelijke  waarde  aanneemt. 


7.  Voor  welke  waarde  van  x  wordt  "^x  —  2  -f  1^8  —  x 
maximum?  En  wanneer  minimum?  [Stel  .r  —  5  =  y, 
en  verhef  in  het  kwadraat]. 

8.  Welke  cilinder  met  gegeven  oppervlak  heeft  den  groot- 
sten  inhoud? 

9.  En  welke  cilinder,  die  in  een  gegeven  bol  beschreven  is  ? 
10.    Hoever   moet   de  top  van  een  kegel  van  het  oppervlak 

van  een  gegeven  bol,  waarom  hij  beschreven  is,  ver- 
wijderd liggen,  opdat  de  inhoud  van  den  kegel  zoo  klein 
mogelijk  zij? 

[Is  r  de  straal  van  het  grondvlak,  h  de  hoogte,  dan 
moet  dus  ^/^Jtr^h  of  ook  r^h  minimum  zijn.  Drukken 
wij  nu  r  in  iï  en  h  uit  (R  =  straal  bol)  door  middel 
van  een  paar  gelijkvormige  driehoeken,  dan  vindt  men 

gemakkelijk    r^  =  - — -— .    Wij    moeten  dus  zorgen,  dat 

h — J/t 

of  wel  - — — -  minimum  wordt.  Dit  zal  blijkbaar 


h  —  2R  /i  — 2/e 
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het  geval  zijn,  wanneer  — —  -  =  v  1  ^ 7~  I 


wordt.  Maar  deze  laatste  uitdrukking  is  tegelijk  maximum 

2R\ 
met  -;-  (  1 —  I,  waarvan  de  som  der  factoren  stand- 


¥0 


vastig  is.  Dit  product  is  derhalve  maximum,  wanneer 
A  =  4jR  is.  De  top  is  dan  op  een  afstand  2R  van  den 
bol  verwijderd]. 

11.  Bewijs,  dat  van  alle  rechthoekige  parallelopipedums  met 
gegeven  oppervlak  de  kubus  den  gi'ootsten  inhoud  heeft. 
Hoe  luidt  de  omgekeerde  stelling? 

12.  Welke  verhouding  zal  er  tusschen  de  afmetingen  van 
een  rechthoekig  parallelopipedum  moeten  bestaan,  opdat 
bij  gegeven  inhoud  het  buitenoppervlak  zoo  klein  moge- 
lijk zij,  indien  éen  zijvlak  ontbreekt? 

13.  Welke  rechthoek,  in  een  gegeven  driehoek  beschreven, 
heeft  het  grootste  oppervlak? 

14.  Op  de  eene  van  twee  kruisende  lijnen  is  een  vast  stuk 
gegeven,  terwijl  langs  de  tweede  een  ander  stuk  van 
gegeven  grootte  heen  en  weer  kan  glijden.  De  uiteinden 
van  die  twee  stukken  vormen  een  vier  vlak  Nu  vraagt 
men  de  ligging  van  het  bewegelijke  stuk  te  bepalen, 
zóo  dat  het  viervlak  een  zoo  kleiii  mogelijk  oppei^Iak  heeft. 

Uit  nevenstaande  figuur  ziet 
o^     men  onmiddelijk,  dat  het  op- 
pervlak der  zijvlakken  ACD 
en  BCD  niet  verandert,  waii- 
i  neer  CD  langs  de  lijn  q  glijdt. 

\  Wij  hebben  er  dus  slechts  voor 

\  te  zorgen,  dat  Opp.  ^^C-f 

"H    ^        -j-  Opp.  ABD  minimum  zij ; 
^     "    "  derhalve    CG  +  DH  mini- 

<^  mum,  wanneer  dit  loodlijnen 

op  AB  zijn.  Nu  is,  wanneer 
het  vlak  GCL  ±AB  staat,  en  DL // AB  is,  ook  LG //en 
=  DH.    Derhalve  zal  in  A  GCL  —  waarvan  de  basis 
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CL  konstant  is  bij  het  verschuiven  van  CD,  en  waar- 
van ook  de  hoogte  GK  niet  verandert  (daar  AB  //  vlak 
CDL  loopt,  en  GK  J^  ^P  ^^*  ^^^^  staat)  —  de  som 
der  opstaande  zijden  C(?+iö  minimum  moeten  wezen. 
Wij  zagen  echter  in  ^  3  [bij  d),  Vr.  1],  dat  van  alle 
driehoeken  met  gelijke  basis  en  gelijken  omtrek  de 
gelijkbeenige  het  grootste  oppervlak  heeft.  Omgekeerd 
zal  dus  bij  gegeven  basis  en  oppervlak  ook  de  gelijk- 
beenige driehoek  den  kleinsten  omtrek  hebben  ^).  CG-^-LG 
is  dus  minimum,  wanneer  C(r=  LG  is,  en  mitsdien  zal  het 
voetpunt  iTder  hoogtelijn  GK  in  het  midden  van  CL  vallen. 
Is  nu  KF  II  LD,  en  FE  in  het  vlak  KGB  //  GK 
getrokken,  dan  zal  EF  zoowel  J.  staan  op  de  lijn  CD 
als  op  de  lijn  AB,  en  dus  de  afstand  der  beide  krui- 
sende lijnen  voorstellen.  En  daar  K  op  het  midden  ligt 
van  CL,  zoo  zal  ook  F  op  het  midden  van  CD  liggen. 
Wij  hebben  dus  ten  slotte  gevonden,  dat  —  opdat  het 
oppervlak  van  het  viervlak  ABCD  zoo  klein  mogelijk 
zij  —  het  verschuifbare  stuk  zoodanig  op  de  lijn  q 
moet  liggen,  dat  de  uiteinden  C  en  D  even  ver  van 
dat  punt  F  der  lijn  q  liggen,  hetwelk  den  koristen 
afstand  tot  de  lijn  p  bezit. 

Het  bepalen  van  maxima  en  minima  van  verschillende 
uitdrukkingen  kan  in  zeer  vele  gevallen  niet  meer  met  de 
min  of  meer  eenvoudige  hulpmiddelen,  die  in  deze  les  werden 
behandeld,  geschieden.  Men  zal  dan  zijn  toevlucht  moeten  nemen 
tot  de  hulpmiddelen,  welke  de  Differentiaalrekening  biedt. 

1)  ImmerS;  behoort  bij  een  gelijkbeenigen  driehoek  met  basis  a  en 
omtrek  p  het  oppervlak  O,  dan  zou  de  onderstelling,  dat  bij  gegeven  a 
en  O  de  omtrek  van  een  ongel^kbeenigen  driehoek  <p,  hv,  p  —  è  zou 
kunnen  wezen,  tot  de  ongerijmdheid  leiden,  dat  het  oppervlak  van  den 
gel^kbeenigen  driehoek  met  omtrek  p  —  l  (volgens  de  oorspronkelijke 
stelling)  >  O  zou  zijn.  Want  het  oppervlak  van  den  gelijkbeenigen  drie- 
hoek met  omtrek  p  zou  dan  k  fortiori  >  O  zijn,  hetgeen  strijdt  met  de 
aanname,  dat  dit  oppervlak  =  O  is. 

Men  kan  de  stelling  evenwel  ook  eenvoudig  langs  mectkundigen  weg 
bewijzen,  (rechte  lijn    <  gebroken  lijn). 


ZESDE  LES. 


ONBEPAALDE  VERGELUEINGEN. 


A.   Vergelükingen  van  den  eersten  graad. 

1.  Eén  vergelijking  met  twee  onbekenden.  Wanneer 
minder  vergelijkingen  gegeven  zijn  dan  met  het  aantal  onbe- 
kenden overeenstemt,  dan  zal  de  oplossing  van  die  vei^lij- 
kingen  noodzakelijk  onbepaald  moeten  blijven.  Immers,  men 
kan  bv.  bij  één  vergelijking  met  twee  onbekenden  aan  de 
eene  onbekende  alle  mogelijke  waarden  geven,  en  telkens 
de  daarbij  behoorende  waarde  •  van  de  andere  onbekende 
bepalen.  Er  zal  dus  een  oneindig  aantal  stellen  waarden 
der  onbekenden  zijn,  die  aan  de  gegeven  vergelijking  voldoen. 

Voegt  men  echter  aan  de  oplossing  de  een  of  andere  beper- 
kende  voorwaarde  toe,  bv.  dat  de  onbekenden  slechts  geheelOi 
positieve  waarden  mogen  bezitten,  dan  zullen  aan  de  gege- 
ven vergelijking  slechts  een  eindig  aantal  waardenparen  vol- 
doen, of  wei  een  zeer  bepaalde  serie  waardenparen,  wanneer 
het  aantal  oneindig  groot  is. 

Wij  zullen  in  het  volgende  zeer  in  't  kort  aangeven,  op 
welke  wijze  men  die  geheele,  positieve  waarden  vindt.  Lang 
zullen  wij  er  niet  bij  stilstaan,  omdat  de  de  oplossing  der 
onbepaalde  of  diophantische  vergelijkingen  [zoo  genoemd  naar 
DiOPHANTUs,  den  Alexandrijnschen  wiskundige,  die  er  zich  het 
eerst  mede  bezighield  (300  n.  Chr.)]  weinig  praktisch  nut 
heeft,  en  ook  uit  een  theoretisch  oogpunt  niet  zeer  belangrijk  is. 

Zij  gegeven  de  vergelijking 

hx  +  %  =  193. 
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Men  lost  nu  die  onbekende  op,  welke  den  kleinsten  coëffi- 
ciënt bezit ;  dat  is  hier  x : 

X  = ~ =  »^8  —  2y  -I —  . 

[Men  schrijft  nl.  niet  38  —  y  +  Vs  (3  —  4y)>  omdat  de 
coëfficiënt  van  y  in  de  breuk  van  het  2®  lid  de«?^A^moet 
worden.  Men  kan  dit  doel  niet  altijd  op  deze  wijze  bereiken, 
maar  dan  zorge  men,  dat  de  rest  der  deeJing  van  den  beken- 
den term  een  veelvoud  wordt  van  den  coëfficiënt  van  y,  of 
er  aan  gelijk  wordt.  Had  men  bv.  de  vergelijking  5j?4-7y=83, 
dan  zou  men  dit  doel  zelfs  op  twee  wijzen  kunnen  bereiken,  óf 

83— 7y        „            2  +  2y     ,„  1+y 

door  te  schrijven  x=i — - — =17— y — z=17— y  — 2 


5  "5  "5 

3+3y    ..    o   .  J+y 


]• 


óf  door  te  schrijven  a?  =  16  — 2y-| — =16  — 2?/ +  3 

o  5 

Nu  stelle  men,  omdat  x  geheel  moet  worden,  en  38  —  2y 
reeds  geheel  is,  wanneer  y  een  geheel  getal  is,  de  breuk 
1/.  (3  ^  y)  =  p.  Dit  geeft  dus  : 

y  =  5p  —  3. 

[Had  men  in  de  uitdrukking  voor  x  den  coëfficiënt  van  y 
in  de  breuk  niet  =:  1  gemaakt ;  had  men  bv.  75(3 — 4y)=:p 
gesteld,  dan  zou  men  gekregen  hebben  4y  =:  3  —  5/?,  en 
zou  men  nogmaals  door  4  hebben  moeten  deelen,  waardoor 
een  nieuwe  hulponbekende  q  zou  noodig  geweest  zijn]. 

Substitutie  van  deze  waarde  in  de  bovenstaande  uitdruk- 
king voor  X  geeft  dan  verder : 

.1?  =  38  —  2  (5p  —  3)  +  p,  of  a  =  U  —  9p. 

Het  getal  j^  —  dat  dus  altijd  geheel  moet  wezen  —  is 
derhalve  de  hulponbekende,  waarin  de  onbekenden  a?  en  y 
zijn  uitgedrukt.  De  bovenstaande  twee  vergelijkingen,  nl. 
o;  =  44  —  9^^,  y  =  5/;  —  3,  vormen  de  oplossing  der  onbe- 
paalde vergelijking  hx  -|-  9y  =:  193. 

Nu  geve  men  aan  p  zoodanige  geheele  waarden  —  posi- 
tieve   of  negatieve  —  dat  zoowel  x  als  y  niet  alleen  geheel 
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zijn,  maar  ook  positief.  Men  heeft  alzoo  slechts  op  te  lossen 
de  ongelijkheden 

44  -  9p  >  O  ;  5jt>  —  3  >  O, 

gevende : 

p  kan  dus  slechts  de  waarden  1,  2,  3  en  4  hebben,  waar- 
mede de  volgende  waarden  voor  x  en  y  correspondeeren. 

p=      12      3      4 


éc=     35     26     17      8 
y=      2       7      12     17 

Alleen  deze  vier  paren  geheele  en  positieve  waarden  voor 
X  Qn  y  zullen  aan  de  gegeven  vergelijking  voldoen.  Men  ziet 
gemakkelijk  in,  dat  x  niet  lager  dan  8  kan  komen,  want  er 
gaat  telkens  9  af;  en  y  niet  lager  dan  2,  omdat  er  telkens 
5  afgaat. 

Opmei'kingen.  Had  men  de  vergelijking  3j;  -j-  7y  =  45 
gehad,  dan  kan  men  de  oplossing  bekorten,  door  onmiddelijk 
y=:3p  te  stellen,  omdat  3  en  15  beide  door  3  deelbaar  zijn, 
en  7  niet.  Men  krijgt  dan  na  deeling  door  3  de  vergelijking 
x-{'7p  =  15,  waaruit  a;  =  15  —  7/).  Deze  vergelijking,  gecom- 
bineerd met  y  =  3/?,  geeft  dan  de  oplossing  van  het  vraagstuk. 

Is  de  vergelijking  6a?-|-12y=217,  dan  ziet  men  onmid- 
delijk in,  dat  geen  enkel  stel  geheele  waaixlen  van  x  en  y 
daaraan  kan  voldoen.  Immers  6  en  12  zijn  beide  door  6 
deelbaar,  terwijl  de  bekende  term  217  dit  niet  is. 

De  leerling  losse  nu  de  volgende  vergelijkingen  op. 

ll.f+17y  =  1130;4.r— 19y  =  7;5.r  +  13y=265;6.»+355^=800. 

2.  Aantal  oplossingen  van  de  vergelijking  ax-|-by=c. 

Bij  het  bovenstaande  voorbeeld,  nl.  5x  -j-  9y  =  193,  vonden 
wij  vier  stellen  waarden  voor  de  beide  onbekenden.  Dat  dit 
aantal  eindig  is,  wanneer  a,  6  en  c  alle  positief  zijn,  is 
gemakkelijk  in  te  zien.  Ook  dat  het  aantal  waarden  bij 
vergelijkingen  als  bv.  3,v  —  ily=2  oneindig  groot  zal  zijn. 
Want  dan  zijn  d^  beide  ongelijkheden,  die  de  hulponbekende 
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p  bepalen,  niet  in  overeenkomstigen,  maar  in  tegengestelden 
zin.  Zoo  leidt  de  laatste  vergelijking  bv.  tot  x  =  lip  —  3, 
y  =  Sp  —  1,  en  hieruit  volgt  p^^ln  en  p  >  Vs-  Voor  p 
kan  men  dus  1,  2,  3,  4 .  . .  tot  in  het  oneindige  nemen, 
vvarrmede  voor  x  de  waarden  8,  19,  30,  41,  enz.,  en  voor 
y  de  waarden  2,  5,  8,  11,  enz.  overeenstemmen. 

Eén  ding  is  verder  onmiddelijk  duidelijk :  dat  in  beide 
gevallen  de  waarden  van  x  en  y  rekenkundige  reeksen  vor- 
men. En  men  kan  gemakkelijk  bewijzen,  dat  van  de  alge- 
meene  vergelijking  ax  -\-by=c  de  oplossing  in  het  algemeen 
de  gedaante  heeft : 

» 

x  =  XQ±bp  ;  y  =  yQ=p  gp, 

zoodat  de  coëfficiënt  van  p  in  de  uitdrukking  voor  x  gelijk 
is  aan  den  coëfficiënt  van  y  in  de  vergelijking,  en  vice  versa. 
Daardoor  vormt  de  serie  waarden  voor  x  een  rekenkundige 
reeks,  waarvan  de  reden  is  ±  b,  wanneer  ;>  met  1  opklimt ; 
en    die    voor  y  een  rekenkundige  reeks  met  de  reden  =p  a. 

Dit  zagen  wij  boven  dan  ook  bewaarheid.  Van  de  verge- 
lijking hx  -|-  9y  =  193  was  de  oplossing  o?  =  44  —  9p, 
?/  =  —  3  4"  5p  ;  van  de  vergelijking  3a?  —  lly  =  2  was 
deze  x=z  —  3  -|-  lip,  y  =  —  1  +  3p.  Hierin  hebben  wij  dan 
ook  een  gemakkelijk  middel,  om  wanneer  éen  stel  waarden  be- 
kend is,  al  de  anderen  zonder  verdere  oplossing  neer  te  schrijven. 

Dat  het  zooeven  beweerde  juist  is,  volgt  natuurlijk  hieruit, 
dat  dx  '\-  by  het  getal  c  moet  opleveren.  En  nu  valt  de  hulp- 
onbekende  p  alleen  dan  weg,  wanneer  deze  de  bovengenoemde 
coëfficiënten  bezit. 

Wat  nu  het  aantal  waarden  ^  betreft,  dat  men  voor  x 
en  y  vindt,  wanneer  a,  b  en  c  alle  positief  zijn,  dit  is  gegeven 
door  de  eenvoudige  formule 

wanneer  {  "t  )  de  geheelen  van  het  quotiënt  c :  ab  aanduidt. 

Er    bestaat    dus    een  onzekerheid  van  éen  eenheid.  Zoo  kon 

13 
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men    bij    de    vergelijking    5x-{-9y  =  id3   van  tevoren  ver- 

/193^ 
wachten,  dat  het  aantal  oplossingen  zou  bedragen  I-— -  i=i:4, 

of  een  meer.  Wij  vonden  vier. 

Het  bewijs  van  bovenstaande  formule  wordt  als  volgt 
geleverd.  Door  behoorlijke  keuze  van  de  hulponbekende  p 
kan  men  de  oplossing  van  a.r+%=c  altijd  terugbrengen  tot 

as  =  aQ  +  bp     ;  y  =z  i/q  ^  ap, 

waarin  a?o  en  yo  positief  zijn.  Heeft  men  bv.  zooals  bij  de  oplos- 
sing van  5^  +  9y  =  193  gevonden  .r  =  44 — 9p,  y  =  —  3  -4-  5/>, 
dan  kan  men  door  substitutie  van  p  =  l  —  q  de  uitkomsten 
onmiddelijk  tot  de  verlangde  gedaante  terugbrengen.  Men 
krijgt  dan  nl.  a?  =  35  +  9g,  y  =  2  —  5q.  In  het  algemeen 
zal  men  dus  p  slechts  te  vervangen  hebben  door  l±  q. 
Nu  heeft  men  verder  de  ongelijkheden 

iCo-V^y>^   ;      yo  —  «p  >  o, 

waaruit  volgt  p > ^    ;       /><C "~ • 

h  a 

Is  nu  bv.  p  >  —  373  <C  2*/5,  dan  ziet  men  dadelijk,  dat 
p  de  waarden  —  3,  —  2,  —  1,  O,  1  en  2  kan  hebben ;  dat 
wil  dus  zeggen  :  het  aantal  waarden  voor  p,  en  dus  ook 
voor  j;  en  y  is  gelijk  aan  de  geheelen  van  3^3  +  de  geheelen 
van  2  Ys  +  de  eenheid  (voor  de  waarde  0).  In  het  algemeen 
zal  men  dus  hebben  : 


=  ©  +  © 


Nu  volgt  uit  axQ  -{-  byo=^  c  on  middel  ijk  : 

^  ,  yo  _  j^ 

b         a        ab 

d.w.z.,    de    breuken    <[1,   welke  bij  de  geheelen  behooren, 
«,  /}  en  y  noemende : 


Cf)+(?)+'«+«=G) 


+  y- 
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Wij  kunnen  dus  ook  schrijven : 


=G) 


JV=    --     +(y-«-i3)+l, 


en  wij  hebben  nog  slechts  de  waarde  van  y  —  a  —  jS  te 
bepalen.  Natuurlijk  moet  deze  laatste  uitdrukking  geheel 
zijn,  terwijl  de  grenzen  blijkbaar  —  2  en  1  zullen  wezen.  De 
eene  grens  is  nl.  die,  waarbij  y  =  O,  a  en  ^  =  1 ;  de 
andere,  waarbij  y  =  1,  «  en  /J  =  0.  Daar  evenwel  die 
grenzen  zelf  nooit  bereikt  kunnen  worden  zoo  blijft  er  voor 
y  —  o  —  ^  slechts  de  waarde  —  1  of  O  over.  Wij  verkrijgen 
derhalve  ten  slotte : 


^=Ö)-(-«0 


+  1. 


en  hieruit  volgt  het  gestelde  onmiddelijk. 

Opmerking.  Men  zal  gemakkelijk  inzien,  dat  het  boven- 
staande alleen  geldig  is  voor  die  gevallen,  waarin  «,  ^  en  y 
alle  echte  breuken  zijn,  d.w.z.  wanneer  a,  6  en  c  onderling 
ondeelbaar  zijn.  (de  leerling  toone  dit  eens  aan).  Heeft  men 
nu  bv.  de  vergelijking  3^  +  7y  =  69,  dan  stelle  men  eerst 
y  =  3p,  en  passé  daai'na  den  regel  toe  op  de  nieuwe  verge- 
lijking x+lp  =  23.  Enz.  Enz. 

3.   Onbepaalde  vergelijkingen  met  drie  en  meer  onbe- 
kenden. 

a.  Twee  vergelykingen  met  drie  onbekenden.  Zij 
gegeven  de  vergelijkingen 

3^  +  5y  —  7«  =  58     ;       4;i?  +  3y  +  5-?  =  73. 

Elimineeren  wij  een  der  onbekenden,  bv.  x,  dan  komt  er: 

lly  —  A&z  z=i  13, 

d.w.z.  éen  vergelijking  met  2  onbekenden.  Lost  men  deze 
op  de  boven  behandelde  wijze  op,  dan  verkrijgen  wij,  daar 
y  =  l  +  4^  +  i/jj(2_^)  is,  ^  =  2  —  11^,  y  =  9  — 43p. 

Nu  moet  men  ook  x  \n  p  uitdrukken.  Daartoe  worden  dè 
a^oeven  gevonden  waarden  van  y  en  z  in  een  der  beide  gege- 
ven vergelijkingen  gesubstitueerd,  bv.  in  de  eerste.  Men  ver- 

13* 


196 

krijgt  alsdan  3.r  =  27  -f-  138  ^.  Toevalligerwijze  is  nu  het 
tweede  lid  dezer  vergelijking  door  3  deelbaar;  was  dit  niet 
het  geval  geweest,  dan  zou  men  p  in  een  nieuwe  hulponbe- 
kende  q  hebben  moeten  uitdrukken,  teneinde  x  geheel  te 
maken,  en  zouden  y  qxï  z  eveneens  in  q  moeten  worden 
uitgedrukt.  Thans  is  dit  niet  noodig,  en  heeft  men  als  eind- 
oplossing : 

.T?  =  9  +  46p  ;     y  =  9  —  43p  ;     z  =  2  —  lip. 
Er  ontstaan   derhalve   drie  ongelijkheden,   waaruit  volgt: 

jp  >  —  V40  ;   p  <  743  ;  p  <  Vil' 

en  hieraan  wordt  alleen  voldaan  door  de  waarde^  =  0.  De 
eenige  oplossing  der  beide  gegeven  vergelijkingen  in  geheele 
positieve  getallen  is  alzoo: 

a?  =  9,  y  =  9,  z  =z2. 

Het  spreekt  van  zelf,  dat  men  ook  een  oneindig  aantal 
oplossingen  kan  hebben,  en  dat  er  gevallen  zijn,  waarin 
geen  enkele  oplossing  bestaat.  Alles  hangt  daarbij  van  den 
zin  der  ongelijkheden  af. 

Geheel  op  dezelfde  wijze  behandelt  men  drie  vergelijkingen 
met  vier  onbekenden,  enz. 

De  leerling  losse  ter  oefening  nu  nog  eens  op  het  stel 

ha-}-  6y  +  8z  =  67    ;      2^  +  7y  +  9>?  =  83. 

Opmerking.  Men  kan  gemakkelijk  aantoonen,  dat  in  het 
geval  van  twee  vergelijkingen  met  drie  onbekenden,  nl, 

a^x  +  b^y  +  c^z  =  p^  ;      a^x  +  b^y  +  c^z  =  p^, 

de  oplossing  de  algemeene  gedaante  zal  hebben: 

azzza^dz  {b^  C£  —  62  Cj)  jp  ;      y  =  y^  ±:  (ci  a^  —  c^  ai)p 

z:=Zq±  (aj  62  —  a^  bi)  p. 

Voor  het  geval  van  drie  vergelijkingen  met  vier  onbeken- 
den, enz.  worden  de  coëfficiënten  van  p  hoe  langer  hoe 
ingewikkelder.  Niettemin  laten  deze  zich  met  behulp  van  de 
theorie  der  determinanten  onder  een  zeer  overzichtelijken 
vorm   brengen.    Maar   dit   behoort  tot  de  Hoogere  Algebra. 


h.    Sèn  vergelijking  met  drie  onbekenden.    Anders 

wordt  de  zaak,  wanneer  men  twee  (of  meer)  vergelijkingen 
ie  toeinig  heeft,  zooals  in  het  geval  van  éen  vergelijking  met 
drie  onbekenden.  Men  handelt  dan  als  volgt.  Zij  gegeven  de 
vergelijking 

ia  '{'ly  -]-9z  =  79, 

dan  lost  men  weer  de  onbekende  met  den  kleinsten  coëffi- 
ciënt op: 

79  —  7y  —  92       ^^       ^         ^         l—y  +  z 

X  — ^ =  20  —  2y  —  2;? ^--^, 

4  ^  4 

en  stelle  nu  Vé  (1  —  y  +  ^)  =  J^-  [Men  drage  wederom  zorg, 
dat  één  der  beide  onbekenden  in  de  laatste  breuk  de  een- 
heid tot  coëfficiënt  verkrijgt  (zie  $1)].  Wij  verkrijgen  dus 
verder  (het  is  onverschillig  of  men  hier  y  of  z  oplost:  beide 
hebben  1  tot  coëfficiënt) : 

y  z=i\  -\-  z  —  4p  ;     .r  =  1 8  —  4z  -]-  lp  ;     z  =:  z, 

waarbij  nu  -e  en  2?  als  hulponbekenden  fungeeren. 

Thans  moet  öf  z,  óf  p  worden  geëlimineerd,  maar  altijd 
zóo,  dat  nooit  twee  vergelijkingen  van  elkaar  worden  afge- 
trokken, maar  altijd  worden  samengeteld.  Wij  kunnen  dus 
bv.  z  alleen  elimineeren,  door  de  1®  en  ook  de  3®  vergelijking 
4  keer  bij  de  2«  op  te  tellen.  Alsdan  verkrijgt  men: 
x  +  Ay  =  22  —  9p;     ^  -^  4z  =  18  -{-  lp. 

Nu  moet  .r  -|-  4y  minstens  5  zijn,  en  ook  x  -{-^z  minstens 
5.  [Hadden  wij  bij  de  eliminatie  vergelijkingen  a/getrokken, 
dan  zou  men  een  dergelijke  conclusie  niet  kunnen  maken]. 
Derhalve  zal  p  bepaald  wezen  door  de  ongelijkheden 

22  — 9p>4  ;     18+  7p>5, 

waaruit  volgt  p  <C  2  en  p  >  —  l^?.  p  kan  dus  alleen 
=  —  1,  O  en  1  zijn.    Wij  hebben  alzoo  het  volgende  schema. 


x=ll-4z>0 


z>0 


<4Vj 


^^7Zt>>'>' 


z>0 


<6V- 


4 


«=1,  2 
ar=7,  3 


zz=z    1,     2,  3,4 
x=l4,  10,  6,  2 


y  =  6,  7  y=  2,     3,  4,  5 


«  =  4,  5,  6 
z  =  9,  5,  l 
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Dit  zijn  dus  in  het  geheel  9  oplossingen,  welke  aan  de 
gegeven  vei'gelijking  voldoen. 

Men  kan  nu  ook  2  vergelijkingen  met  4  onbekenden 
oplossen,  enz. 

En  op  de  zelfde  v^ijze  zou  men  het  geval  van  1  vergelij- 
king met  4  onbekenden,  2  vergelijkingen  met  5  onbekenden, 
enz.  kunnen  behandelen,  maar  alles  wordt  dan  ingewikkelder, 
en  wij  zullen  er  ons  niet  mede  bezig  houden. 

Alleen  merken  wij  nog  op,  dat  ingeval  p  zeer  groot  is, 
en  a,  ft  en  c  alk  positief  zijn,  het  aantal  waarden  der  ver- 

gelijking  ax  -{-by  -^  cz^=p  zal  naderen  tot  N=.  — — . 

Want  uit  (iX'\-by=^p  —  cz  volgt,  dat  ax-^-by  achtereen- 
volgens  =2? — c,  =p  —  2c,  =|?  —  3c,  enz.  kan  zijn.  Dit 
geeft  dus  aanleiding  tot  {Pjc)  vergelijkingen  (het  tweede  lid 
der  laatste  zal  dan  nl.  =  p  —  (^/c)  c,  dus  =  O  of  iets  }>  O 
zijn),  en  Jiet  aantal  oplossingen  zal  resp.  zijn: 


(Pzl\     (Pi:h\     (Pzt\ 

\ab  ):      \    ab    )  '      \    ab    )  ' 


enz. 


Vervangen  wij  nu  de  geheelen  door  de  volledige  quotiënten 
(hoe  grooter  p  is,  hoe  geringer  fout  zal  daardoor  gemaakt 
worden),  dan  wordt  het  totale  aantal  oplossingen : 

p — c      p — 2c      p — 3c  /ü  \ 
f-       ^     +  - — - — |-  enz.     (  -  termen  i , 

ab  ab  ah  \^  / 

hetgeen  bij  groote  p  (sommeer  de  rekenkundige  reeks,  door 

p 

de  tellers  gevormd)  tot  — -r-  zal  naderen. 

■         2abc 

Passen  wij  dit  op  de  bovenstaande  vergelijking  47?+ 7y-\'9z=79 
toe,  dan  vindt  men  benaderd  6241  :  504,  dus  lioogstens  12 
waarden.  Wij  vonden  er  iets  minder,  nl.  9. 

De  leerling  losse  nu  ter  oefening  op : 

2^  -f  5y  +  7^  =  43  ;  en  ook  ^w  —  9y  +  Hz  =  5. 

B.    Vergeljjkingen  van  den  tweeden  graad. 

Werden    bij    onbepaalde    vergelijkingien    van    den    eersten 


1«Ö 

graad  slechts  geheele,  positieve  waarden  der  onbekenden  vei*- 
langd,  bij  vergelijkingen  van  den  tweeden  (en  hoogeren)  graad 
\voi*dt  alleen  naar  de  meetbare  (rationale)  waarden  gevraagd. 

4.  Alleen  dan,  wanneer  een  der  onbekenden  slechts  tot  de  eerste 
macht  voorkomt,  worden  evenals  boven  slechts  geheele  positieve 
waarden  gezocht.  Zoo  leidt  de  vergelijking 

3^  —  hxy  -f  2;r  —  7y  =  29 

tot 

^x^-\-2x^29       ^       ^         75^2^50^—725 

y  =        5.+7  ^f     ^^^  = 5M^7 ' 

gevende : 

648 
25y  =  15.r  —  11  — 


5^+7 

Wij  vermenigvuldigden  beide  leden  nl.  met  25,  ten  einde 
bij  de  deeling  door  ox  -f-  7  breuken  te  vermijden.  Daar  nu 
y  en  dus  ook  25//  geheel  moet  wezen,  zoo  zal  5.r-f-7  nood- 
zakelijk een  deeler  van  648  moeten  zijn.  Nu  zijn  de  deelers 
van  648  de  getallen  1,  2,  4,  8  ;  3,  6,  12,  24 ;  9, 18,  36,  72  ; 
27,  54,  108,  216  ;  81,  162,  324,  648  (alle  zoowel  +  als  — ). 
Behoudt  men  alleen  die  waarden,  welke  voor  x  geheele 
positieve  wtiarden  geven,  zoo  vindt  men  : 

hx-^1  =  12,  72,  27,  162 
^=1,  13,  4,  31, 

terwijl  blijkbaar  de  negatieve  waarden  niet  voldoen.  Hieruit 

vindt  men: 

25y  =  —  50,  175,  25,  450, 

zoodat    de    eerste    waarde    moet    verworpen    worden.    Wij 
behouden  dus  ten  slotte  : 

X  =  13,  4,  31 
y  =    7,  1,  18, 

en  dit  zijn  de  eenige  geheele,  positieve  waarden,  welke  aan 
de  gegeven  vergelijking  voldoen. 

5.   Thans  gaan  wij  over  tot  de  oplossing  van  vergelijkingen  als 

y*  =  4tx^  —  6^  +  7, 
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d.w.z.  tot  het  beantwoorden  der  vraag  naar  het  meetbaar 
maken  van  y  =  v^  4^^  —  5a?  +  7. 

a.  Is  zooals  in  dit  voorbeeld  de  coëfficiënt  van  a^  een 
volkomen  vierkant,  dan  stelle  men  y=±:  {2x  -{-  p),  waar- 
door men  verkrijgt : 

ia^  -f"  ^P'*^  "I"  P^  =  ^^^  —  5a?  -|-  7, 

7— p« 
derhalve  «  =  ^  .  ,    . 

Dit  is  dan  de  oplossing  van  het  vraagstuk.  Welke  meet- 
bai'e  waarden  men  ook  aan  p  geeft,  altijd  zullen  nu  ^  en  y 
meetbaar  worden.  Voor  p  =  —  1  vindt  men  bv.  a:  =  Q, 
y=dzll;  voor  p  =  —  2  wordt  a*  =  —  1,  y  =  dz  4  ;  voor 
p  =  0  is  x  =  1=^/5,  y=dz  2Y5 ;  enz.  enz. 

Wilde  men  in  zulke  gevallen  alleen  de  geheele  waarden 
bepalen,  zoo  zou  de  oplossing  zeer  moeilijk  worden.  Dit 
meer  bijzondere  vraagstuk  wordt  dan  ook  slechts  in  de 
hoogere  deelen  der  z.g.  getallenleer  behandeld. 

b.  Is  de  bekende  t&imi  een  volkomen  viei'kant,  bv.  in  de 
vergelijking 

y2  =  3.r^  +  o?  -f  25, 

zoo  stelle  men  y  =  ±:  {px  -|-  5),  en  handele  als  boven,  (de 
leerling  werke  verder  uit). 

c.  Kan  men  het  tweede  lid  in  (reëele,  meetbare)  fajctoven 
ontbinden,  is  m.a.w.  in  de  vergelijking  y^  =  ax^  -f~  ^«^  +  ^ 
de  discriminant  b^  —  4ac  een  volkomen  vierkant,  zooals  bv. 
in  de  vergelijking 

y2  =  6.2?2  —  13a?  —  5  =  (3a'  +  1)  {2x  —  5), 

zoo  stelle  men  y=z±:p {^x-^-l).  Men  verkrijgt  dan: 

p^  (3a;  +  \f  =  (3a;  +  1)  {2x  —  5),  of  2a?  —  5  =  jg^  (3a?  +  1). 

Men  had  ook  van  deze  laatste  gelijkheid  kunnen  uitgaan, 
want  zal  het  product  (3a?  + 1)  (2a?  —  5)  een  vierkant  zijn,  dan 
moet  de  eene  factor,  bv.  2a? — 5,  gelijk  zijn  aan  den  andei*en, 
vermenigvuldigd  met    een  vierkant  p\ 


Üit  de  gevonden  vergelijking  kan  men  nu  weét*  x  Oplossen, 
enz.,  wat  aan  den  leerling  w^ordt  overgelaten. 

d.  Ook  in  het  geval,  dat  een  meetbaar  stel  vv^aarden  voor 
X  en  y  bekend  is,  kan  de  vergelijking  worden  opgelost.  Zoo 
ziet  men  bv.  terstond,  dat  in  de  vergelijking 

y2  -=  2^«  +  4;»  +  3 

de  waarde  ^=1  het  tweede  lid  =9  maakt^  zoodat  ^=±3 
is.  Men  stelle  in  dit  geval  x  =  l  -|- j>  >  y  =  ^  (3  +  mp). 
Er  komt  dan  : 

9  _|.  Qrnp  +  niY  =  9  +  8j9  +  2p«, 
waaruit  na  deeling  door  p  ontstaat : 

6m  -f-  ^^P  =  8  +  2p, 

derhalve 

8— 6m 

w* — z 

Substitueert  men  nu  voor  m  willekeurige  meetbare  waar- 
den, dan  vindt  men  de  bijbehoorende  voor  j),  en  zijn  ook 
X  en  y  bekend.  Zoo  geeft  bv.  vi=2  voor  ^j  de  waarde — 2, 
en  wordt  x  =  —  1,  y=dzl.  Enz.  Enz. 

Is  geen  der  boven  behandelde  voorwaarden  vervuld,  zoo 
kan  de  oplossing  der  vergelijking  y^  =z  (jjr  +  öo?  -f-  c  tot 
groote  moeilijkheden  aanleiding  geven.  Hierop  gaan  wij  niet 
verder  in.  Alleen  wijzen  wij  er  op,  dat  het  vraagstuk  som- 
tijds onmogelijk  is.  Heeft  men  bv.  y^=:Za^  — 12.2? +  12,  zoo 
kan  men  voor  het  tweede  lid  schrijven  3  {x^  —  4c  -f-  4)  = 
=  3  (o;  —  2)^.  En  nu  is  {x  —  2)*  een  volkomen  vierkant, 
terwijl  de  factor  3  dit  niet  is.  Derhalve  kan  y*  onmogelijk 
voor  meetbare  waarden  van  x  een  volkomen  vierkant  worden. 

Heeft  men  een  volledige  vergelijking  van  den  tweeden 
graad  met  twee  onbekenden,  bv. 

3^2  —  y*  +  2^y  -|-  5;c  —  6y  =:  11, 

zoo  schrijve  men: 

^     y2  ^  (6  —  2/n)  y  —  (3.r2  +  5.1?  —  11)  =  O, 

losse  hieruit  y  op  : 
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« 

en  make  alsnu  l^4a?*  —  x  —  2  meetbaar.  Daai-door  is  de 
vraag  tot  het  boven  behandelde  teruggebracht. 

De  leerling  losse  thans  de  volgende  vergelijkingen  op. 

1.  o?»  —  «y  -f  5a?  =  17  ;     2a?«  +  4i?y  —  9y  =  35. 

2.  5^^  —  3.r  —  7y  =  2  ;     a?y  —  .i?  +  2y  =  27. 

3.  x^  +  ll^y  =  12  ;     3iP^  —  5y  =  7   ;     a?y  —  6a?  =  4. 

4.  2y  — 3^y=ll;     6^^  +  5«y  =  4a?  —  13y. 

5.  y3  _  9-J.2  ^  ^  _  1  .     y-2  _  5.^2  —  4a:  +  36. 

6.  y»  =  15a?a  +  2^  —  8  ;     y«  =  7a:«  +  4a?  —  2. 

7.  3a?«  -f  2a?y  —  5y2  +  a?  —  4y  =  13. 

6.  Meetkundige  toepassingen. 

a.  Wij  zagen  in  Deel  I,  blz.  117,  dat  wanneer  volgens  de 
Stelling  van  Pythagoras  c^=ia?'  '\-  6^  moet  zijn,  daaraan 
door  meetbare  wai*en  van  a,  h  en  c  voldaan  wordt,  door  te 
stellen  a  =  p*  —  <f  en  6  =  2^;j  ;  c  wordt  dan  =  /i'  -}-  ^r'. 
Dit  is  volgens  de  identiteit 

(p^  +  g-)^  =  (P^  -  g^)^  +  (2/>(y)^ 

de  z.g.  Pythagoréische  vergelijking. 

Hoe  zou  men  nu  die  identiteit  door  middel  van  het  boven- 
geleerde  kunnen  vinden  ? 

Slellen   wij  daartoe  c'=za'\-l,  dan  wordt  a®-}"2a/+/*  = 

=  a-  +  6^  of  2rt/+P  =  /A  Hieruit  volgt  a=— — .    Verder 

is   b  =  b,  en  c  =  a  -f  ^  =  .    Vermenigvuldiging  met  2/ 

geeft  dus  voor  a,  6  en  c  waarden,  die  zich  verhouden  als 
b^  —  P,    26/   en    b'^  +  /^,  of  met  andere  letters  als  ^-  —  g^-, 

2j>2  öii  P^  +  ?*• 

b.  Op  de  zelfde  wijze  kan  men  de  vergelijking  a^ =a2  -f-  é* + c^ 
(de  uitdrukking  voor  den  diagoivxal  van  een  rechtlioekig  paral- 
lelopipedwn)  oplossen. 

Stel    weer    c?  =  a  -f-  /,    dan    komt  er  2a/  -|-  /*  =  ^^  +  ^^* 

62  +  c»  — Z« 

derhalve  a  = ; .   Verder  is  6  =  6,   c  =  c,   en   wordt 

22 


203 

dus  d  =  a  -\- 1= j^ .  De  getallen  a,  ft,  c  en  J  ver- 
houden zich  derhalve  als  (*«+c»— P):2W:2c/:(ft*+c«  +  /«). 
Met  andere  letters  verkrijgt  men  alzoo  de  identiteit  (vergelijk 
Deel  I,  bl.  118): 

(pg  -I-  gg  -|,  r^)g  =  (p^  -f  g^  —  ry  +  (2pr)g  +  {2qr)\ 

c.  Teneinde  getallen  a,  è  en  c  te  vinden,  die  een  meetbaar 
oppei^lak  voor  den  daarbij  behoorenden  sclieefhoekigen  drie- 
hoek  geven,  bedenke  men,  dat  het  oppervlak  meetbaar  is, 
wanneer  de  hoogtelijnen  dit  zijn.  Plaatst  men  dus  twee  recht- 
hoekige driehoeken  met  meetbare  zijden  zoodanig  tegen  elkaar, 
dat  deze  met  éen  rechthoekszijde  aaneensluiten,  dan  is  het 
vraagstuk  opgelost. 

Neemt  men  bv.  de  rechthoekige  driehoeken  3,  4,  5  en 
5,  12,  13.  Door  vermenigvuldiging  der  zijden  van  den  eer- 
sten  driehoek  met  3  kunnen  wij  de  driehoeken  9,  12,  15 
en  5,  12,  13  corabineeren,  wanneer  de  rechthoekszijde  12 
tot  hoogtelijn  van  den  nieuwen  driehoek  wordt  genomen. 
De  zijden  daarvan  worden  dan  9  +  5>  15  en  13  of  13, 14, 15. 
Enz.  Enz.  """'^~~~ 

d.  Om  een  koordenvierhoek  te  vinden  met  meetbaar  opper- 
vlak ^  gaan  wij  uit  van  de  bekende  formule 

O»  =  («  —  a)  («  —  i) «  —  c)  («  —  d), 
of  ook       160«  =  [(c  +  d)»-(a-6)2][(a  +  i)«-(c-(i)2]. 

Stellen  wij  nu  voor  het  gemak  a-{-6=:p,  a  —  b  =  qy 
c-}-cZ  =  r,  c  —  d  =  Sy  dan  moet  derhalve (r^  —  q^) {p^  —  s^) 
een  vierkant  worden.  Daartoe  moet  dus  gesteld  worden 
p^  —  s^  z=zn^ (r*  —  gr'),    waardoor    0=  ^/^^O^  —  g^)  wordt. 

Verder  is  ^  =  p*  —  n^  (?•*  —  gr*),  dus  s  =  p  —  /  stellende, 
ook  —  2  p/  +  ^*  =  —  n*  (r*  —  gr*),  waaruit  volgt : 


P  = 


8 


21  21 


En  dit  is  de  oplossing  van  het  vraagstuk. 

Daar  a<[ft  +  c-f-r/  moet  zijn,  zalc  +  ^>a  —  6,  of  r ]> g 


ïnoeten  wezen.  Verder  moet  a  +  6  ]>  öt  —  b  zijn,  mitsdien 
p  ]>  j.  En  ook  c-\-  d'^c  —  d,  dus  r  >  5.  Er  moet  alzoo 
nog  worden  voldaan  aan  de  ongelijkheden 

n^r^  —  q^)^P                 n^  {r^  —  q'i)  —  fi 
21 >^'     2i <"' 

^^   2ql  —  l^  ^2W  +  Z^ 
waaruit    voortvloeit    n»  >  — <[  — , 

fT6    q»  j»    ^» 

daar  /=j9 — sposiHe/is  wegens c<[a+è4"^> of  a+ft}>c— c/, 
d.w.z.  p^s.  Voor  n  kunnen  wij  dus  slechts  een  bepaald 
aantal  waarden  nemen,  wanneer  j,  r  en  /  willekeurig  wor- 
den aangenomen. 

Neemt  men  n  =  1,  dan  wordt  p^  —  s'^  =  r^  —  q^  (zie 
boven),  of  {a  +  bf—{c—dy={C'{'dy—(a—b)\  bijgevolg 
a*  +  J^  =  c^  +  d^.  De  koordenvierhoek  is  dan  echter  een 
zeer  bijzondere,  en  wel  een  met  twee  rechte  hoeken,  resp. 
tusschen  de  zijden  a  en  b,  en  c  en  d. 

Nemen  wij  q  =  8,  r  =  12, /  =  10,  n  =  2  (71  >  3/4<4VJ, 
dan  wordt  ^9  =  21,  5  =  11,  en  verkrijgen  wij  : 

a  =  29,  fc  =  13,  c  =  23,  df  =  1,   O  —  160, 

wanneer  nog,  teneinde  de  breuken  te  verdrijven,  met  2  woitlt 
vermenigvuldigd.  (O  dus  met  4). 

Nemen  wij  5  =  6,  r  =  26,  /  =  10,  n  =  y^i7iyy^^<:^\U,l 
dan  wordt  ^^  =  13,  s  =  3,  en  vinden  wij  (wederom  na  ver- 
menigvuldiging met  2,  resp.  4) : 

g  =  19,  &  =  7,  c  z=  29,  rf  —  23,  0=z  320 

e.    Beantwoorden  wij   thans  de  vraag  een  der  zicaartelijneii, 
bv.  die  naar  de  zijde  c  getrokken,  rationaal  te  maken. 
Het  is  bekend,  dat  men  heeft: 

4^c*  =  2a«  +  2}fi  —  c% 
en  aan  deze  betrekking  wordt  voldaan  door  de  identiteit 
4  (p2  _  g9  _  ^8)2  =  2  (p^  —  g^  +  >^  +  2yr)g  + 
+  2  (jp^  —  gg  +  r^  —  2gr)»  —  (ipr)\ 
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waarvan   de   waarheid    duidelijk   wordt,  wanneer  men  voor 
de  eerste  twee  termen  van  het  tweede  lid  schrijft : 

4(p«  — y»  +  r2)a  +  16gM. 

Aan  de  noodzakelijke  voorwaarde  cy>  a  —  b  <^a-\-b 
wordt  blijkbaar  voldaan,  wanneer  men  {p,  q  en  r  alle  posi- 
tief onderstellende)  p  ]>  y  +  ^  neemt. 

Zoo  geeft  bv.  ^  =  7,  j  =  2,  r  =  3  de  waarden  a  =  66, 
6  =  42,  c  =  84,  Zc  =  S&.  Na  deeling  door  6  verkrijgt  men 
dus  a  =  ll,  6  =  7,  c  =  14,  z^  =  &. 

f.     Om    de   deeïlijn    {bisectrice)  naar  de  zijde  c  meetbaar  te 
maken,  gaan  wij  uit  van  de  formule 

d,2  =  -^  (a  +  b  +  c){a  +  b-c). 

Wij  hebben  dus  te  stellen  aft(a-{-è  +  c)  =  n^(a  +  è  —  c), 
waaruit  volgt: 

«*— aft  «(a-|-ft— c) 

c  ==  (a  -f  6)  — ;         de  — —  . 

n^-^ab  a+6 


De  voorwaarde  c'^a  —  ft<[a  +  ft  geeft  n]>a,  wanneer 
ay>b  wordt  ondersteld. 

Neemt  men  a  =  5,  ft  =  3,  n  =  6,  dan  wordt  c  =  ^I^t, 
cl  =  ^%7.  Na  vermenigvuldiging  met  17  krijgt  men  bijgevolg 
a  =  85,  ft  =  51,  c  =  56,  de  =  60. 


7.   Nog  eenige  andere 

a.     Er   zij    gevraagd   welke  meetbare  waarden  van  ^  en  y 
voldoen  aan  de  voorwaarde 

^  -f-  y  =  ^^  +  y^' 

Hiertoe    heeft   men    slechts    op  te  lossen    de    vergelijking 
x^  —  jjy  +  y^  =  1,  of 

Stelt    men    nu   a?-j-y=p,    x  —  y  =  ?>    dan    wordt    dus 
^a  ^  3gr2  =  4   of  jp«  =  4  —  Sq\    Met  p  =  2  —nq  geeft  dit 

***         A    l.^  2(3-n«)  .. 

9  =  r-T — i ,    derhalve   p  =  -^ — — .    Voor  x  en  y  verkrijgen 

wij  alzoo  : 
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_  3— n2+2n  _  3— n^— 2n 


De  leerling  controleere  of  nu  inderdaad  a?+y=j^+y3  is. 
Met   n  =  O  vindt  men  .3?  =  1,  y  =  1 ;  met  n  =  Va  komt  er 

X  =  ^ Vi8>  y  =  Vi3'  Enz. 

Men  losse  nu  ooK  de  vergelijking  x^ — y*=a?^ — y^  op. 

b.     Welke    meetbare    waarden    van    x  en  y  maken  tegelijk 
x-\-y  en  a?^  +  y""^  tot  vierkanten  ? 

Wij  hebben  akoo  de  oplossing  te  zoeken  van  de  vergelijkingen 

^  +  y  =  P^     ;  ^^  -f  yg  =zz  q^. 

Die  der  tweede  vergelijking  is  bekend,  nl. 

a  =:a^  —  6*     ;         y  =  2ab. 

Er  moet  dus  nog  gezorgd  worden,  dat  a*+2aft  —  b^  een 
vierkant    wordt,    nl.    =  p*.    Stellen  wij  daartoe  p=za-{-n, 
dan  verkrijgen  wij : 


a 


2(6— n) 


Nemen  wij  bv.  ft  =  2,  n  =  1,  dan  wordt  a  =  ^2-  Met 
a  =  5,  è  =  4  vinden  wij  dan  verder  a;  =  9,  y  =  40.  En  nu 

zijn   inderdaad  9+40=49=7^  en  81  +  1600=1681=41* 
beide  vierkanten.  Enz. 

c.     Op  te  lossen  de  vergelijking 

a?^  +  y^  =  p*. 

Daar  dus  (o?  +  y)  (a'  —  ^4"  V^)  ^^^  vierkant  moet  wezen, 
stellen  wij  a^  —  a?y  +  y^  :=  n®  (a?  +  y).  Daardoor  wordt 
^ — (w*4"y)^+(y^ — w^y)^^0,  derhalve 


^  =  Va  [(w«  +  y)  ±  l^  n*  +  6n«y  —  3y»]. 
Stel  nu  de  worteluitdrukking  =w^-|-/y,  dan  verkrijgen  wij : 

3— <  ^  9_2«+e»  ^  3+6<-<« 

V=2n* ;     ;     «*4-y=n*  — —     ;     n*+tv=n*  — s —  > 

^  3_|-fi  ^^  3-1-^2  ^  ^  8+e* 

bijgevolg 
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.  =  2„.!±i  o,  .  =  „. P-'X'-') . 

Zoo    geeft    n  =  7,    t  =  —  2  de  waarden  j?  =  14  of  105, 

?/=:70.  Bij  n  =  l,  ^  =  —  1  behooren  de  waarden  .2?  =  lof 2, 

y  =  2.  Enz. 

De   leerling  beproeve  nu  eens  de  oplossing  te  vinden  van 
de  volgende  combinaties  van  voorwaarden. 

d.     Geven  wij  ten  slotte  als  laatste  voorbeeld  nog  de  oplos- 
sing der  vergelijking 

y        X 

Stelt  men  y  =  pa;,  dan  wordt  a/^'  =  {paif,  oi  aP  :=:  px,  dus 
p-\ 
ar=^l^p.  Daar^^  in  het  algemeen  een  breuk  zal  wezen,  zoo  stellen 

•/*— I  a—b  ^ 

wij  p  =  a/ft.  Alsdan  wordt  ^  =  v^  a/^,  of  x  =  l^  i^Ji)  . 
Nu  moet  dit  rationaal  gemaakt  worden.  Daartoe  moet  nood- 

d  71-1-1 

zakelijk    ft  =  n  (a  —  b)    zijn,    waaruit    volgt   -  = .  Wij 


b 


n 


verkrijgen  alzoo : 


a          n-\-\ 
daar  y  =  y^r  =  -ip  = ^  is.  ,         < 

Nemen  wij  n  =  l,  dan  wordt  x  ='2,  y  =  4.  (2*  =  4^). 
Met  n  =  2  vinden  wij  x  =  74,  y  =  ^Vg.  Inderdaad  is 
(9/^f/8  =  (37/g)V4,'want  beide  leden  zijn  =  (VafA. 

r-' 


ZEVENDE  LES. 

PEBMUTATIÊN  EN  COMBINATIËN. 
KANSREKENING. 


1.   Permutatiën. 

a.  Men  verstaat  onder  variatie  (verandering)  een  bepaalde 
groepeering  en  rangschikking  van  een  of  meer  van  eenige 
gegeven  ,,eleinenten'\  Zoo  zijn  bv.  van  de  gegeven  elementen 
05,  by  c,  d. .  . .  de  samenvoegingen  a,  ft,  c,  ab,  ba,  ac,  ca, 
abc,  acby  acd, . . .  alle  variatiën.  Neemt  men  alle  elementen, 
dan  spreekt  men  altijd  van  permutatie  (verschikking).  Zoo 
noemt  men  van  de  drie  elementen  a,  ft  en  c  de  samenvoe- 
gingen abc,  acby  cba,  enz.  permutatiën  dezer  elementen.  Het 
is  echter  beter  slechts  een  naam  te  gebruiken,  en  in  de  boven- 
genoemde gevallen  altijd  van  permutatiëii  te  spreken; 
wanneer  alle  elementen  genomen  worden,  kan  men  van 
onderlinge  peimutatiën  spreken. 

Het  aantal  permutatiën  van  eenige,  bv.  n  gegeven  elemen- 
ten bepaalt  men  als  volgt. 

Het  aantal  een  aan  een  is  blijkbaar  =n.  Men  heeft  dus 
Pn  =n.  Het  aantal  twee  aan  twee  zal  =w(n — 1)  zijn.  Want 
achter  elk  der  n  elementen  kan  men  de  n — 1  overigen  schrij- 
ven. Dan  zal  Pn=n{n — 1)  zijn.  Evenzoo  is  het  aantal  drie 
aan  drie  gegeven  door  P,,^  =  n(n  —  1)  (n  —  2),  want  achter 
elk  der  n{n  —  1)  permutatiën  twee  aan  twee  kan  men  de 
n  —  2  overige  elementen  schrijven.  Enz.  Enz. 

In  het  algemeen  heeft  men  dus : 

P/=zn{n—l){n  —  2)...{n  —  {p  —  1)). 

Wordt  2^  =  ^j  dan  vindt  men  dus  voor  het  aantal  onder- 
linge permutatiën : 
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PyP  =  n(n  —  l)(n  ^  2)  . .  .3  .2  .1  =nl , 

wanneer  men  het  factorenproduct  n{n  —  1)  ...  1  door  n  ! 
(lees  n-faculieif)  voorstelt.  (Zoo  is  1 !  =  1,  2  !  =  2,  3  !  =  6, 
4  !  =  24,  5  !  =  120,  6  !  =  720  ! ,  enz.), 

b.  Worden  in  de  permutatiën  de  elementen  ook  herhaald, 
dan  spreekt  men  van  permutatiën  met  her/talingen. 

Hun    aantal  1  aan  1,    nl.    P^,  is  weer  =  n.  Het  aantal 

2  aan  2  verkrijgt  men,  door  achter  elk  der  n  gegeven  elemen- 
ten alle  n  elementen  te  schrijven.  Heeft  men  bv.  de  elementen 
a,  6  en  c,   zoo    verkrijgt   men   op  die  wijze  de  permutatiën 

aUy  aby  ac\  ba,  bb,  bc;  ca,  eb,  cc.   Men   heeft  dus   P„  =n** 

Evenzoo  vindt  men  Pn  =n^,  enz.,  zoodat  men  in  het  alge- 
meen heeft: 

Thans  kan  p  zeer  goed  >n  zijn.  Zoo  zal  bv.  van  de  2 
elementen    a    en    6   het   aantal  permutaties  met  herhalingen 

3  aan  3  =  2^  zijn,  nl. 

acia  aba  baa  bba 

aab  abb  bab  bbb . 

C.  Komen  onder  de  gegeven  elementen  gelijke  voor,  dan 
vinden  wij  minder  bv.  onderlinge  permutatiën  dan  door  de 
formule  voor  P^    wordt  aangegeven. 

Denkt  men  zich  nl.  de  gelijke  elementen  eerst  ongelijk, 
dan  is  het  duidelijk,  dat  wanneer  deze  nu  gelijk  worden,  er 
gedeeld  moet  worden  door  het  aantal  07ide?*linge  permutatiën 
dezer  gelijke  elementen.  Worden  bv.  de  elementen  a,  b  en  c 
gelijk  genomen,  dan  zullen  alle  permutaties,  die  alleen  in  de 
volgorde  dezer  3  elementen  verschillen,  gelijk  worden.  En 
het  aantal  daarvan  is  blijkbaar  P^^  =  6.  Immers  abc,  acb^ 
bac,  bca^  cab,  cba  worden  thans  alle  gelijk,  nl.  -=.  aaa. 

Heeft  men  derhalve  onder  de  n  elementen  p,  q,  r ,  . . 
gelijke,  dan  zal  het  aantal  onderlinge  permutaties  worden : 

"^ "    —       ï      i      i  • 

p  !  y  !  r  ! . . , 

14 
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d.  Geven  wij  nu  van  het  boven  behandelde  eenige  Voorbeelden. 

i.    Op    hoeveel    manieren  kunnen  3  personen  plaats  nemen 
in  een  zaal,  waarin  nog  8  plaatsen  onbezet  zijn? 

Het  antwoord  is  klaarblijkelijk  Pg^  =  8x7x6,  d.w.z. 
op  336  manieren. 

2.  Op   hoeveel   manieren   kunnen  4  personen   op  een  bank 
plaats  nemen? 

Dit  aantal  is  gegeven  door  de  uitdrukking  P4*=4!=24. 

3.  6  personen  dineeren  in  een  besloten  kring.  Op  hoeveel  ver- 
schillende wijzen  kunnen  deze  aan  een  ronde  tafel  zitten? 

Ook  hier  is  het  antwoord  Pg^=:6!  Maar  daar  de  tafel 
rond  is,  zoo  zal  de  volgorde  a,  b,  c,  d,  e,  f  wel  op  het 
zelfde  neerkomen  als  6,  c,  d,  e,f,a',  c,  c?,  e,  /,  a,  b ;  enz. 
enz.,  zoodat  nog  door  6  moet  worden  gedeeld.  Op  5! =120 
verschillende  manieren  kan  dit  derhalve  geschieden,  zoodat 
eerst  na  4  maanden  de  oorspronkelijke  plaatsing  terugkeert. 

De  leerling  zal  nu  eens  nagaan  hoeveel  4-hoeken  er 
kunnen  gevormd  worden,  door  4  gegeven  punten  op  alle 
mogelijke  manieren  te  verbinden.  (Waaraan  moet  hier 
tevens  worden  gedacht?) 

4.  Hoeveel  getallen  kunnen  gevormd  worden  met  de  cijfers 
2,  4, 4,  5,  5,  5,  6? 

Dit  zijn  dus  7  elementen,  waaronder  resp.  2  en  3 
gelijke    voorkomen.    Het    gevraagde    aantal    is    mitsdien 

7' 

5.  Op  hoeveel  manieren  kan  men  de  elementen  a,  a,  6,  c,  d 
aan  weerszijden  van  een  streep  plaatsen? 

Denkt  men  zich  de  sti*eep  weg,  dan  is  het  gevraagde  aantal 

5! 
=:  -^  =  60.   Maar  daar  nu  bij  elk  dezer  permutaties  de 

streep   op  4  verschillende  plaatsen  kan  staan,  zoo  is  het 
gevraagde  aantal  =  60  X  4  =  240. 

6.  Hoeveel  cirkels  raken  aan  drie  gegeven  cirkels? 

Let  men  zoowei  op  uitwendige  {u)  als  op  inwendige  (i) 
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raking,  dan  heeft  men  blijkbaar  de  volgende  gevallen 
van  raking :  uuu^  i  u  u,  u  i  u,  u  u  i,  u  i  U  i  u  i,  i  i  ü  en 
i  i  L  Tezamen  alzoo  8  cirkels.  Men  vindt  dit  aantal  nu 
ook  door  de  formule  F^  =  2^  =  8.  Want  het  gevraagde 
aantal  is  blijkbaar  dat  van  hel  aantal  permutaties  met 
herhalingen  drie  aan  drie  van  twee  gegeven  elementen. 
{u  en  i). 
Hoeveel  bollen  raken  er  nu  aan  vier  gegeven  bollen  ? 

2.   Combinatiëii. 

a.  Let  men  bij  het  samennemen  van  eenige  elementen  alleen 
op  groepeering  en  niet  op  rangschikking,  dan  spreekt  men 
van  combinatie  (verbinding)*  De  samenvoeging  ba  is  thans 
geheel  het  zelfde  als  ab\  ac  en  ab  zijn  daarentegen  ver- 
schillend, want  hier  komen  in  de  beide  samenvoegingen  andere 
elementen  voor. 

Het  aantal  combinatiën  van  n  elementen  1  aan  1  is  weer 
=  n,  dus  Cn  =  n.  Het  aantal  2  aan  2,  3  aan  3,  enz.,  in  het 
algemeen  p  aan  p  wordt  uit  dat  der  peivnutatim  verkregen, 
door  te  deelen  door  p !  Immers  bij  combinaties  3  aan  3  bv. 
zullen  de  permutaties  abc,  bac,  enz.  alle  gelijk  worden,  zoodat 
door  het  aantal  onderlinge  permutaties  dezer  elementen  moet 
worden  gedeeld.  Wij  hebben  dus : 

f.P^Pn   ^  n(n-  l)(n~2)...(n-(p  ^  1)) 
"         P/  1.2.3 .p 


DiV  zijn  alzoo  niet  anders  dan  de  binominaalcoefficienten 
der  n^  macht.  (Wij  komen  hierop  spoedig  terug).  Zoo  vindt 
men  bij  5  elementen  achtereenvolgens : 

^i_  5.4.3.2  _  ^  B_  5.4.3.2.1  _ 

^"•-ÏXO-^  '     ^'  -  1.2.3.4.5 '-^' 

Het  spreekt  van  zelf,  dat  alle  eigenschappen  der  binomi- 
naalcoefficienten, vroeger  in  Deel  I  (bl.  105 — J 11)  behandeld, 
onveranderd  gelden  voor  de  vei'schillende  combinatie-aantallen. 
Zoo  is  in  het  bijzonder  de  eigenschap 

14* 
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CrF  =  C^-^ 
te  vermelden. 

b.  Ook  hier  kan  het  voorkomen,  dat  in  de  combinatiën  de 
elementen  herhaald  voorkomen.  Men  spreekt  dan  van  coin- 
binatiên  met  herhalingen,  of  herhalings-combinatün. 

Wij  kunnen  gemakkelijk  bewijzen,  dat  het  aantal  daarvan 
wordt  voorgesteld  door  de  formule 

-y  _  n(n+l)(n+2)..(n+(p+l)) 

^"  ~         1.2.3 p 

waarin  wederom  py>n  kan  zijn. 

Plaatst  men  nl.  achter  elk  der  n  elementen  alle  n  elementen, 
en  nog  eens  het  voorop  geplaatste  element,  dan  is  het  duide- 
lijk, dat  alle  combinaties  nu  2-keer  voorkomen.  Niet  alleen 
zal  men  nu  a\b  naast  b\a  vinden,  maar  ook  a\a  naast  a\a, 
b\b  naast  b\b,  enz.  (de  leerling  schrijve  het  maar  eens  uit  voor 
de  4  elementen  a,  b,  c  en  d). 

Wij  hebben  alzoo  Cn  =3=  — z-r—  .   Om  het  aantal  3  aan  3 

te  vinden,  schrijve  men  achter  elk  der  herhalingscombinaties 
2  aan  2  alle  n  elementen  en  nog  eens  de  beide  vooraan- 
geplaatste  elementen.  Alsdan  zal  bv.  niet  alleen  ab\c  naast 
ac\b  en  bc\a  voorkomen,  maar  ook  aa\b  naast  ab\a  en  nog 
eens  ab\a;  en  zal  ook  aa\a  drie  keer  voorkomen  (en  wel  in 
de  zelfde  kolom).  De  voorgaande  uitkomst  is  dus  te  verme- 
.        ,  ,.  ,  n+2  ..         ^s       n(n+l)(n+2) 

nigvuldigen  met  —3--,  en  we  verknjgen  Cn  = To~i • 

Enz.  Enz.  _ 

Opmerking.  Bij  het  bewijs  van  de  formule  voor  Cn  moest 

door  2  worden  gedeeld,  bij  dat  der  formule  voor  Cn^  door  3, 

bij    Cn*    zal    door   4    moeten  worden  gedeeld,  enz.  enz.  De 

getallen   2,  3,  4,  enz.  zijn  hierbij  niet  anders  dan  het  aantal 

combinaties  van  resp.  2  elementen  1  aan  1,  3  elementen  2  aan  2, 

2  3.2 

4  elementen  3  aan  3,  enz.,  d.w.z.  resp.  =  -  =  2,  -—  =  3, 

4.3.2 

=:  4,  enz. 

1.2.3         ' 
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t.  Beantwoorden  wij  ten  slotte  de  vraag  iiöar  de  verdeeling 
van  eenige  elementen  in  bepaalde  groepen. 

Zij  gevraagd  op  hoeveel  manieren  9  kaarten  kunnen  ver- 
deeld worden  in  groepjes  van  2,  3  en  4  kaarten.  Schrijft 
men  daartoe  eerst  alle  mogelijke  onderlinge  permutaties  op, 
waarvan  het  aantal  9 !  is,  zoo  ziet  men  in,  dat  daarna  nog 
moet  worden  gedeeld  door  2  !  voor  de  eerste  groep,  door 
3 !  voor  de  tweede,  en  door  4 !  voor  de  derde  groep. 
Immers  naast  de  permutatie  ab  \  ede  \fghk  bv.  komt  een  andere 
ba  I  ede  \fghh  voor,  die  geheel  gelijk  is  aan  de  eerste.  Enz.  Enz. 

9* 

Men  vindt  derhalve  voor  het  gevraagde  aantal =  1260. 

^      ^  2!3!4! 

Bevatten    eenige  groepen  een  gelijk  aantal  elementen,  zoo 

is    het    duidelijk,    dat    bovendien   nog  moet  worden  gedeeld 

door    het   aantal    onderlinge   permutaties  dezer  groepen,  elk 

als    éen    geheel    beschouwd.  g, 

Zoo  zal  bv.  een  product  van  8  factoren  op  =  105 

(2!)*  4! 

manieren  kunnen  verdeeld  worden  in  producten  van  2  factoren 

elk.  Eerst  deelden  wij  door  2 !  X  2 !  X  2 !  X  2 !  =  (2  !)*  voor 

elke  groep  van  2  factoren;  daarna  nog  door  4!,  omdat  bet 

onverschillig  is  of  men  bv.  de  verdeeling  ab\cd\ef\gh  heeft 

dan  wel  de  verdeeling  ed\gh\ef\ab. 

Wordt  gevraagd  op  hoeveel  manieren  men  J2  kaarteu 
onder    3    personen    kan    verdeelen  zóo,  dat  ieder  4  kaarten 

12! 

niet  door  3 !  deelen  voor  de  drie  gelijke  groepen,  omdat  het 
niet  onverschillig  is  of  A  een  bepaalde  groep  van  4  kaarten 
krijgt,  dan  wel  B  of  C 


d.    Wederom  laten  wij  eenige   Voorbeelden  van  het  in  deze 
paragraaf  behandelde  volgen. 

1.    Hoeveel    snijpunten    kunnen   6  willekeurige  lijnen  hoog- 
stens geven  ? 

Daar   voor  iedere  snijding  2  lijnen  noodig  zijn,  zoo  id 


krijgt,  dan  is  het  antwoord  ;r^  =  34950.  Thans  moet  men 


214 

•      .  o      6.5 

het  gevraagde  aantal  =6V  =  —  =  15.  Wij  hebben  hier 

:  -met  ^combinaties  te  doen,  en  niet  met  permutaties,  omdat 
; .    men  het  zelfde  snijpunt  krijgt  bij  de  snijding  van  bv.  de 
lyn  a  met  de  lijn  b  als  bij  de  snijding  van  b  met  a. 
Hoeveel  snijpunten  kunnen  nu  8  platte  vlakken  hoog- 
.  ,  st ws  ge vejai  ? 

.En  hoeveel  evenredigheden  kan  men  opschrijven  uit 
tw^ee  gelijkvormige  5-hoeken  ? 

2.  Hoevéél  snijpunten  kunnen  10  lijnen  geven,  vranneer  er 
3  evenvrijdig  zijn,  en  4  door  éen  punt  gaan  ? 

Klaarblijkelijk  kunnen  de  3  overige  lijnen  onder  elkaar 

Cs  =  - —  =  3  snijpunten  geven.  De  3  evenwijdige  lijnen 

onderling  geven  er  geen  ;  de  4  lijnen  door  1  punt  geven 
1  snijpunt.  Samen  dus  reeds  4  snijpunten.  Maar  elke  der 
laatste  7  lijnen  zal  door  de  3  willekeurige  in  3  punten 
kunnen  gesneden  worden,  zoodat  er  nog  7  X  3  =  21 
snijpunten  bijkomen.  In  het  geheel  zijn  er  derhalve  25. 
Hoeveel  snijpunten  kunnen  nu  12  platte  vlakken, 
waarvan  er  4  evenwijdig  loopen,  en  5  door  éen  punt 
gaan,  hoogstens  geven  ? 

3.  Men  weet,  dat  het  z.g.  raakprobleem  van  Apollonrs 
10  gevallen  heeft.  Dit  probleem  luidt  algemeen :  Een 
cirkel  te  construeereii,  die  drie  gegeven  elementen  aanraakt. 

Die  elementen  nu  kunnen  zijn  :  cirkelsy  punten  (d.w.z. 
cirkels  met  den  straal  0)  en  lijnen  (d.w.z.  cirkels  met 
den  straal  oo).  Men  kan  dus  de  volgende  gevallen 
hebben:  Een  cirkel  te  construeeren,  die  drie  punten  aan- 
raakt (d.w.z.  door  3  punten  gaat);  noemen  wij  dit  geval 
2^ pp.  Yerder  lil ;  ppl',  lip;  enz.  Dat  dit  aantal  10  is, 
ziet  men  in,  als  men  opmerkt,  dat  we  hier  te  doen  hebben 
met  het  aantal  combinaties  met  herhalingen  van  3  elemen- 
ten   {pylyC)    drie  aan  drie.  Dit  aantal  is  nl.  (zie  boven) 

3.4.5       ^^ 

== =  10. 

1-2.3 
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Hoeveel  gevallen  bevat  nu  het  raakprobieem  bij  den 
bol,  die  4  gegevens  moet  aanraken,  wanneer  die  gegevens 
zijn  bollen,  punten  en  vlakken  ? 

4.    Op    hoeveel  manieren  kan  men  8  voorwerpen  verdeelen 
in  4  (niet-onderscheiden)  pakjes? 

Doet    men    in   de    verschillende  pakjes  resp.  5, 1, 1, 1 

voorwerpen,  dan  is  de  oplossing  [zie  c)]  — —  .    Neemt 

8! 
men    4, 2, 1, 1     voorwerpen,    dan    vindt   men 


(4!2!)2! 

8! 
Bij  3,2,2,1  is  het  aantal    ^^^^^^.  Bij  3,3,1,1  evenzoo 

8! 

^.  Eindelijk  vindt  men  bij  2,2,2,2  als  oplossing 

: — - .    Tezamen  dus 

[(2!)*]  4! 

8!  8!  8!  8!  8!      _ 

STS!  "^  4172 lp  "^  31(203  "^  (3!)'- (2!)-^  "^  4Ï(2Ï)^  ~ 
=  56  +  420  +  840  -f-  280  +  105  =  1701 

verschillende  manieren. 

Op    hoeveel    manieren  kunnen  nu  6  voorwerpen  in  3 
pakjes  verdeeld  worden  ? 

5.  Op  hoeveel  verschillende  manieren  kan  iemand  zich 
kleeden,  als  hij  2  jassen,  4  vesten  en  5  broeken  heeft  ? 
Elk  der  2  jassen  kan  gecombineerd  worden  met  elk 
der  4  vesten,  en  met  elk  der  5  broeken.  Dit  geeft  dus 
2  X  4  X  5  =  40  combinaties,  zoodat  de  bedoelde  pei'soon 
ruim  een  maand  lang  iederen  dag  anders  kan  gekleed  gaan. 

3.  Bewijs  van  de  binominaalformule  van  Newton  voor 
geheele  waarden  van  den  exponent.  Machten  van 
drietermen,  enz. 

a.  Wij  zagen  in  Deel  I  (bl.  105),  dat  het  algemeene  bewijs 
voor  willekeurige  waarden  van  den  exponent  in  de  Hoogere 
Algebra  wordt  gegeven,  maar  dat  het  bewijs  voor  geheele 
waarden  van  den  exponent  in  Deel  II  zou  geleverd  worden. 
Wij  komen  daarop  thans  terug. 


Vermenigvuldigen  wij  (jc  +  «)  («2?  +  è),  dan  komt  èr 
x^  -{-{a  -\-  b)x  -{'  ab.    Dit  vermenigvuldigd  met  ^  +  c,  geeft 

Op    dezelfde  wijze  vinden  wij  {x'\-a){x'\-b){x-{'C){{c-{'d)=: 

-f-  {oLbc  +  aftcZ  +  acd  4-  ^cc/)  a?  +  abcd.  Enz.  Enz. 

Wij  zien  dus  —  en  dit  is  ook  van  zelf  duidelijk  —  dat 
in  dit  laatste  voorbeeld  de  coëfficiënt  van  o?^  de  som  is  van 
alle  mogelijke  combinaties  van  de  4  getallen  a,b,c  en  d 
1  aan  1 ;  dat  die  van  a^  de  som  is  van  de  combinaties  dezer 
getallen  2  aan  2;  die  van  x  de  som  der  combinaties  3  aan  3; 
en  eindelijk  de  term  zonder  x  de  som  der  combinaties  4  aan  4. 

Immers  bij  de  vermenigvuldiging  der  4  factoren  ^  +  a, 
X  -\-  b,  X  -\-  c  en  X  -{-  d  zaX  bv.  een  term  met  x^  ontstaan, 
door  het  gedurig  product  te  nemen  van  den  term  a  van 
den  1^"*  factor,  den  term  b  van  den  2«^,  den  term  ^vanden 
3®",  en  den  term  x  van  den  4^^^  factor,  gevende  afta?^  Evenzoo 
zal  ontstaan  acx^j  adx'^,  enz.  enz. 

Wordt  nu  a  =  b  =  c  =  d  genomen,  dan  komt  er : 

omdat  dan  a  -|-  ^  +  <^  +  ^  ovei^aat  in  4  a,  waarin  4  =  C4 

is ;    ab  -\'  ac-^  ad  -{-bc  '\-  bd-^-  cd  in   6a^  waarin  6  =  C4 
is;  enz.  enz. 

Bij  n  gelijke  factoren  komt  er  dus: 

{x  +  g)"  =  x^  +  Cn  x^-^  a  +  Cn  ^"-^  gg  +  . . .  + 

Worden    nu    voor    de    verschillende    combinaties    hunne 

1  91        2 

waarden   in   de  plaats  gesteld,  d.w.z.  Cn    door  -,  Cn    door 

n  (n — 1) 

— — —  vervangen,  enz.,  dan  ontstaat  onmiddelijk  de  bekende 

binominaalformule. 

b.    Wat  zal  de  algemeene  uitkomst  nu  zijn,  wanneer  (a+é+c)" 
woi*dt  bepaald? 

Blijkbaar  komen  er  dan  drie  soorten  van  termen.    In  de 
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eer'ste  plaats  tennen,  waarin  slechts  een  der  letters  a,  b  ene 

voorkomt.  Dit  kunnen  dus  alleen  a",  6**  en  c^zijn.  Deze 
termen  kunnen  wij  vereenigen  in  het  teeken  Sa**. 

In    de    tweede    plaats    komen   er  termen  met  twee  letters. 

Die    termen    bevatten    alle    mogelijke  producten  a^b^,  a^  c^j 

ff  c'y    waarbij   p  '\-  q=zn.    Hiervan    zullen  de  coëfficiënten 

n! 
blijkbaar   =  — '—   zijn.  Want  a^  b^  bv.  ontstaat  uit  het  product 

plql 

van  n  getallen,  waarbij  i?  gelijke  getallen  a^enq  gelijke  getal- 
len b  voorkomen.  Het  aantal  permutaties  daarvan  is  echter 
de  genoemde  uitdrukking,  (zie  bl.  209).  Voor  bepaalde  waarden 

van  p  en  q  heeft  men  dus  — -— :  2  cf  b^.   En  sommeert  men 
^  ^  p\q\ 

nu    weer   over    alle  termen,  waarbij  p  en  q  telkens  andere 

waarden  hebben,  dan  komt  er  \^  f  — -^  S  (f  b^Y 

A^\p\q\  ) 

Zoo   heeft  men  bv.  bij  (a  +  6  +  c)^  slechts  termen,  waar 

^  =  2,  9  =  1  is,  nl.  a-i,  aè*,  a*c,  ac^  b^c  en  b<?.    Het  aan- 

8! 
tal  van  elk  bedraagt  —  =  3.    De  bovenstaande  uitdrukking 

wordt  dus  eenvoudig  3  -2"  a^6. 

Bij  (a  +  6  -f-  c)*  heeft  men  termen  met  a^6,  enz.,  en  termen 

met    a^é^,   enz.    Het  aantal  van  de  eerste    soort    is  —  =  4 : 

3! 

4! 
dat  der  tweede  soort  zal  — —  =  6  bedragen.  De  boven  afge- 

leide  uitdrukking  wordt  dus  hier  4  ^  a^b  +  6  ^  a'i*. 

Eindelijk  zullen  er  in  de  derde  plaats  termen  komen, 
waarin  alle  drie  letters  a^  b  en  c  voorkomen.  Al  die  termen 
bevatten  d^  b^  c,  waarbij  thans  p  +  ?  +  ^'  =  ^  ïs-  Na  het 
boven   gezegde    zal  men  inzien,  dat  al  die  termen  begrepen 

zijn  in  de  uitdrukking  \\  i    ^   j    ^  2  J"  l?  c  J. 

Zoo  is  bv.  bij  (a  +  ft  +  ^)*  slechts  7>  =  1,  g^  =  1,  ?•  =  1, 
en  heeft  men  alleen  3 !  abc  =  6aèc. 

Bij  (a  +  6-f-c)*  kan  p  =  2,  j=l,  r  =  l  zijn,  en  heeft  men 

^ -2  a«6c  =  12 -Sa^èc. 


Si  6 

Wij  hebben  dus  ten  slotte: 

Voorbeelden. 
(a  +  b-\-ef=2a^  +  3  Sa%  +  6abe. 

=(a3+63_^c')+3(a'64-o6«+a8c+ac«+ft«c+6c«)+6a6c. 
(a -J.  6-J.c)*=  ^a*  +  (4  Sa^b  +  6  2a^b*)  +  12  .Sa«6c, 

waarin     2a^  =  a^b  -{•  ab^  -\-  a^c  -\-  ac^  +  é'c  -f-  Je'    ie, 

^a'6*  =  id.,  en  2a^hc  =  a^bc-\- al^c-{-abc*. 

(a  4- J4-c)5=.So6  +  (5  2a*b  -}-  10  2'a86«)+(202'o86<!+80.Sa»6«c). 

5! 
Hier  wordt  de  coëfficiënt  van  2  a^b  gevonden  uit  —  =  5, 

4! 

5!  5! 

die  van  2  a?b^  uit  — —  =  10,  die  van  S  a^bc  uit  —  =  20, 

en  die  van  2  a^V^c  uit  —^  ==  30. 

Opmerking.     De    coëfficiënten    der  termen,  waarin  slechts 
2    letters    voorkomen,    zijn    blijkbaar  altijd  binominaalcoëffi- 

7i!  n{n-^l)...{n-\p-\))Xq{q-\)...\ 

cienten.     Want    -—  = :^-r-z n ^ ' 

omdat  n  —  {p — 1)  =  q  -{-ly  daar  p  +  <7  =  n  is.  En  nu  is  deze 

laatste  uitdrukkmg  =  — — =  C/ . 

1   2 ,  .  .  p 

(Op   de  zelfde  wijze  blijkt,  dat  ook  —  C/  is.     Maar 

plql 

dit  is  =  C/y 

5! 

Zoo  is  bv.  bij  (a+ft-j-^)^  de  coëfficiënt  van  -2'a*6=5=:— -^=: 

4:1! 

5  1  5! 

=  -  =  C5  ,    en    de    coëfficiënt    van    2  a^i-  =  10  =  — '--  = 
1  3!2! 

_  5.4  _      2 

De   leerling   werke  nu  (a  +  ^  +  ^)^  ^it>  ©n  zal  ook  eens 
nagaan,  wat  (a  -}-  ^  +  ^  +  ^)^  wordt. 

Wat    het  geheele  aantal  termen  N  der  ontwikkeling  van 
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(a  4"  ^  +  ^  4"  ^'  4"  •  •  •)"  betreft,  zoo  vindt  men  hiervoor  het 
aantal  combinatU^n  met  herluiUngen  van  de  p  letters  a,  6,  c  . . . 
n  aan  n,  d.w.z.  X=:  Cp\  Want  alle  termen  der  ontwikkeling 

zijn  van  den  n'*"  graad,  en  komen  de  p  verschillende  letters 
daarin  in  alle  denkbare  combinaties,  herhaald  en  niet  her- 
haald, voor. 

Van    (a  4-  ^  +  ^)^    ^^1    bv.    het    aantal   termen   =  63^  = 

3.4.5.6.7 

=  .,  f,  o  i  K  =21  bedragen.  Inderdaad  bestaat  2a^  uit  3  ter- 
1.2.0.4.5 

men,  2  a^  uit  6,  JS  a?b^  uit  6,  2  a^hc  uit  3,  en  ook 
2  o^V^c  uit  3  termen. 

Van  den  vorm  (a  +  6  4"  ^  4-  ^  4"  ^)°  ^  het  aantal  =  65^  = 
5.6.7.8  9.10 

=  1.2  3.4.5.6    =  '^'  ^^J"' 

4.  Kansrekening.  In  nauw  verband  met  het  in  $  1  en  2 
behandelde  staat  de  zg.  kans-  of  tvaarschijnlijklieidsreheniiig . 
Werpen  wij  met  een  dobbelsteen,  op  welks  6  zijvlakken 
resp.  1,2...  6  oogen  voorkomen.  Wat  is  nu  de  „kans" 
dat  men  bv.  met  den  eersten  worp  3  werpt  ?  Daar  men 
slechts  6  vei'schillende  worpen  kan  doen,  en  het  nummer  3 
daaronder  slechts  een  keer  voorkomt,  zoo  zegt  men,  dat  de 
kans  om  3  te  werpen  =  Vb  ^s-  D.w.z.  van  de  zes  keer  dat 
men  werpt,  zal  het  gemiddeld  een  keur  gebeuren.  Hierbij 
mag  wel  gelet  worden  op  de  bijvoeging  „(/emühlelcVy  want 
het  kan  toch  zeer  goed  gebeuren,  dat  men  bv.  10  keer 
achtereen  een  ander  nummer  werpt,  en  eerst  de  11®  keer 
het  nummer  3.  Alleen  dan,  wanneer  men  een  zeer  groot 
aantal  keeren  achtereen  werpt,  zal  —  wanneer  de  dobbel- 
steen nl.  gelijkmatig  is  afgewerkt  —  het  aantal  keeren,  dat 
men  3  werpt,  hoe  langer  hoe  meer  tot  ^/q  van  het  totale 
aantal  worpen  naderen.  Eerst  Wanneer  het  aantal  worpen 
=  00  werd,  zou  men  nauwkeurig  7o  vinden. 

Onder  (wiskundige)  kans  of  loaarschijnlijkheid  wordt  alsnu 
verstaan  de  verhouding  van  het  aantal  gevallen,  waarin  een 
gebeurtenis  kan  plaats  vinden  tot  het  aantal  der  mogelijke 
gevallen. 
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Zoo  was  in  ons  bovenstaande  voorbeeld  het  aantal  mogelijke 
gevallen  =  6,  en  het  aantal  gevallen  daaronder,  waarin  3 
kan  geworpen  worden,  =  1 ;  de  kans  om  3  te  werpen  is 
derhalve  =  Vö* 

Wij  zien  dus,  dat  de  kans  altijd  wordt  uitgedrukt  door 
een  getal  <[1-  Noemt  men  de  kans  of  waarschijnlijkheid 
Wy  dan  zal  blijkbaar  bij  W=0  de  gebeurtenis  onmogelijk 
zijn,  terwijl  bij  W=l  het  intreden  daarvan  zeker  is.  Bij 
W  =  Yj  noemt  men  de  gebeurtenis  onzeker :  er  is  et^enve^l 
kans,  dat  ze  niet  plaats  vindt,  dan  dat  ze  wel  intreedt.  Verder 
zal  de  gebeurtenis  bij  W^^l^  loaarschijnlijk  genoemd  worden, 
en  bij  W  <[  Va  onioaarschijnlijk ;  in  dit  laatste  geval  is  er 
meer  kans  dat  ze  niet  intreedt,  dan  dat  ze  wel  plaats  heeft. 

Geven  wij  nu  eenige  Voorbeelden  van  het  berekenen  van 
verschillende  kansen. 

a.  Hoe  groot  is  de  kans  met  twee  dobbelsteenen  9  te  gooien  ? 
Het  aantal  mogelijke  worpen  is  blijkbaar  =  Pfl*=6*=36. 

(Men  kan  nl.  ook  4,4 ;  2,2  ;  enz.  werpen).  Verder  kan  9 
gegooid  worden  bij  6,3 ;  5,4 ;  4,5  ;  3,6 ;  in  het  geheel  dus 
4  keeren.  De  gevraagde  kans  is  derhalve  ^/so  =  Vq- 

Schrijft  men  alle  mogelijke  worpen  op,  dan  blijkt,  dat  men 
kan  werpen  ; 

2     3     4    5     6     7     8     9     10    11     12     oogen 
12345654      3       2       ï      keer   ' 

zooals  gemakkelijk  is  te  controleeren.  Hieruit  ziet  men,  dat 
men  de  meeste  kans  heeft  met  éen  worp  7  te  gooien :  de 
kans  daarvoor  is  Vo-  De  kans  een  aantal  oogen  te  werpen 
bv.  bovm  8  is  =  (4  +  3  +  2  +  1) :  36  =  Vis-  Enz.  Enz. 

Hoe  groot  is  nu  de  kans  met  drie  dobbelsteenen  10  te 
werpen  ?  Welk  aantal  oogen  heeft  thans  de  grootste  waar- 
schijnlijkheid ? 

b.  Hoe  groot  is  de  kans  dat  men  met  éen  dobbelsteen  drie 
maal  achtereen  5  werpt? 

De  kans  dat  men  het  éen  keer  doet^  is  i^Ve*  Dat  mende 
tioeede   keer  nogmaals  5  werpt,  is  alzoo  =  Vo  X  ^U\  en  dat 
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men  het  de  derde  keer  wederom  doet,  zal  =V6XVöXVö= 

=  Qkf  =  V216  zijn. 

Immers,  het  totale  aantal  combinaties,  dat  men  maken  kan 
van  de  oogen  van  den  eersten  worp  met  die  van  den  tweeden 
en  derden  worp,  zal  =6x6X6  =  6^  bedragen.  [Want 
elke  der  6  mogelijke  worpen  van  den  eersten  worp  kan 
gecombineerd  worden  met  elk  der  6  mogelijke  worpen  van 
den  tweeden  en  met  elk  der  6  van  den  derden  worp.  (Men 
heeft  trouwens  ook  Pg^  =  6^)].  Eén  dier  combinaties  slechts 
zal    =  5,  5,  5  zijn.  Derhalve  is  de  kans  =  Ve»  =  Vaie- 

Evenzoo  zal  de  kans  met  twee  dobbelsteenen  de  eerste 
keer  5,  en  de  tweede  keer  11  te  gooien,  =  Vso  X  ^/so  = 
=  Vö  X  V18  =  Vi62  bedragen. 

En  de  kans  uit  een  spel  van  32  kaarten  eerst  harten-aas, 
daarna  schoppen-boer,  en  eindelijk  ruiten-zeven  te  trekken, 
=  Vsa  X  Vsi  X  Vso  zijn.  Want  is  de  eerste  kaart  getrokken, 
dan  blijven  er  nog  slechts  31  over,  enz. 

Men  kan  bij  dit  laatste  vraagstuk  ook  aldus  redeneeren. 
Het  geheele  aantal  permutaties  drie  aan  drie  van  32  kaarten 
bedraagt  Pa/  =  32  X  31  X  30.  Eén  dezer  permutaties  is  de 
gegevene,  alzoo  is  de  kans  =  V32X3iX30 . 

Hoe  groot  is  nu  de  kans  uit  twee  vazen,  waarvan  de 
eene  4  witte  en  8  zwarte  kogeltjes  bevat,  de  andere  6  witte 
en  6  zwarte,  2  witte  kogels  te  trekken? 

c,  Hoe  groot  is  de  kans  met  ttvee  dobbelsteenen  de  eerste 
keer  8  te  werpen,  en  indien  dit  niet  geschiedt,  de  tweede 
keer  8  te  gooien  ? 

De  kans  dat  men  de  eerste  keer  8  werpt,  is  =  ^30  (zie 
boven).  De  kans  dat  dit  niet  geschiedt,  isdus  1  —  Vse^^Vsc- 
Daarvan  is  weer  de  kans  voor  de  2®  keer  8  te  werpen, 
=  Vse»  zoodat  die  kans  ^Vaö  X  V36  =  ^^Vi29ö  bedraagt.  De 
gevraagde  kans  is  derhalve  =  Vse  +  ^^Vi296  =  ^^Viage* 

Bereken  nu  eens  de  kans  met  twee  dobbelsteenen  de  eerste 
keer  7  te  gooien  ;  en  indien  dit  niet  gebeurt,  de  tweede  keer; 
en  indien  ook  dit  niet  geschiedt,  de  derde  keer. 

d.  Welke  is  de  kans  met  twee  dobbelsteenen  in  twee  worpen 
minstens  éen  keer  10  te  gooien? 
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De  kans  dat  de  eerste  keer  10  geworpen  wordt,  is  =3/sö=Vi2 
(zie  boven).  De  kans,  dat  dit  niet  geschiedt,  is  derhalve 
l  —  Yj2  =  11/12.  De  kans  dat  het  ook  de  2-  keer  niet  geschiedt, 
is  weer  ^7i-2»  ^^  ^^^  ^®  )fi\xa^  dat  het  geen  van  beide  keereu 
gebeurt,  =  (^Vis)^-  Blijven  over  de  kansen  dat  het  beide 
keeren  of  éen  van  beide  keeren  gebeurt,  d.w.z.  minstens 
1   keer.    De  gevraagde  kans  is  mitsdien  1  —  (^Vi«)^  =  ^Viu- 

Wat  is  nu  de  kans  uit  een  spel  van  32  kaarten  bij  dm 
trekken  minstens  éen  keer  een  aas  te  trekken  ?  (Onderstel, 
dat  het  spel  telkens  weer  uit  32  kaarten  bestaat). 

Recapituleeren  wij  het  inde  vier  bovenstaande  Voorbeelden 
behandelde,  dan  kunnen  wij  dus  het  volgende  opschrijven. 

Ie.  De  kans  dat  van  eenige  elkaar  uitsluitende  gebeurte- 
nissen met  waarschijnlijkheden  lOi,  lo^,  lo^,  enz.  minstens 
eén  plaats  vindt,  is  gegeven  door 

W  =:  tv^  -f  ICg  -J-  M'3  -f  •  •  • 

[Zie  bij  a)  :  de  kans  om  bij  twee  dobbelsteenen  bv.  boven 
8  oogen  te  werpen]. 

2*^.  Dat  van  eenige  onafliankelijke  gebeurtenissen  meer- 
dere samen  treffen  : 

TT  =  tTi  X  w?2  X  ^3  X . . . 

[Zie  Voorbeeld  ö)J. 

Alle  andere  gevallen,  die  bij  de  kansrekening  kunnen 
optreden  [zie  o,  a.  de  Voorbeelden  c)  en  d)\  zijn  combinaties 
van  deze  twee  hoofdregels. 

Ziehier  ten  slotte  nog  twee  Voorbeelden, 
a.     Twee    spelers    A  en  B  houden  op  met  spelen,  wanneer 
de  eerste  nog  3-keer  zou  moeten  winnen,  teneinde  het  geheele 
spel  te  winnen,    de    tweede    nog  2-keer.  Nu  vraagt  men  in 
welke  verhouding  de  inleg  moet  worden  verdeeld. 

Na  4-keer  spelen  is  het  spel  in  elk  geval  beslist.  Want 
dan  zou  A  öf  4  of  3  keer  gewonnen  hebben,  in  welk  geval 
A  het  spel  wint ;  öf  A  zou  2,  1  of  O  keer  hebben  gewonnen, 
in  welk  geval  B  het  spel  wint.  Nu  zijn  er  bij  die  4  spelen 

blijkbaar   P^  =  2*   mogelijkheden    (aantal    permutaties  met 
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herhalingen  van  de  twee  elementen  A  en  B  4  aan  4).  Daar- 
onder zijn  echter  slechts  5  mogelijkheden  dat  A  wint,  nl. 
AAAA,  AAAB,  AABA,  ABAA  en  BAAA.  De  overige  11 
mogelijkheden  zijn  alle  ten  voordeele  van  B.  A  moet  der- 
halve Vie  van  den  inleg  hebben,  en  B  ^Vie- 

b.  Wanneer  men  uit  een  zak  met  5  kogeltjes  blindelings 
een  willekeurig  aantal  grijpt  (ondersteld,  dat  de  kans  om  er 
bv.  5  te  grijpen  even  groot  is  als  om  er  1  te  grijpen,  en  dat 
men  er  minstens  éen  grijpt),  dan  vraagt  men  welk  aantal  de 
grootste  kans  heeft,  een  even  of  een  oneven  aantal. 

Op    het    eerste    oog    zou    men    zeggen,  dat  de  kans  voor 

^   oneven ^grooter  is.  (bij  een  even  aantal  kogeltjes  even  groot). 

i    Maar    dat    is    niet    zoo.    De    kans    nl.    om    1    te   treffen,  is 

Có  =5;  die  om  2  te  treffen,  Q  =10;  enz.,  zoodat  de 
verschillende  kansen  5,  10,  10,  5,  1  zijn.  Voor  even  is 
derhalve  de  kans  10  +  5  =  15,  terwijl  die  voor  oneven 
=  5  +  10  4- 1  =  16  is.  De  laatste  kans  is  derhalve  de 
^  grootste. 

Dit  komt  daar  van  daan,  dat  (zie  Deel  I,  bl.  110)  de  som 
der  binominaalcoëilicienten  van  even  rang  gelijk  is  aan  die 
van  oneven  rang,  en  wel  beide  =  2"— ^  Maar  daar  bij  ons 
vraagstuk  de  1®  coëfficiënt,  betrekking  hebbende  op  O  voor- 
werpen, wegvalt,  zoo  zal  de  som  van  de  oneven  kansen 
=  2"—*,  maar  die  van  de  even  kansen  =  2"—^  —  1  zijn. 
Er  is  dus  altijd  V2»  nieer  kans  om  oneven  te  treffen. 
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